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摘　要　形式背景中的信息不完备引起了知识的不相容性,即蕴涵在不完备形式背景的任一完备化形式背景不能同时成立.

逻辑描述是从语义上进行知识表示、语构上制定语义协调推理规则的方法论.首先,从逻辑角度研究不完备数据上的知识相容

语义表示,通过定义不完备实例刻画知识的合理性和相容性,并构造最紧致的相容集(相容规范基).其次,语构上制定具有语

义合理性、相容性和完备性的推理规则,从而避免知识推理过程中产生不相容知识和无效知识.最后,将逻辑研究结果运用在

不完备形式背景上,引入两类蕴涵形式:↓↓Ｇ型蕴涵和↑↑Ｇ型蕴涵.这两类蕴涵兼具相容性且相对于可接受性蕴涵尺度更加

严格,构造这两类蕴涵的相容规范基并验证其完备性和无冗余性.

关键词:不完备形式背景;知识相容性;知识表示;相容规范基;知识推理
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１　引言

形式概念分析(FormalConceptAnalysis,FCA)[１]是２０
世纪８０年代由 Wille提出的用于概念分析和可视化的偏序集

理论.在形式概念分析中,概念是知识表示的基本单元,是由

外延和内涵组成的统一体,其中外延是属于该概念的所有对

象,内涵是被外延中所有对象共享的属性集.通过外延/内涵

间的包含关系定义了概念间的偏序关系,即现实中概念的



泛化/特化关系,概念集在该偏序关系下构成概念格.形式概

念分析理论由于具有坚实的数学理论支撑、完整严密的推理

框架,以及良好的可解释性等优点,已成为社会网络[２]、自然

语言处理[３]、认知学习[４Ｇ５]等领域的强有力工具.

数据采集误差、传输失真、预处理等都会导致数据中信息

不完备的情形.不完备数据在实际应用中广泛存在.FCA
通过不完备形式背景表示这类信息不完备数据,其上的知识

获取也是FCA中的经典和热点问题.Burmeister等[６Ｇ７]开创

了非完备形式背景中的属性探索方法,使用三值 KleeneＧlogic
对前件和后件交集为空的属性蕴涵进行有效性评价.ObiedＧ

kov[８]进一步提出三值 ModalＧlogic评价不完备形式背景中蕴

涵的有效性:与不完备信息无关,形式背景中总是成立的蕴涵

被称为必然性蕴涵;与不完备信息相关,在某些不完备信息

“?”被确定为特定的“＋”和“－”时才成立的蕴涵被称为可接

受蕴涵.与三值 KleeneＧlogic相比,三值 ModalＧlogic突破了

蕴涵前件和后件为空的限制,从而具有更强的灵活性.文献

[８]还给出了从知识基出发进行必然性蕴涵和可接受性蕴涵

的推导机制.Hanika等[９]和 Felde等[１０]研究了基于交互协

同和并行机制的属性探索方法.

目前,非完备形式背景中基于概念构造和规则提取的知

识获取方法也是国内外学者关注的热点.Yao[１１]提出了非完

备形式背景中的不确定概念,将概念外延表示为包含上界和

下界的区间集形式.Li等[１２]根据区间集外延的确定包含、可

能包含和弱包含关系,获取不确定概念之间的强规则和弱规

则.Li等[１３]定义了非完备形式背景中的近似概念,并根据概

念外延之间的包含关系获取非冗余的近似规则.Yao[１４]提出

了区间集概念和不完备形式背景中部分已知概念的通用表示

框架,确定了４类部分已知概念:SEＧSI形式概念、SEＧISI形

式概念、ISEＧSI形式概念和ISEＧISI形式概念.Wang等[１５]提

出了基于不同标准的 SEＧISI概念格的４种属性约简方法.

Long等[１６]研究了非完备模糊形式背景中基于属性导出的三

支概念格获取方法.Sadou等[１７]突破三支概念中内涵被限制

为外延中所有对象所共有的属性的限制,提出一种新的 KripＧ

ke语义,并构造了一种更为灵活的可能性形式概念(Possible

FormalConcept).Yang等[１８]针对语言值信息的缺失,给出

了不完备模糊语言形式背景,讨论了模糊语言近似概念,构造

了相应的模糊语言近似概念格.Srirekha等[１９]研究了基于对

象排序方法的非完备形式背景中SEＧISI概念格的属性约简

方法.Ren等[２０]研究了不完备形式背景中的三支近似概念

属性约简方法.

在已有的规则提取和知识获取方法中,尚未揭示不完备

形式背景中的知识不相容性现象,也并未关注基于知识不相

容性的知识获取方法.事实上,知识相容性是知识集合的一

种特性.当知识集中存在语义矛盾时,称该集合为不相容集;

否则,称为相容集.我们发现,形式背景中的信息缺失可能引

起知识的不相容性,即知识在其任意完备化形式背景中不能

同时成立的情形.不相容性在客观上限制了知识在应用过程

中的协同作用.进一步的研究发现,语构工具(如推理规则)

并不具备识别知识相容性的能力,仅依赖推理规则只能发挥

有限的知识管理和约束作用,盲目地在不相容知识上进行

知识推理甚至可能产生无效知识,且随着推理过程的推进,这

些无效知识在知识库中不断传播,会进一步加剧无效知识的

产生.另外,我们还例证了不完备形式背景中知识的相容性

不具有传递性,从而无法通过建立其等价关系进行知识相容

表示与推理.

逻辑描述是从语义上进行知识表示、从语构上制定语义

协调的推理规则的方法论.传统的逻辑语义表示注重完备数

据情形下知识的合理性、完备性和无冗余性表示.为解决知

识不相容性带来的一系列问题,保证知识获取和知识推理的

准确性和有效性,本文首先从逻辑角度研究不完备数据下的

知识相容语义表示方法,该方法通过定义不完备实例来刻画

蕴涵的合 理 性 和 相 容 性,并 构 造 最 紧 致 的 相 容 集 表 示 形

式———相容规范基,该规范基以最少的蕴涵数量保持了相容

集的全部信息.其次,从语构上制定具有语义合理性和完备

性的推理规则,从而避免知识推理过程中产生不相容蕴涵或

无效蕴涵.最后,将逻辑研究结果运用在数据研究上,引入不

完备形式背景中两类尺度相对严格但兼具相容性的蕴涵形

式:↓↓Ｇ型蕴涵和↑↑Ｇ型蕴涵.构造这两类蕴涵的相容规

范基,并验证其完备性和无冗余性.

２　形式背景与蕴涵

定义１[１]　一个形式背景是一个三元组K＝(G,M,I),其

中G和M 分别是对象集和属性集,I⊆G×M 是对象和属性

之间的关联关系的集合.对于g∈G 和m∈M,(g,m)∈I表

示“对象g拥有属性m”.

形式背景通常用二维表的方式表示,其中行头表示对象

名称,列头表示属性名称,符号“＋”表示相应的行对象具有列

属性,“－”表示行对象不含有列属性.

例１　表１呈现了科教电影“生物与水”中的形式背景,

表中的对象是影片中提到的各类生物,属性用来描述这些生

物的各种特征.

表１　科教电影“生物与水”

Table１　ScienceandeducationfilmBiologyandWater

a b c d e f g h i
蚂蟥 ＋ ＋ － － － － ＋ － －
鱼 ＋ ＋ － － － － ＋ ＋ －
蛙 ＋ ＋ ＋ － － － ＋ ＋ －
狗 ＋ － ＋ － － － ＋ ＋ ＋

水草 ＋ ＋ － ＋ － ＋ － － －
芦苇 ＋ ＋ ＋ ＋ － ＋ － － －
豆 ＋ － ＋ ＋ ＋ － － － －

玉米 ＋ － ＋ ＋ － ＋ － － －

　注:aＧ需要水;bＧ在水中生活;cＧ在陆地生活;dＧ有叶绿素;eＧ双子

叶;fＧ单子叶;gＧ能运动;hＧ有四肢;iＧ哺乳.

定义２[１]　令K＝(G,M,I)为形式背景.对于集合O⊆G
和A⊆M,定义算子(􀅰)I:

OI＝{m∈M|(g,m)∈I,∀g∈O}

AI＝{g∈G|(g,m)∈I,∀m∈A}

性质１[１]　令 K＝(G,M,I)为形式背景.对于 O,O１,

O２⊆G且A,A１,A２⊆M,下列结论成立:

１)O１⊆O２⇒OI
２⊆OI

１

(１′)A１⊆A２⇒AI
２⊆AI

１
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２)O⊆OII

(２′)A⊆AII

３)(O１∪O２)I＝OI
１∩OI

２

(３′)(A１∪A２)I＝AI
１∩AI

２

定义３[１]　令K＝(G,M,I)为形式背景.对于集合A⊆

M 和B⊆M,称A→B为K的蕴涵(A→B在K中成立),若AI⊆

BI,其中A 是该蕴涵的前提,B是该蕴涵的后件.

例２(接例１)　计算可得{h}I＝{鱼,蛙,狗}且{g}I＝
{蚂蟥,鱼,蛙,狗},显然{h}I⊆{g}I,因此{h}→{g}是K的

蕴涵.

３　不完备形式背景中蕴涵的不相容性

３．１　不完备形式背景及其蕴涵

当形式背景缺失了某些关联关系时,该形式背景被称为

不完备形式背景,通常定义为三值背景.

定义４[１４]　一个不完备形式背景是一个四元组 IK＝(G,

M,{＋,－,?},I),G是对象集,M 是属性集,I⊆G×M×{１,

０,?}是一个三元关系.其中:(g,m,＋)∈I表示对象g 含有

属性m;(g,m,－)∈I表示对象g 不含有属性m;(g,m,?)∈

I表示不确定对象g 是否含有属性m.

例３一个不完备形式背景的实例IK如表２所列.

表２　不完备形式背景IK

Table２　IncompleteformalcontextIK

a１ a２ a３ a４ a５

g１ ＋ ＋ ? － －
g２ － － ? ＋ －
g３ ＋ ＋ ＋ ? －
g４ ? ＋ ＋ ＋ ＋
g５ － ＋ － － －
g６ ＋ ＋ ＋ ＋ ?

不同于在形式背景中可以判断给定的蕴涵是否成立,在

不完备形式背景情形下,由于信息的缺失,往往无法判断一个

蕴涵在其中是否成立.

例４(接例３)　考虑例３中的不完备形式背景 IK.可以

断定在IK中{a２,a４}→{a３}总是成立,而不受信息缺失的影

响.而对于{a２,a４}→{a１,a３},根据表２,可以确定该蕴涵相

对于对象g１,g２,g３,g５和g６成立,而由于缺失了g４关于属性a１

的关联关系,无法判断其对于g４是否成立,进而无法判断其在

景IK中是否成立.IK中同样存在一些无效蕴涵.例如,由于

{a２}→{a３,a４}相对于g１不成立,进而在IK中不成立.

在不完备形式背景中,缺失的关联关系具有“＋”和“－”

两种可能性,通过在缺失信息中填入“＋”或“－”可以将其进

行完备化处理.

定义５[１４]　令IK＝(G,M,{＋,－,?},I)为不完备形式

背景.称形式背景Ki＝(G,M,Ii)为 IK的完备化形式背景.

其中,若(g,m,＋)∈I,则(g,m)∈Ii;若(g,m,－)∈I,则
(g,m)∉Ii.

可将不完备形式背景中的蕴涵分为两类:与不完备信息

无关,形式背景中总是成立的蕴涵被称为必然性蕴涵;与不完

备信息相关,在某些不完备信息“?”被确定为特定的“＋”和
“－”时才成立的蕴涵被称为可接受蕴涵.

定义６[１４]　令IK＝(G,M,{＋,－,?},I)为不完备形式

背景.对于蕴涵A→B,定义:

１)A→B在IK中是必然的,若A→B 在 IK的所有完备化

形式背景中都成立.

２)A→B在IK中是可接受的,若A→B 至少在 IK中的一

个完备化形式背景中成立.

必然蕴涵体现了最精确、尺度最严格的知识,可接受蕴涵

则是最一般、尺度最宽松的知识表示形式.

３．２　不完备形式背景中蕴涵的不相容性

在不完备形式背景情形下,若多个蕴涵在某个完备化形

式背景中成立,则称这些蕴涵为相容的;否则称之为不相容

的.例５揭示了不完备形式背景下蕴涵的不相容情形.

例５(接例３)　以例３中不完备形式背景 IK为例.可以

验证,{a４}→{a３}和{a３}→{a２}是IK的可接受蕴涵,而验证发

现,这两条蕴涵并不相容,即不存在 IK的完备化形式背景使

得{a４}→{a３}和{a３}→{a２}同时成立.

一个值得注意的问题是,蕴涵的不相容性不具备显著的

语构特征,通过推理规则无法识别知识的不相容性.例６揭

示了不相容蕴涵在推理中可能产生的问题.

例６(接例３)　以例３的不完备形式背景 IK为例.考虑

Armstrong推理系统中的伪传递推理规则:

伪传递推理规则:X→Y,W∪Y→Z
X∪W→Z

该推理系统最初被运用在完备形式背景的蕴涵推理中.

如例５所示,可接受蕴涵{a４}→{a３}和{a３}→{a２}在 IK中不

相容.由于推理规则并不能有效判断知识的相容性,运用伪

传递推理规则{a４}→{a３}和{a３}→{a２},可得{a４}→{a２}.从

推理上讲,这似乎是合理的.然而,验证发现,{a４}→{a２}是

无效蕴涵.进一步,在无效蕴涵{a４}→{a２}和另一给定的可

接受蕴涵{a２}→{a１}上运用伪传递推理规则,得到另一无效

蕴涵{a４}→{a１}.

通过例６可以发现,在不完备形式背景情形下,在不相容

的蕴涵上使用推理规则可能会引起无效蕴涵;且随着推理过

程的推进,这些无效知识在知识库中不断传播,进一步加剧了

无效知识的产生.同时,例６揭示了不完备形式背景中蕴涵

的相容性不具有传递性.

例７(接例３)　以例３的不完备形式背景 IK为例.可以

验证,对于可接受蕴涵{a５}→{a１}和{a４}→{a３}和{a３}→
{a２},{a５}→{a１}分别与{a４}→{a３}和{a３}→{a２}相容,而
{a４}→{a３}和{a３}→{a２}并不相容(在对象g２中不相容).

蕴涵相容性的非传递性使得无法通过建立其等价关系进

行相容表示与推理.为解决蕴涵不相容性带来的一系列问

题,本文首先从逻辑视角对不完备数据下的蕴涵进行相容语

义表示,并研究具有语义协调性的推理规则,从而避免知识推

理过程不相容蕴涵或无效蕴涵的产生.

４　面向不完备数据的知识相容表示与推理

４．１　相容语义表示

定义７对不完备数据情形下实例对属性集的满足性(合

理性)作出规定.
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定义７　令 M 为属性集,称

T＝{(a,v)|a∈M,v∈{１,０,?}}

为 M 上的不完备实例.令A⊆M,定义:

TA＝
１, A＝Ø,或对于任意a∈A,(a,１)∈T 成立

０, 存在a∈A,(a,０)∈T 成立

１/２, 其他
{

定义８(合理性)　令 M 为属性集且A,B⊆M,称A→B
为M 上的蕴涵.T 是M 上的不完备实例,称T 满足A→B
(或T 为A→B的模型),记作T⊧gA→B,若TA＝１⇒TB\A≠０
成立.T 满 足L,记 作 T⊧gL,若 对 于 任 意 的 A→B∈L,

T ⊧gA→B成立.否则,记为T|≠gL.

例７　令 M＝{a１,a２,a３,a４},T＝{(a１,１),(a２,?),(a３,

１),(a４,０)},对于 M 上的蕴涵{a１}→{a３},{a４}→{a２}和

{a１}→{a４},可以验证 T⊧g{a１}→{a３},T⊧g{a４}→{a２}且

T|≠g{a１}→{a４}.

T 满足A→B意味着当T 完全支持A 中的属性时,T 对

后件B 的剩余属性至少保持不确定性.结合定义７不难发

现,对于任意一个 M 上的蕴涵A→B,总能找到一个不完备实

例T 满足该蕴涵.因此,定义８中关于模型的刻画保证了蕴

涵本身的合理性.基于蕴涵模型的定义,定义９进一步刻画

了蕴涵的相容性.

定义９(相容性)　令 M 为属性集,A→B 和A１→B１是 M
上的蕴涵,L是M 上的蕴涵集.称 A→B 和A１→B１是相容

的,若存在 M 上的不完备实例T 满足T⊧gA→B 且T⊧g

A１→B１;否则,称之为不相容的.若L中的蕴涵同时相容,则

称L为相容集.

将逻辑定义中的模型特化到不完备形式背景中,即不完

备形式背景中每个对象所对应的属性关联关系集.当蕴涵在

不完备形式背景中的所有模型中都成立,则该蕴涵在该不完

备形式背景中成立.当多个蕴涵在不完备形式背景的某个模

型中不成立,则必然在任意完备化形式背景中都不成立,进而

这些蕴涵不相容.

定义１０定义了蕴涵的语义导出.

定义１０(语义导出)　令M 为属性集,A→B为M 上的蕴

涵,L和L１是M 上的相容集.A→B可以从L 语义导出,记作

L├gA→B,若对于任意 M 上的不完备实例T,T⊧gL⇒T⊧

gA→B;否则,记为L\{A→B}├/gA→B.L１可以从L 语义导

出,记作L├gL１,若对于任意的A→B∈L１,L├gA→B成立.

性质２验证了语义导出有效保持蕴涵相容性的能力,从

而避免了知识推导过程中出现无效或不相容蕴涵的情形.

性质２　令 M 为属性集,A→B 和A１→B１为 M 上的蕴

涵,L是 M 上的相容集.若L├gA→B 且L├gA１→B１,则

A→B和A１→B１是相容的.

证明:因为L是相容集,根据定义９,存在不完备实例T有

T⊧gL.因为L├gA→B 且L├gA１→B１,根据定义１０可知T
⊧gA→B且T⊧gA１→B１,即A→B和A１→B１是相容的.□

定义１１刻画了蕴涵集的完备性和无冗余性.

定义１１(完备性、无冗余性)　令 M 为属性集,A→B 为

M 上的蕴涵,L和L１是 M 上的相容集.L 是非冗余的,若对

于任意的A→B∈L,L\{A→B}├/gA→B 成立.L 是封闭集,

若对于任意的L├gA→B都有A→B∈L.进一步,若任意的

A→B∈L有L１├gA→B,则L１相对于L是完备的.

定义１２给出了闭包的定义,定理１给出了通过闭包判断

语义导出的等价条件.

定义１２　令 M 为属性集且A⊆M,L是M 上的相容集.

A 关于L 的闭包定义为:

AL＝∪{Bi\A|Ai⊆A,Ai→Bi∈L}

定理１　令 M 为属性集,A→B 为 M 上的蕴涵,L 是 M
上的相容集,则L├gA→B当且仅当B\A⊆AL.

证明:令

P＝{Ai→Bi∈L|Ai⊆A}

S＝∪{Bi\Ai|Ai→Bi∈P}

充分性.只需证明对于 M 上的任意不完备实例T,若T

⊧gL,则T⊧gA→B.假设TA＝１,对于任意的Ai→Bi∈P,因

为Ai⊆A 且TA ＝１,显然TAi ＝１.因为 T⊧gL 且Ai→Bi∈

P⊆L,所以T⊧gAi→Bi,结合TAi ＝１可知TBi\Ai ≠０.综上所

述,任意的Ai→Bi∈P 有TBi\Ai ≠０.显然TS≠０.一方面,根

据定义１２可知AL＝∪{Bi\A|Ai→Bi∈P}⊆S,再由B\A⊆

AL可知B\A⊆S,结合TS ≠０可知TB\A ≠０.综上所述,当

TA＝１时,TB\A≠０成立,即T⊧gA→B.

必要性.假设B\A⊈AL,此时存在a∈B\A 满足a∉

AL.根据以下步骤构造一个 M 上的不完备实例T:

１)对于任意的a∈A,令(a,１)∈T.

２)对于任意的a∈AL\A,令(a,?)∈T.

３)对于任意的a∈M\(A∪AL),令(a,０)∈T.

根据定义７可知,TA＝１,TAL
＝１/２且TM\(A∪AL)＝０.

证明T⊧L.对于任意的Ai→Bi∈L,假设TAi ＝１成立,

即任意的b∈Ai有(b,１)∈T,易证Ai⊆A.又因为Ai→Bi∈

L,所以Bi\A⊆AL.对于任意的c∈Bi\Ai,有c∈Bi且c∉Ai.

若c∈A,则c∈AL∪A.若c∉A,则c∈Bi\A.结合Bi\A⊆

AL⊆AL∪A 可知,c∈AL∪A.因此,对于任意的c∈Bi\Ai有

c∈AL∪A,进而Bi\Ai⊆AL ∪A.根据步骤１和步骤２可知

TBi\Ai ≠０.综上所述,当TAi ＝１时,TBi\Ai ≠０成立,根据定义

１０可知T⊧gAi→Bi.

证明T⊧gA→B.因为B\A⊈AL,所以存在d∈B\A 满

足d∉AL.由于d∈B\A,显然d∈B⊆M 且d∉A,结合d∉

AL,可知d∈M\(A∪AL).根据步骤３可知(d,０)∈T;而因

为d∈B\A,所以由定义１０可知TB\A ＝０.综上所述,TA ＝１
而TB\A＝０,所以T|≠gA→B.

综上所述,T|≠gL 而T|≠gA→B,根据定义 １０可知

L├/gA→B,与L├gA→B 矛盾.因此,假设B\A⊈AL 错误,

进而B\A⊆AL.□
定义１３给出了相容规范基的构造形式.

定义１３　令M 为属性集且A⊆M,L是M 上封闭的相容

集.A 是L 的真前提,若

AL⊃∪{AL
i|Ai是L 的真前提,Ai⊂A}

则称集合

OL＝{A→AL|A 是L 的真前提}

为L的相容规范基,简称为规范基.

８７ ComputerScience 计算机科学 Vol．５１,No．８,Aug．２０２４



引理１　令 M 为属性集且A⊆M,L是M 上封闭的相容

集.A 是L 的真前提当且仅当AL⊃∪{AL
i|Ai⊂A}.

证明:令S＝∪{AL
i|Ai⊂A},P＝∪{AL

i|Ai是L 的真前

提,Ai⊂A}.根据定义１３,只需证明S＝P,而显然S⊇P,因

此只需证明S⊆P.对于任意的Ai⊂A,共有两种情况:

１)Ai是L 的真前提.此时,有AL
i ⊆P.

２)Ai不是L 的真前提.易证AL
i ⊇∪{AL

j|Aj是L 的真前

提,Aj⊂Ai},进一步,根据定义１３可知,AL
i ＝∪{AL

j|Aj是L
的真前提,Aj⊂Ai}.对于任意满足Aj⊂Ai的L 的真前提Aj,

结合Ai⊂A 可知Aj⊂A,根据集合P 的定义可知AL
j ⊆P,进而

AL
i ⊆P.

综上所述,任意的Ai⊂A 都有AL
i ⊆P,进而S⊆P.□

定理２证明了相容规范基是最紧致的相容集表示形式,

即相容规范基以最少的蕴涵数量保持了相容集的全部信息.

定理２　令 M 为属性集,L 为M 上封闭的相容集,OL为

L 的规范基.则下列结论成立:

１)OL是完备的,即对于任意的A→B∈L有OL├gA→B.

２)OL是无冗余,即对于任意的A→B∈OL有OL\{A→AL}

├/gA→AL.

３)OL是最优的,即对于L的任意完备非冗余集L１⊆L,有

|OL|≤|L１|.

证明:对于A⊆M,令

PA＝{Ai→AL
i ∈OL|Ai⊂A}

SA＝∪{AL
i|Ai→AL

i ∈PA}

１)对于任意的A→B∈L,根据定义１２可知,B\A⊆AL成

立.A 共有两种情形:

(１)A 是L 的真前提.根据定义１３可知 A→AL ∈OL.

一方面,由于B\A⊆AL,易证B\A⊆AL\A.另一方面,由于

A→AL ∈OL,AL\A⊆AOL 成 立;结合 B\A⊆AL\A 可知,

B\A⊆AOL 成立,再由定理１可知OL├gA→B.

(２)A 不是L 的真前提.根据定义１３可知A→AL∉OL,

此时AOL ＝SA 且AL ⊅AOL ,进而AL ⊅SA.对于任意的Ai→

AL
i ∈PA,由于Ai⊂A,易证AL

i ⊆AL,进而SA ⊆AL,结合AL ⊅

SA可知AL＝SA.结合AL ＝SA,SA ＝AOL 和B\A⊆AL 可知,

B\A⊆AOL ,再由定理１可知OL├gA→B.

２)对于任意的A→AL∈OL,令L１＝OL\{A→AL}.只需

证明L１├/gA→AL.因为A→AL∈OL,所以A 是真前提,根据

定义１３可知AL⊃∪{AL
i|Ai→AL

i ∈OL,Ai⊂A}＝AL１ ,进而

AL⊅AL１ ,根据定理１可知L１├/gA→AL.

３)证明任意的A⊆M,AL１ ＝AL成立.因为L１⊆L,显然

AL１ ⊆AL.因为AL\A⊆AL,根据定理１可知L├gA→AL,又

因为L１├gL,所以AL１ ├gA→AL,由定理１可知AL\A⊆AL１ .

根据闭包的定义(见定义１２)可知AL ∩A＝Ø,所以AL\A＝

AL,进而AL⊆AL１ .结合AL１ ⊆AL和AL⊆AL１ 可知AL＝AL１ .

假设存在L 的真前提Ap 满足任意的Ap →Bp ∈L 都有

Ap→Bp∉L１.根据已有结论,有AL
p＝AL１

p .令

L２＝∪{Ai→AL１
i |Ai→Bi∈L１}

W＝∪{AL１
i \Ap|Ai→AL１

i ∈L２,Ai⊂Ap}

V＝∪{AL
j|Aj→Bj∈L,Aj⊂Ap}

证明W⊆V.对于任意的w∈W,存在Ai→AL１
i ∈L２满足

Ai⊂Ap 且w∈AL１
i \Ap.因为L２⊆L１⊆L,一方面,有Ai→

AL１
i ∈L,结合Ai⊂Ap可知AL

i ⊆V.另一方面,易证AL１
i ⊆AL

i ,

再结合w∈AL１
i \Ap可知w∈AL

i ,进而w∈V.综上所述,任意

的w∈W 有w∈V,进而W⊆V.

证明L２├gL１.对于任意的Ai→Bi∈L１,一方面,根据闭

包的定义(见定义１２)可知Bi\Ai⊆AL１
i 且AL１

i ∩Ai＝?,易证

Bi\Ai⊆AL１
i \Ai.另一方 面,根 据 集 合L２ 的 定 义 可 知Ai →

AL１
i ∈L２,所以AL１

i \Ai⊆AL２i ,再由Bi\Ai⊆AL１
i \Ai可知Bi\

Ai⊆AL２i .此时,根据定理１可知L２├gAi→Bi.综上所述,对

于任意的Ai→Bi∈L１都有L２├gAi→Bi,所以L２├gL１.

证明L２├gAp→AL１
p .因为AL１

p \Ap⊆AL１
p ,根据定理１可

知L１├gAp→AL１
p ,又因为L２├gL１,所以L２├gAp→AL１

p .

因为任意的Ap→Bp ∈L 都有Ap →Bp ∉L１,根据集合L２

的定义可知Ap→AL１
p ∉L２,易证AL２

p ＝W.因为A 是L 的真前

提,根据引理１可知AL
p ⊃V,结合 W⊆V 可知AL２

p ⊂AL
p,结合

AL２
p ⊂AL

p和AL
p＝AL１

p 可知AL２
p ⊂AL１

p .根据闭包的定义(见定义

１２)可知AL１
p ∩A＝Ø,所以AL１

p \A＝AL１
p ,进而AL２

p ⊂AL１
p \A,再

由定理１可知L２├/gAp →AL１
p ,与已有结论L２├gAp →AL１

p 矛

盾.因此,假设Ap→Bp∉L１错误,进而Ap→Bp∈L１.

综上所述,任意L的真前提Ap都有Ap→Bp∈L１,根据OL

的定义(见定义１３),可知|OL|≤|L１|.□

４．２　语义协调的推理规则

为了使用语构推理工具进行有效、完备的推理,需制定具

有语义一致性的推理规则.本文首先引入以下３条推理规

则:

１)自反推理规则:

A→A
２)gＧ扩增推理规则:

A→B,A１⊇A,B１⊆B
A１→B１

３)gＧ合并推理规则:

A→B,A１→B１

A∪A１→B∪B１

定理３验证了这３条推理规则的语义合理性、相容性和

完备性.

定理３(合理性)　令M 为属性集.上述３条推理规则是

合理的,即

１)A→A 是M 上的蕴涵.

２)若A→B是M 上的蕴涵,若A１⊇A 且B１⊆B,则 A→

B├gA１→B１.

３)若A→B 和A１→B１是 M 上的相容蕴涵,则{A→B,

A１→B１}├gA∪A１→B∪B１.

证明:１)显然.

２)根据定义８,只需证明对于T⊧gA→B,T⊧gA１→B１成

立.当TA１ ＝１,由于A１⊇A,显然TA ＝１,结合T⊧gA→B,根

据定义８可知TB\A≠０;又因为A１⊇A 且B１⊆B,易证B１\A１⊆

B\A,进而TB１\A１ ≠０.综上所述,当TA１ ＝１,有TB１\A１ ≠０,即

T⊧gA１→B１.
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３)根据定义 ８,只需证明对于 T⊧g{A→B,A１ →B１},

T⊧gA∪A１→B∪B１成立.当TA∪A１ ＝１,TA ＝１且TA１ ＝１成

立;又因为T⊧g{A→B,A１→B１},所以TB\A ≠０且TB１\A１ ≠０;

结合B\(A∪A１)⊆B\A 和B１\(A∪A１)⊆B１\A１ 可 知,

TB\(A∪A１)≠０且TB１\(A∪A１)≠０,进而TB\(A∪A１)∪(B１\(A∪A１))≠０,即

T(B∪B１)\(A∪A１)≠０.综上所述,当TA∪A１ ＝１,T(B∪B１)\(A∪A１)≠０
成立,即T⊧gA∪A１→B∪B１成立.□

定理４(相容性)　令M 为属性集.上述３条推理规则是

相容的,即

１)(自反推理规则){A→A}是相容的.

２)(gＧ扩增推理规则)A→B 和A１→B１是相容的,其中

A１⊇A 且B１⊆B.

３)(gＧ合并推理规则)若A→B 和A１→B１是相容的,则蕴

涵集{A→B,A１→B１,A∪A１→B∪B１}是相容的.

证明:１)显然.

２)令T⊧gA→B.因为A→B├gA１→B１,所以T⊧gA１→
B１,进而A→B和A１→B１是相容的.

３)因为A→B和A１→B１是相容的,存在非完备实例T 满

足T⊧gA→B和T⊧gA１→B１,即T⊧g{A→B,A１→B１}.因

为{A→B,A１→B１}├gA∪A１→B∪B１,所以 T⊧gA∪A１→
B∪B１,进而蕴涵集{A→B,A１→B１,A∪A１→B∪B１}是相容

的.□
定理５(完备性)　令 M 为属性集,L为M 上封闭的相容

集,OL为L 的规范基,则对于任意的A→B∈L,A→B 都能从

OL运用自反推理规则、IＧ扩增推理规则和IＧ合并推理规则推

理得到.

证明:令P＝∪{Ai→Bi∈OL|Ai⊆A}.首先,在P 上运

用gＧ合并推理规则,可以得到∪{Ai|Ai→Bi∈L,Ai⊆A}→

AOL .一方面,易证∪{Ai|Ai→Bi∈L,Ai⊆A}⊆A;另一方面,

由于OL├gA→B,根据定理１可知B\A⊆AOL .其次,在∪{Ai|

Ai→Bi∈L,Ai⊆A}→AOL 上运用gＧ扩增推理规则,可以得到

A→B\A.然后,运用自反推理规则可以得到A→A,继续运用

gＧ扩增推理规则可以得到A→B∩A.最后,在A→B\A和A→

B∩A上运用gＧ合并推理规则,得到A→(B\A)∪(B∩A),即

A→B.□
逻辑语义的无冗余性在推理规则中体现为推理规则之间

不能相互替代,即不同的推理规则在推理过程中发挥不同的

推理效用,共同构成的完备的推理规则集.

５　不完备形式背景中的相容性蕴涵

本章引入不完备形式背景中两类尺度较为严格且具备相

容性的可接受蕴涵形式:↓↓Ｇ型蕴涵和↑↑Ｇ型蕴涵.

５．１　↓↓Ｇ型蕴涵和↑↑Ｇ型蕴涵

首先定义不完备形式背景中的算子(􀅰)Imin 和(􀅰)Imax .

定义１４[１４]　令IK＝(G,M,{＋,－,?},I)为不完备形式

背景.对于O⊆G和A⊆M,定义算子(􀅰)Imin 和(􀅰)Imax :

OImin ＝{m∈M|(g,m,＋)∈I,∀g∈O}

AImin ＝{g∈G|(g,m,＋)∈I,∀m∈A}

OImax ＝{m∈M|(g,m,－)∉I,∀g∈O}

AImax ＝{g∈G|(g,m,－)∉I,∀m∈A}

定义１５　令IK＝(G,M,{＋,－,?},I)为不完备形式背

景.称:

１)A→B是IK的↓↓Ｇ型蕴涵,若AImin ⊆BImin .

２)A→B是IK的↑↑Ｇ型蕴涵,若AImax ⊆BImax .

引理２　令 IK＝(G,M,{＋,－,?},I)为不完备形式背

景.定义IK的完备化形式背景Kmin＝(G,M,Imin),其中(g,

m)∈Ii若(g,m,＋)∈I,(g,m)∉Ii若(g,m,－)∈I或(g,

m,?)∈I 成立.定义 IK的完备化形式背景 Kmax ＝(G,M,

Imax),其中(g,m)∈Ii若(g,m,＋)∈I或(g,m,?)∈I成立,

(g,m)∉Ii若(g,m,－)∈I.下列结论成立:

１)A→B 是 IK的↓↓Ｇ型蕴涵当且仅当 A→B 是Kmin的

蕴涵.

２)A→B是 IK的↑↑Ｇ型蕴涵当且仅当 A→B 是Kmax的

蕴涵.

证明:１)根据算子(􀅰)Imin 的定义,易证在Kmin中有AI＝

AImin 且BI＝BImin .因为A→B是 IK的↓↓Ｇ型蕴涵,根据定义

１５可知AImin ⊆BImin .此时,易证AImin ⊆BImin 当且仅当AI⊆BI,

即AImin ⊆BImin .得证.

２)与１)的证明类似,因此不再赘述.□
根据引理２可知,由于Kmin和Kmax是 IK的两个完备化形

式背景,而↓↓Ｇ型蕴涵和↑↑Ｇ型蕴涵分别是在Kmin和Kmax上

成立的蕴涵,因此,它们均具有相容性.

例８(接例３)以例３的不完备形式背景IK为例,其完备化

形式背景Kmin和Kmax分别如表３和表４所列.

表３　完备化形式背景Kmin

Table３　CompletionformalcontextKmin

a１ a２ a３ a４ a５

g１ ＋ ＋ － － －
g２ － － － ＋ －
g３ ＋ ＋ ＋ － －
g４ － ＋ ＋ ＋ ＋
g５ － ＋ － － －
g６ ＋ ＋ ＋ ＋ －

表４　完备化形式背景Kmax

Table４　CompletionformalcontextKmax

a１ a２ a３ a４ a５

g１ ＋ ＋ ＋ － －
g２ － － ＋ ＋ －
g３ ＋ ＋ ＋ ＋ －
g４ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋
g５ － ＋ － － －
g６ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋

可以验证,{a４}→{a３}和{a３}→{a２}是 IK的可接受蕴涵.

进一步,我们发现,{a４}→{a３}在Kmax中成立,而在Kmin中不成

立,再根据引理２可知,{a４}→{a３}是 IK的↑↑Ｇ型蕴涵而不

是↓↓Ｇ型蕴涵.{a３}→{a２}在Kmin中成立,而在Kmax中不成

立,因此,{a３}→{a２}是↓↓Ｇ型蕴涵,而不是↑↑Ｇ型蕴涵.

例８证明了并不是所有的可接受蕴涵都是↓↓Ｇ型蕴涵

或↑↑Ｇ型蕴涵,从而说明↓↓Ｇ型蕴涵和↑↑Ｇ型蕴涵都是尺

度更加严格的蕴涵形式.另一方面也说明,↓↓Ｇ型蕴涵和

↑↑Ｇ型蕴涵并不具有尺度偏序上的包含关系,因此二者在尺

度上不具有可比性.
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引理３　 令 IK＝(G,M,{＋,－,?},I)为 不 完 备 形 式

背景,A→B为M 上的蕴涵.下列结论成立:

１)A→B是↓↓Ｇ型蕴涵当且仅当B⊆AIminImin .

２)A→B是↑↑Ｇ型蕴涵当且仅当B⊆AImaxImax .

证明:充分性.因为B⊆AIminImin ,根据性质１可知BImin ⊇

AIminIminImin ＝AImin ,即AImin ⊆BImin ,再由定义１５可知 A→B 是

↓↓Ｇ型蕴涵.

必要性.因为A→B 是↓↓Ｇ型蕴涵,根据定义１５可知

AImin ⊆BImin ,再 由性质 １ 可知AIminImin ⊇BIminImin ⊇B,即 B⊆

AIminImin .

结论２)的证明同１),不再赘述.□

５．２　↓↓Ｇ型相容规范基和↑↑Ｇ型相容规范基

由于↓↓Ｇ型蕴涵和↑↑Ｇ型蕴涵是分别在Kmin和Kmax上

成立的蕴涵,显然,↓↓Ｇ型蕴涵和↑↑Ｇ型蕴涵分别构成了封

闭的相容集.类似于经典蕴涵,不完备形式背景中同样蕴含

着庞大数量的↓↓Ｇ型蕴涵(或↑↑Ｇ型蕴涵).为提高知识表

示与获取效率,将逻辑视角下规范基的构造方式(见定义１３)

运用到数据背景上,从而构造不完备形式背景上的↓↓Ｇ型相

容规范基.

定义１６　令IK＝(G,M,{＋,－,?},I)为不完备形式背

景且A⊆M.A 为 IK的 ↓ ↓Ｇ型 真 前 提,若AIminImin\A⊃ ∪
{AIminImin

i \A|Ai为 IK的 ↓ ↓Ｇ型真前提,Ai⊂A},则称集合

O ↓↓
IK ＝{A→AIminImin

i \A|Ai为 IK的↓↓Ｇ型真前提}为 IK上的

↓↓Ｇ型相容规范基.

１)↓↓Ｇ型相容规范基和↑↑Ｇ型相容规范基(分别见定义１６和定义１７)的定义形式由决策蕴涵规范基的定义演变而来(蕴涵的后件演变为前件

闭包与前件之间的差集),本文对决策蕴涵规范基的生成算法[２１]进行改进后以求解↓↓Ｇ型相容规范基和↑↑Ｇ型相容规范基.

例９(接例３)　以例３的不完备形式背景 IK为例.IK的

↓↓Ｇ型相容规范基如表５所列１).

表５　IK的↓↓Ｇ型相容规范基

Table５　↓↓ＧtypecompatiblecanonicalbasisofIK

{a１}→{a２} {a５}→{a２,a３,a４}
{a３}→{a２} {a２,a４}→{a３}

{a１,a４}→{a２,a３}

从表５的↓↓Ｇ型相容规范基出发,运用自反推理规则、

gＧ扩增推理规则和gＧ合并推理规则可以得到 IK中的所有

↓↓Ｇ型蕴涵.例如,通过在{a１}→{a２}和{a２,a４}→{a３}上使

用gＧ合并推理规则可得到{a１,a２,a４}→{a２,a３},进一步使用

gＧ扩增推理规则可得到{a１,a２,a４}→{a３}.经验证,该蕴涵

在Kmin中成立(见表３),进而是IK的↓↓Ｇ型蕴涵.

定理６　令 IK＝(G,M,{＋,－,?},I)为不完备形式背

景,L是IK上的↓↓Ｇ型蕴涵全集,O↓↓
IK 为 IK上的↓↓Ｇ型相容

规范基.O↓↓
IK 相对于L是完备且无冗余的.

证明:根据规范基的定义(见定义１３)及其完备性和无冗

余性证明(见定理 ２),只需证明对于任意的 A⊆M,AL ＝

AIminImin\A 成立.

证明AIminImin\A⊆AL.因为AIminImin\A⊆AIminImin ,根据引

理３可知A→B是↓↓Ｇ型蕴涵,进而A→AIminImin\A∈L,再由

定义１２可知AIminImin\A⊆AL.

证明AL⊆AIminImin\A.令 P＝{Ai→Bi\A|Ai⊆A,Ai→

Bi∈L}.根据定义１２可知AL ＝∪{Bi\A|Ai→Bi\A∈P}.

对于任意的Ai→Bi\A∈P,一方面,因为Ai→Bi是↓↓Ｇ型蕴

涵,根据引理３可知Bi⊆AIminImin
i ;另一方面,因为Ai⊆A,根据

性质１ 可知AIminImin
i ⊆AIminImin .结 合Bi ⊆AIminImin

i 和AIminImin
i ⊆

AIminImin 可知Bi⊆AIminImin ,进 而Bi\A⊆AIminImin\A.综上所述,任意的

Ai→Bi\A∈P 有Bi\A⊆AIminImin\A,进而AL⊆AIminImin\A.

因为AIminImin\A⊆AL且AL⊆AIminImin\A,显然AL⊆AIminImin\

A.□
定义１７构 造 了 不 完 备 形 式 背 景 上 的 ↑ ↑Ｇ型 相 容 规

范基.

定义１７　令IK＝(G,M,{＋,－,?},I)为不完备形式背

景且 A⊆M.A 为 IK的 ↑ ↑Ｇ型真前提,若AImaxImax\A⊃ ∪
{AImaxImax

i \A|Ai为 IK的 ↑ ↑Ｇ型真前提,Ai⊂A},则称集合

O↑↑
IK ＝{A→AImaxImax

i \A|Ai为 IK的↑↑Ｇ型真前提}为 IK上的

↑↑Ｇ型相容规范基.

同理,↑↑Ｇ型相容规范基具有完备性和无冗余性.

定理７　令 IK＝(G,M,{＋,－,?},I)为不完备形式背

景,L为IK上的↑↑Ｇ型蕴涵全集,O↑↑
IK 为 IK上的↑↑Ｇ型相容

规范基.O↑↑
IK 相对于L是完备且无冗余的.

证明:过程同定理６,不再赘述.□
例１０(接例３)　以例３的不完备形式背景 IK为例. IK

的↑↑Ｇ型相容规范基如表６所列.

表６　IK的↑↑Ｇ型相容规范基

Table６　↑↑ＧtypecompatiblecanonicalbasisofIK

{a１}→{a２,a３}
{a４}→{a３}

{a５}→{a１,a２,a３,a４}

可以验证,从表６的↑↑Ｇ型相容规范基出发,运用自反

推理规则、gＧ扩增推理规则和gＧ合并推理规则可以得到IK中

的所有↑↑Ｇ型蕴涵.例如,通过在{a５}→{a１,a２,a３,a４}上使

用gＧ扩增推理规则可得到{a５}→{a１},进一步在{a４}→{a３}

和{a５}→{a１}上使用gＧ合并推理规则可得到{a４,a５}→{a１,

a３}.经验证,该蕴涵在 Kmax中成立(见表 ４),进而是 IK的

↑↑Ｇ型蕴涵.

结束语　本文从逻辑角度研究了不完备数据中的知识相

容语义表示,通过定义不完备实例刻画了知识的合理性和相

容性,并构造了相容规范基;语构上制定了具有语义合理性、

相容性和完备性的推理规则,从而避免了知识推理过程中产

生不相容或无效知识;引入不完备形式背景上两种尺度较为

严格的相容性蕴涵:↓↓Ｇ型蕴涵和↑↑Ｇ型蕴涵,构造这两类

蕴涵的相容规范基,并验证了其完备性和无冗余性.未来将

进一步拓展本文研究结论,探索非完备形式背景和非完备决

策背景下更具一般性的变尺度知识相容表示与推理框架.
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