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基于混合精度的分布式GMRES算法优化

郭帅哲 高建花 计卫星

北京理工大学计算机学院　北京１０００８１
　(chakra_guo＠bit．edu．cn)

　
摘　要　广义最小残差法(GeneralizedMinimumResidual,GMRES)是一种求解稀疏线性系统的迭代方法,被广泛应用于科学

与工程计算等领域.数据量的爆炸式增长,使得 GMRES算法求解的问题规模快速膨胀.为了支持大规模问题的求解,研究人

员提出了面向集群的分布式 GMRES算法.然而在现有的大多数集群中,节点间的网络性能仍与节点内的 GPU 高速互联网络

存在较大差距,限制了分布式 GMRES算法的性能.针对 GPU 集群上的分布式 GMRES算法,提出了一种基于混合精度的加

速求解方法,使用低精度浮点表示,显著降低了通信过程的时间开销.此外,提出了一种数据传输的精度调控算法,动态自适应

调整传输数据的精度,以保证迭代算法最佳的求解效果.实验结果表明,所提基于混合精度的优化方法可实现平均２．４倍的加

速比,结合其他优化方法后可实现平均７．６倍的加速比.
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OptimizingDistributedGMRESAlgorithmwithMixedPrecision
GUOShuaizhe,GAOJianhuaandJIWeixing
SchoolofComputerScienceandTechnology,BeijingInstituteofTechnology,Beijing１０００８１,China

　

Abstract　Thegeneralizedminimumresidual(GMRES)methodisaniterativemethodforsolvingsparselinearsystems．Itis

broadlyusedinmanyareaslikescientificandengineeringcomputing．Theexponentialdatagrowthmakesthescaleofproblems

solvedbytheGMRESalgorithmexpandrapidly．TosupportthesolvingoflargeＧscaleproblems,researchershaveimplemented

distributedGMRESalgorithmonclusters．However,thecurrentinterＧnodenetworkstillsignificantlylagsbehindintraＧnodefaＧ

bricsintermsofbothbandwidthandlatency,whichgreatlylimitstheperformanceofthedistributedGMRESalgorithm．ThispaＧ

perproposesamixedＧprecisionapproachforoptimizingtheGMRESalgorithmonGPUclusters,wherethedatatransferredisreＧ

presentedinalowＧprecisionformat,thenetworktrafficduringinterＧGPUcommunicationissignificantlyreduced．Inaddition,this

paperproposesabalancingalgorithmthatdynamicallyadjuststheprecisionofthedatatransferredtoachievethesatisfiedresiＧ

dual．Experimentalresultsshowthattheproposedmethodachievesanaveragespeedupof２．４×,andafurtheraveragespeedupof

７．６× whencombinedwithotheroptimizations．

Keywords　Generalizedminimumresidual,Mixedprecision,GPUcluster,Distributedsystem

　

１　引言

GMRES[１]即广义最小残差法(GeneralizedMinimumReＧ
siduals),是一种求解形如Ax＝b的大型稀疏线性系统的迭代

方法,被广泛应用于计算电磁学、计算流体力学等多个领域.

近年来信息社会的数据量发生了爆炸式的增长,出现了不少

超大规模的稀疏矩阵.在SuiteSparse[２]这个公开的稀疏矩阵

数据集上 记 录 的 最 大 稀 疏 矩 阵 是 ２０２０ 年 的 AGATHA_

２０１５,该矩阵拥有超过１亿行和超过１１５亿的非零元,若以双

精度浮点格式和６４位整型索引的 CSR格式进行存储,仅稀

疏矩阵本身就将占用超过１８６GB的存储空间.目前,绝大多

数的 GPU都无法容纳如此规模的稀疏矩阵,即使是在 GPU
集群上,单个节点内的 GPU 数量也是有限的.因此,为了

求解超大规模的稀疏线性系统问题,设计适用于 GPU 集群

的稀疏矩阵相关算法是非常必要的.

随着 GPU向通用 GPU(GPGPU)的演化,近几年出现了

大量以 GPU 为核心的高性能集群系统[３].常见的 CPU＋
GPU集群系统主要包含了以下几类部件:CPU,GPU,NIC和

PCIeSwitch.由于客户要求和制造商的不同,各类部件的配

比和连接方式存在一定的差异,这会显著影响集群上各种算

法的性能.图１展示了一种典型的 GPU 集群的节点拓扑结

构,其拥有双路 CPU 和８个 GPU,每个 GPU 拥有独立的

NIC与其他节点相连.节点内的８个 GPU 两两之间均可

通过私有的高速总线(如 NVLink)进行通信;而跨节点的

GPU 通信 需 要 经 过 PCIeSwitch、NIC、外 部 的 交 换 机 等

部件.



图１　一种典型的 GPU集群的节点拓扑结构

Fig．１　TypicalnodetopologyofGPUcluster

单个节点内能够容纳的 GPU 数量是有限的,通常仅为

４~８个.为了解决更大规模的问题,就需要使用分布在多个

节点上的 GPU.前期的测试表明,在本文采用的集群平台

上,使用相同数量的 GPU,GMRES算法运行在２个节点上的

时间约为其在单节点上运行时间的１０倍.这是因为节点间

的通信开销极大地限制了分布式 GMRES算法的性能.图 ２
展示了 GPU间几种通信路径的带宽情况,其中图２(a)代表

了常见的 GPU集群上的节点内的 GPU通信情况,图２(b)代
表了常见的 GPU集群上跨节点的 GPU通信情况,图２(c)则
反映了近两年由 NVIDIA 发布的采用了 NVLinkSwitch系

统[４]的 GPU集群上跨节点的 GPU 通信情况.不难看出,对
于绝大多数现有的 GPU集群系统来说,跨节点的 GPU 通信

性能主要受PCIe和 NIC带宽的限制.即使是４００Gbps网络

逐渐成 熟 的 今 天,其 带 宽 (双 向 共 １００GB/s)以 及 PCIe
５．０×１６的带宽(双向共１２８GB/s)相比最新的 NVLink４(双
向共９００GB/s)[４]也有８~９倍的差距.

(a)使用高速总线的节点内通信

(b)使用InfiniBand或 RoCE网络的节点间通信

(c)使用 NVLinkSwitch系统的节点间通信

图２　GPU间几种通信路径的带宽情况

Fig．２　BandwidthofseveraltypesofinterＧGPUcommunication

routes

针对多节点的 GMRES算法的加速,主要的思想就是尽

可能减少通信(特别是跨节点通信)的开销.例如,Khodja等

通过对传输的数据进行压缩,有选择地传输对应节点需要的

数据,实现了对分布式 GMRES算法的加速[５].本文提出了

一种基于混合精度的分布式 GMRES算法的优化方法,使用

低精度的浮点表示,大幅降低了 GPU 间传输数据的网络流

量.考虑到低精度表示对迭代收敛性的影响,本文进一步提

出了一种调控算法,以平衡低精度传输带来的性能收益和迭

代收敛性问题.在实验评估中,本文将基于混合精度的优化

方法与 Khodja等提出的选择性传输方法[５]相结合,结果表明

整合之后的方法实现了更高的加速效果.

本文第２章详细介绍了本文使用的分布式 GMRES算

法,分析了其性能瓶颈,介绍了本文提出的混合精度优化算法

和调控算法;第３章对本文提出的优化策略进行了性能评估;

第４章介绍了针对多 GPU 上的 GMRES算法优化的相关

工作;最后总结全文.

２　基于混合精度的分布式GMRES优化

２．１　支持多节点多GPU的GMRES算法

目前已有多个开源库实现了GPU上的GMRES算法,但

能够支 持 多 GPU 和 多 节 点 的 版 本 较 少.本 文 选 择 了 由

ROCm软件平台开源的rocALUTION[６],这个稀疏求解库实

现了一种灵活的 GMRES算法(FGMRES),并面向实验使用

的 NVIDIAGPU集群平台进行了移植.在不使用预条件器

时,该算法的主要流程如算法１所示.

该算法首先使用稀疏矩阵向量乘(SpMV)和 BLAS操作

计算初始的 Krylov子空间向量v[０],然后通过求２Ｇ范数计

算初始残差r[０].之后开始外迭代过程,先将v[０]进行标准

化后,进入内迭代过程.内迭代中使用SpMV,BLAS和２Ｇ范

数操作构建海森堡矩阵H,接着使用标量运算生成并应用GiＧ

vens变换求H 的 QR分解.然后使用２Ｇ范数计算残差,当残

差满足条件或达到 Krylov子空间维度时,结束内迭代过程.

之后通过标 量 运 算 求 解 关 于r,H 的 上 三 角 系 统,并 使 用

BLAS操作更新解向量x,最后使用 SpMV,BLAS和２Ｇ范数

操作得到一轮外迭代后的残差情况,若满足收敛条件,则结束

整个迭代过程.

算法１　FGMRES算法

输入:稀疏矩阵A,向量b,初始解x
输出:近似解x

１．令 Krylov子空间的维度 m＝３０

２．创建存储标准正交基的数组v[m][nRow]

３．v[０]＝b－Ax

４．r[０]＝‖v[０]‖２

５．检查初始残差r[０]

６．外迭代过程:

７．　 将v[０]标准化:v[０]∗＝１/r[０]

８．　 内迭代(Arnoldi过程):

９．　　 构建海森堡矩阵 H

１０．　　使用 Givens变换求 H的 QR分解

１１．　　计算残差r[i],检查收敛性

１２．　求解关于r,H的上三角系统

６１ ComputerScience 计算机科学 Vol．５１,No．９,Sep．２０２４



１３．　更新解向量x

１４．　计算残差r[０],检查收敛性

１)https://docs．nvidia．com/cuda/cusparse/index．html
２)https://docs．nvidia．com/cuda/cublas/index．html

由于 Krylov子空间的维度相比稀疏矩阵的维度较小,因

此本文实现的 GMRES算法中关于海森堡矩阵 H 的操作在

CPU上串行实现,而其余部分在 GPU上实现.在 GPU 上实

现的操作可以归纳为以下几类:SpMV、稠密向量的逐元素乘

加、稠密向量点乘、稠密向量的２Ｇ范数.其中,SpMV 的部分

采用了cuSPARSE１)的实现,其余的稠密向量操作采用cuＧ

BLAS２)的实现.

然而,要将面向单 GPU 实现的算法扩展到多个节点的

多个 GPU,还需要对算法进行一定的改造.比如,对稀疏矩

阵和相关的向量进行划分,使其存放在相应的计算设备上.

前面对 GMRES算法涉及的基本操作进行了归纳,其中

在CPU上执行的部分由于数据量很小,因此多 GPU 版本的

算法中仍由 GPU对应的CPU 进程负责,且所有进程均完成

同样的操作,通过冗余计算来避免这部分的通信.而在 GPU
上实现的４类操作需要进行一定的改造.首先是 SpMV 操

作,输入为稀疏矩阵A 和向量x,计算y＝Ax.在多 GPU 的

算法中,每个GPU仅持有原稀疏矩阵的部分行和向量x,y的

对应部分.为了进行SpMV操作,需要先从其他节点拿到相

应的x向量,将其合成完整的向量才能进行 SpMV 的计算.

而SpMV的 结 果 正 好 是 该 节 点 持 有 的 部 分 向 量 y,因 此

SpMV计算结束后不需要进行通信.然后是稠密向量的逐元

素乘加操作,该操作属于逐元素操作,而乘加的系数也是各节

点均持有的,因此只需要对当前设备上的部分向量进行操作

即可,无需任何的通信.接着是稠密向量的点乘操作,点乘是

将两个向量的对应元素相乘,然后将结果求和.各设备上部

分向量计算出的结果是部分结果,需要额外进行 Allreduce操

作才能让所有设备都拿到正确的结果.最后是稠密向量求２Ｇ
范数,也就是对向量元素的平方求和并计算平方根.在单

GPU上可以直接调用cuBLAS里的cublas‹t›nrm２函数进行

计算,而在多 GPU 上,需要拆分为３步:各 GPU 计算部分

x􀅰x的结果;使用 Allreduce操 作 得 到 x􀅰x 的 完 整 结 果

nrm２;计算 nrm２,得到向量x的２Ｇ范数.

至此,GMRES算法涉及的底层操作均实现了对多个计

算设备的支持,之后只需要在迭代结束时添加从各 GPU 收

集解向量x的通信过程,即完成了整个 GMRES算法对多节

点多 GPU的支持.关于通信部分的实现,本文对 CPU 间的

通信部分使用 MPI的相关 API,GPU 间的通信部分则使用

NCCL的相关 API.下一节将详细介绍使用混合精度来加速

分布式 GMRES算法的优化方法.

２．２　基于混合精度的优化方法

通信是分布式 GMRES算法的性能瓶颈,在对２．１节介

绍的分布式 GMRES算法进行分析后发现,该算法中循环迭

代部分的通信主要由两部分组成:SpMV 计算前对相乘向量

x的通信,以及点乘和２Ｇ范数计算时 Allreduce操作产生的通

信.由于 Allreduce操作涉及的数据对每个 GPU 来说只有

一个浮点数,因此绝大部分的通信来自于SpMV 计算前的向

量传输.

文献[５]提出了针对稀疏矩阵非零元分布选择性地传输

一部分数据从而减少通信量的方法,但这种方法的效果与稀

疏矩阵的非零元分布高度相关,且需要提前计算每个节点所

需的具体数据的情况,并预留相应的通信缓冲空间,这会额外

增加预处理的开销和运行时占用的显存空间.近年来,随着

人工神经网络的流行,诞生了许多新型的低精度浮点数格式,

如 TF３２[７],BF１６[８]和 FP８[９]等.相较于传统高性能计算使

用的双精度浮点数(FP６４),这些新型浮点数占用的空间要小

很多,因此本文尝试了使用低精度浮点格式来表示待传输的

数据,借此降低分布式 GMRES算法的通信开销.由于待传

输的数据本身就存储在 GPU 的显存中,因此本文设计了在

GPU上进行数据转换的内核,实现低精度和高精度表示的相

互转换.

算法２展示了在发送端将 FP６４数据转换为 BF１６数据

的内核.该内核的基本思想是,通过调用 CUDA内置的转换

函数,每个 GPU 线程负责一个数据的精度转换.关于内核

的启动参数,本文设置线程块大小为１２８,grid大小则为 len/

１２８ ,以保证覆盖到所有数据.

算法２　FP６４转换为BF１６的内核

输入:FP６４数组vh,数组长度len
输出:BF１６数组vl

１．计算当前线程的id:

２．id＝blockIdx．x∗blockDim．x＋threadIdx．x;

３．ifid＜len:

４．　　vl[id]＝__double２bfloat１６(vh[id])．

实现了精度转换的功能后,还需要解决一个问题:使用何

种浮点数格式来存储待传输的数据.可供选择的低精度浮点

数主要有,FP３２,FP１６和BF１６这３种,它们在表示范围和有

效数字位数方面均存在一定的差异.在已有实现中,参与计

算的数值通常使用 FP６４或 FP３２进行表示,因此,本文主要

考虑FP１６和BF１６这两种浮点格式.这两者的位宽均为１６
位,仅占用２字节的存储空间,相比 FP６４格式可以减少约

７５％的网络流量.BF１６拥有与 FP３２相同的表示范围,而

FP１６的表示范围远小于 BF１６和 FP３２,最大值仅为６５５０４,

但FP１６比BF１６拥有更多的有效位数,因此本文对两者都进

行了测试.值得一提的是,BF１６的出现晚于FP１６,因此仅有

最近几代的 GPU对其提供运算的支持.本文提出的混合精

度优化算法仅涉及 BF１６的类型转换,因此在诸如 NVIDIA

V１００这种不支持BF１６的 GPU 上也可以正常运行,这使得

本文提出的优化算法具有广泛的适用性.用户只需要使用较

新的CUDA库(CUDA１１或更高版本)的cuda_bf１６．h头文

件中提供的__double２bfloat１６函数,即可实现 FP６４到 BF１６
的类型转换.而低精度到高精度的转换并非是简单的逆过

程,CUDA库中不提供 BF１６直接转换为 FP６４的相关接口,

需要先将其转换为FP３２再转换为 FP６４.因此,在数据接收

端,BF１６向FP６４转换的内核如算法３所示.
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算法３　BF１６转换为FP６４的内核

输入:BF１６数组vl,数组长度len
输出:FP６４数组vh

１．计算当前线程的id:

２．id＝blockIdx．x∗blockDim．x＋threadIdx．x;

３．ifid＜len:

４．　vh[id]＝(double)__bfloat１６２float(vl[id])．

从算法３中可以观察到,与高精度到低精度的转换算法

类似,低精度到高精度的转换过程依然是一个 GPU 线程处

理一个数据,因此本文为两个内核设置相同的启动参数.调

用SpMV前,在数据传输前后分别添加相应的高低精度转换

的函数调用,并调整收发的缓冲区为低精度的缓冲,即可实现

基于混合精度的传输优化.

２．３　性能与残差表现的调控算法

基于混合精度传输的优化可以减少约７５％的网络流量,

但传输前后的精度转换使得传输数据的表示范围和有效位数

受到了一定的影响,进而可能对迭代的收敛性产生一定的影

响:经过相同的外迭代次数后,优化后的残差表现可能略差于

未优化的版本;在极少数情况下,也可能出现残差无法下降的

情况(具体见３．３节).因此,本文提出了一种调控算法,用于

平衡性能收益和残差表现.

该调控算法会记录过去t轮内/外迭代的残差情况,并在

迭代算法每次检查残差时介入,当发现残差表现不及预期时,

禁用基于混合精度的传输优化,以便在后续迭代中取得最佳

的残差表现,并保证迭代算法的收敛性.该算法的流程大致

如算法４所示.

算法４　平衡调控算法

输入:当前外迭代轮数iter,当前残差res,历史残差数组resi[t],最大

外迭代轮数 maxiter
输出:无

１．ifiter≤initIters:

２．　禁用混合精度优化

３．　 return

４．fori＝０tot－２:

５．　 resi[i]＝resi[i＋１]

６．resi[t－１]＝res

７．ifiter≤nxtIter:

８．　 return

９．avg＝desc＝０

１０．fori＝０tot－２:

１１．　ifresi[i]－resi[i＋１]＞０:

１２．　　desc＋＝１

１３．fori＝０tot－１:

１４．　avg＋＝resi[i]

１５．avg/＝t

１６．evp＝０

１７．fori＝０tot－１:

１８．　evp＋＝(resi[i]－avg)２

１９．evp＝ evp/t/avg

２０．descR＝(resi[０]－resi[t－１])/resi[０]

２１．ifiter＞initIters＋p&&

２２．　((evp＞０．１&&desc＜t/２)

２３．　||(desc≥t/２&&descR＜R)

２４．　||desc＝＝０):

２５．　nxtIter＝maxIter

２６．　禁用混合精度优化

２７．else:

２８．　继续启用混合精度优化进行迭代

该算法的具体思想是,对于初始的initIters个外迭代周

期,暂时不启用混合精度优化,以取得一个较好的初始残差表

现,随后的p轮启用混合精度优化,在每次检查残差时更新

过去t轮的残差记录,并计算以下３类指标．

１)过去t轮的残差的相对标准差evp(即标准差除以平均

值);

２)过去t轮的残差的下降次数desc;

３)过去t轮的残差的下降率descR.

基于这３个指标,本文设计了３种判断是否终止混合精

度优化的条件．

１)当evp＞０．１&&desc＜t/２时,即认为残差已经难以下

降并且残差出现了大幅的波动;

２)当desc＞＝t/２&&descR＜R 时,即认为残差仍在下

降,但下降速度已经非常缓慢;

３)当desc＝＝０时,即认为迭代过程出现了残差完全无

法下降的情况.

当上述３种条件满足至少任意一种时,调控算法即认为

当前的迭代过程已经不适用基于混合精度的优化,在之后的

迭代中会返回到使用原始精度进行数据传输的状态,以保证

最佳的残差表现.此外,其中的nxtIter变量用于标记禁用混

合精度优化条件已触发,在此后的迭代过程中不再执行算法

第８行以后的部分.

３　加速效果与残差表现评估

３．１　测试环境与测试数据

本文的所有测试均在某集群平台上进行,其节点配置和

相关软件信息如表 １所列.该集群采用了常见的 CPU＋

GPU＋NIC的配置,所有４个GPU共享一个IntelOmniＧPath

NIC实现跨节点的通信,而存储系统则由存储节点提供,计算

节点通过网络进行远程访问.

表１　某集群平台的计算节点配置与软件环境

Table１　Computenodeconfigurationandsoftwareenvironmentof

aclusterplatform

CPU ２∗IntelXeonE５Ｇ２６４０v４,２．４GHz
内存 １２８GBDDR４Ｇ２１３３
GPU ４∗NVIDIATeslaV１００１６GB

显存带宽 HBM２９００GB/s
GPU互联 NVLink２x６双向共３００GB/s

NIC
IntelOmniＧPathHFISilicon１００Series双向共２５GB/s

２∗IntelX５４０ＧT２１０GbpsEthernetAdapter

OS CentOS７．５

软件环境

InteloneAPI２０２３
NVIDIA HPCSDK２０２２

CUDA１１．８
NCCL２．１３．４

GCC７．５

在稀疏矩阵测试集方面,结合 测 试 平 台 的 GPU 配 置
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情况,本文从SuiteSparseMatrixCollection[２]中选择了１２个

来自不同领域的大型稀疏矩阵,这些稀疏矩阵的基本信息如

表２所列.它们的非零元规模均在千万级别,行列数从几十

万到几千万不等.非零元数相近,行列数越大,通信在分布式

GMRES算法中的开销占比就越高.

表２　测试的稀疏矩阵的基本信息

Table２　Basicinformationoftestedsparsematrices

稀疏矩阵名称 行/列数 非零元数量

adaptive ６８１５７４４ ２７２４８６４０
AS３６５ ３７９９２７５ ２２７３６１５２
cage１４ １５０５７８５ ２７１３０３４９

F１ ３４３７９１ ２６８３７１１３
nlpkkt８０ １０６２４００ ２８７０４６７２
GAPＧroad ２３９４７３４７ ５７７０８６２４

hugebubblesＧ０００２０ ２１１９８１１９ ６３５８０３５８
delaunay_n２３ ８３８８６０８ ５０３３１５６８
ljournalＧ２００８ ５３６３２６０ ７９０２３１４２

asia_osm １１９５０７５７ ２５４２３２０６
hugebubblesＧ０００１０ １９４５８０８７ ５８３５９５２８

road_central １４０８１８１６ ３３８６６８２６

３．２　基于混合精度加速的性能表现

在本节的测试中,Krylov子空间的维度设置为３０,对所

有参与测试的稀疏矩阵统一执行１００轮分布式 GMRES算法

的外迭代过程.根据集群平台的实际情况,所有的测试均在

２节点共４个 GPU的配置下进行.

为了尽可能降低 GPU 间通信的开销和预处理的开销,

在稀疏矩阵的划分方面,这里统一采用按行数均分的方法而

不是按非零元数量均分的方法,以平衡各 GPU 间的通信负

载;同时,与稀疏矩阵相关的向量也按照此方法进行划分.此

外,本文还针对测试平台实现了文献[５]提出的基于压缩向量

传输的优化方法,并与其进行了对比.对于本文提出的基于

混合精度的优化方法,实验选择了FP１６和BF１６两种浮点格

式.性能测试的结果见图３,对比的基准为不使用任何优化

的分布式 GMRES算法.

图３　基于混合精度优化和压缩向量传输优化的分布式 GMRES
加速效果对比

Fig．３　PerformancecomparisonbetweenmixedＧprecisionoptimization

andcompressedＧvectoroptimization

测试结果表明,基于 FP１６版本的混合精度优化方法取

得了平均２．３８倍、最高３．５０倍的加速比;基于 BF１６版本的

方法取得了平均２．４８倍、最高３．６７倍的加速比;作为对比的

基于压缩向量传输的优化方法取得了平均 ４．４５ 倍、最高

１０．７６倍的加速比.从这两项指标来看,基于压缩向量传输的

方法似乎更好.然而,这种方法的加速效果高度依赖稀疏矩阵

的非零元分布以及划分情况,对于非零元集中分布在每个子矩

阵对角块内的稀疏矩阵可以取得非常好的压缩效果,但对于非

零元分布较为分散的稀疏矩阵来说,压缩效果可能较差.

压缩效果可以用平均压缩率来衡量.本文定义压缩率

CR为每个 GPU上SpMV计算前从所有其他 GPU设备上实

际接收的总数据量与未优化时接收的总数据量的比值,如

式(１)所示.

CR＝
∑
p

i＝０
traffic_opt[i]

∑
p

i＝０
traffic_org[i]

×１００％ (１)

其中,GPU总数为p,traffic_opt[i]为优化后每个GPU设备

从设备i接收的数据量,traffic_org[i]为优化前每个 GPU
设备从设备i接收的数据量.

而平均压缩率是所有 GPU 上的压缩率的平均值.平均

压缩率越低,则通信部分的开销越小.对于本文提出的基于

混合精度的压缩优化方法来说,在采用１６位浮点格式传输

时,其平均压缩率恒定为２５％,可以减少７５％的网络流量.

而对于基于压缩向量传输的优化方法来说,压缩效果直接由

每个设备上的子矩阵的非零元分布决定,因此平均压缩率与

稀疏矩阵高度相关,同时也受实际运行时的 GPU 数量影响.

在本文的测试集和运行配置上,该方法取得了平均２９．０５％
的压缩率,略高于本文提出的方法.图４展示了基于压缩向

量传输方法的平均压缩率表现情况,可以看到,对于不同来源

的稀疏矩阵,该方法的压缩效果差别极大,因此加速效果的差

距也极大,最低的加速比仅为１．０２倍,而最高的加速比却有

１０．７６倍.事实上,从每个单独的测试矩阵的加速表现来看,

在所有１２个测试矩阵中,本文的方法在８个测试矩阵上的加

速效果与基于压缩向量的方法相当或表现更好.简单来说,

本文提出的优化方法对任何稀疏矩阵都可以提供相对稳定的

加速效果.

图４　基于压缩向量传输的优化方法的平均压缩率

Fig．４　AveragecompressratioofcompressedＧvectoroptimization

method

本文提出的方法主要是在传输前后添加了类型转换的操

作,因此该方法可以与基于压缩向量传输的方法结合使用,以

达到更好的加速效果.图３所示的测试结果表明,将两种方

法结合起来可以取得平均７．６４倍、最高１６．５２倍的加速比.

值得一提的是,压缩向量传输法会改变向量内数据的排

列顺序,这可能会对点乘、２Ｇ范数等操作的结果产生影响,进

而影响迭代的残差表现.因此,下一节的残差表现分析加入

了基于 BF１６ 传 输 与 压 缩 向 量 传 输 相 结 合 的 方 法 的 残 差

表现.
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３．３　基于混合精度加速的残差表现

本节将分析未优化的分布式 GMRES算法、基于 FP１６/

BF１６优化后的算法以及基于 BF１６和压缩向量优化后的算

法的残差表现.衡量迭代过程的残差表现的方法有很多,本

文采用的是最小相对残差而非最终相对残差来衡量,即迭代

过程中的最小残差与初始残差的比值.这是因为在测试设置

的固定１００轮外迭代的情况下,部分稀疏矩阵的迭代过程会

出现残差下降到一定程度后开始振荡甚至是回升的情况.而

在初值的选择方面,本文设定初始解为全０,右端向量b为固

定数值.

表３列出了这几种方法在各测试矩阵上经过１００个外迭

代周期后的残差表现.这里没有给出单独使用压缩向量方法

的残差表现,因为本文对该方法的实现仅改变了SpMV 时向

量x元素的排列顺序,在单独使用时几乎不会对残差造成

影响.然而,对于BF１６和压缩向量相结合的情况来说,这种

顺序的改变还是对残差表现造成了一定的影响,在部分情况

下改善了残差表现,也有部分情况下恶化了残差表现,但在数

值的数量级上没有出现明显的差别,本文认为这是低精度传

输和改变向量元素顺序共同作用导致的.在分析了表３中各

种优化方法的残差表现后可以发现,绝大部分情况下优化

后的方法可以取得和未优化版本相近或者几乎一致的残

差表现.尽管使用 FP１６的版本在这里取得了相对不错的

结果,但其数值表示范围的限制仍然存在,因此对于测试

矩阵和向量之外的情况,不能保证一定能够正常地迭代而

不出现数值溢出的情况.相比之下,使用 BF１６的版本尽

管有时残差表现不如 FP１６的版本,但其拥 有 与 FP３２相

同的数值表示范围,因此在实际使用中通常无需担心数值

溢出的问题.

表３　各种版本的分布式 GMRES算法在１００轮迭代后的残差表现

Table３　ResidualofvariousdistributedGMRESalgorithmsafter１００iterations

序号 稀疏矩阵 未优化版本 FP１６ BF１６ BF１６＋压缩向量

１ adaptive ４．６１∗１０－４ ４．８３∗１０－４ ６．４５∗１０－４ ８．８２∗１０－４

２ AS３６５ １．７６∗１０－２ １．８０∗１０－２ １．７８∗１０－２ １．９８∗１０－２

３ cage１４ ８．１５∗１０－４ ８．４２∗１０－４ １．５０∗１０－３ ７．６２∗１０－４

４ F１ ６．６３∗１０－１ 未收敛 未收敛 未收敛

５ nlpkkt８０ ４．００∗１０－１ ４．３５∗１０－１ ５．３５∗１０－１ ５．３４∗１０－１

６ GAPＧroad ３．２６∗１０－１ ３．２３∗１０－１ ３．２５∗１０－１ ３．２６∗１０－１

７ hugebubblesＧ０００２０ １．１９∗１０－３ １．６１∗１０－３ ３．０４∗１０－３ １．６８∗１０－３

８ delaunay_n２３ ２．８０∗１０－２ ３．７５∗１０－２ ４．０８∗１０－２ ３．０９∗１０－２

９ ljournalＧ２００８ ８．０７∗１０－１ ８．０７∗１０－１ ８．０７∗１０－１ ８．０７∗１０－１

１０ asia_osm ３．７２∗１０－２ ３．７２∗１０－２ ３．７２∗１０－２ ３．７２∗１０－２

１１ hugebubblesＧ０００１０ １．３１∗１０－３ １．６８∗１０－３ ２．７０∗１０－３ １．８２∗１０－３

１２ road_central １．０４∗１０－１ １．０４∗１０－１ １．０４∗１０－１ １．０４∗１０－１

　　严格来说,BF１６的版本和 BF１６与压缩向量相结合的版

本在大约一半的测试矩阵上的残差表现与未优化版本存在较

大的差距;且在测试矩阵４上,任何使用１６位浮点数进行传

输的版本均出现了残差无法下降的情况.针对这类问题,本

文在上一章提出了一种平衡调控算法,下一节将检验调控算

法的实际效果.

３．４　平衡调控算法的效果评估

在实际使用中,若需取得最佳的残差表现,或者防止少数

启用混合精度优化后可能出现的残差无法下降的情况,在采

用混合精度传输和压缩向量传输相结合的基础上,可以启用

本文提出的平衡调控算法.

本节测试了平衡调控算法在同时使用 BF１６和压缩向量

优化方法上的残差控制情况,这里仅测试启用优化方法后残

差表现与未优化版本存在显著差距的稀疏矩阵.对于其余的

稀疏矩阵来说,调控算法对残差表现不会有明显的影响.

本节的测试中,平衡调控算法的参数initIters,p,t均取

１０,R取０．０２５.从表４中可以看到,在启用了平衡调控算法

后,残差表现明显更接近未优化的版本,同时对于此前残差无

法下降的情况(测试矩阵４),调控算法能够检测到并及时纠

正迭代过程.

值得一提的是,在启用调控算法后,基于混合精度传输的

优化可能仅发生在迭代过程中的某一段,此时的加速效果还

会受迭代收敛条件的影响.在不同领域中,收敛判断的方式

和条件不同,导致基于混合精度优化传输的占比也不一致,无

法统一衡量加速效果.因此,性能测试的部分将对不同的矩

阵采用不同的迭代轮数进行测试.

表４　启用平衡调控算法前后的３００轮迭代的残差表现对比

Table４　Residualcomparisonof３００iterationsbeforeandafter

balancingcontrolalgorithmisenabled

序号 稀疏矩阵 未优化版本
BF１６＋
压缩向量

BF１６＋压缩向量＋
平衡调控

１ adaptive ４．５８∗１０－４ ８．８２∗１０－４ ５．６５∗１０－４

４ F１ ３．７９∗１０－１ 未收敛 ４．４０∗１０－１

５ nlpkkt８０ ３．２５∗１０－１ ５．３４∗１０－１ ３．２０∗１０－１

７ hugebubblesＧ０００２０ ８．９８∗１０－４ １．５３∗１０－３ ９．００∗１０－４

１１ hugebubblesＧ０００１０ ９．８６∗１０－４ １．６６∗１０－３ ９．９１∗１０－４

本文对这些测试矩阵的迭代过程进行了分析,对矩阵１
进行３０轮迭代,对矩阵５进行５０轮迭代,对矩阵４,７,１１进

行１００轮迭代,测试启用平衡调控算法的加速效果,结果如

图５所示.启用平衡调控算法在这５个测试矩阵上取得了平

均１．２２倍、最高１．３４倍的加速比.此时的加速比主要与迭

代过程中使用混合精度传输优化阶段的占比相关,占比越高

则加速效果越明显.

上述测试结果表明,基于混合精度传输的优化可以为分

布式 GMRES算法带来显著的性能提升.受稀疏矩阵非零元

分布模式和分布式算法运行的 GPU 数量的影响,对于部分

稀疏矩阵,优化后的算法的残差表现可能出现一定幅度的
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退化.但在加入平衡调控算法后,可以在取得一定的性能提

升的同时维持与双精度算法相近的残差表现.

图５　平衡调控算法的参考性能

Fig．５　Referenceperformanceofbalancingcontrolalgorithm

４　相关工作

目前已有不少关于多 GPU 或者多节点多 GPU 上的

GMRES算法 的 研 究.除 了 基 于 压 缩 向 量 传 输 的 优 化 方

法[５],Khodja等还提出了基于超图划分的优化方法,其可以

进一步减少通信的开销,实现更大的性能提升.

在迭 代 算 法 的 实 现 方 面,Ioannidis分 析 了 PGMRESＧ

classic,PGMRESＧGPU 和 PGMRESＧmGPU 等 几 种 并 行

GMRES算法在CPU 集群和 GPU 集群上的性能表现,并指

出了各种实现的优势和局限[１０].Yamazaki等实现了一种避

免通信的 GMRES算法(CAＧGMRES),并提出了基于域分解

的预条件器,在１２０个 GPU 上相比标准 GMRES算法有了

２．５倍的性能提升[１１].

在集群上的迭代算法优化方面,Bahi等在 GPU 集群上

实现了一种高效的并行 GMRES算法,使用相同数量的 GPU
相比使用CPU可实现８倍的性能提升[１２].Matsumoto等在

GPU集群上实现了一种用于 GT５D的 CAＧGMRES算法,实

现了最高 １．５ 倍 的 加 速 效 果[１３].He等 提 出 了 一 种 名 为

GPUＧGMRES的 GMRES求解器[１４],其采用了不完全 LU 分

解的预条件器,同时对 GMRES算法中的SpMV 部分提出了

名为segSpMV的高效实现,使该迭代算法可以扩展至多个

GPU上,对比纯CPU 实现可提供３~１２倍的加速效果.LaＧ

coste等分析了PaStiX这个并行稀疏求解器的内部调度器的

优势和限制,并对CPU/GPU 集群上稀疏求解器的调度和存

储资源的占用进行了优化[１５].

在混合 精 度 优 化 方 面,Lindquist等 面 向 带 重 启 动 的

GMRES算 法,提 出 了 基 于 混 合 精 度 的 加 速 方 法,通 过 对

GMRES算法中的非关键操作使用低精度计算,而其余关键

操作仍使用高精度计算,在 GPU集群上实现了８％~６１％的

性能提升[１６].

在应用相关方面,Bouchard等讨论了一种主要用于 CFD
领域的在CHAMPS中实现的多 GPU 上的 GMRES求解器,

并在１~８个 GPU的配置下评估了该实现的性能和扩展性,

该算法中有大约２/３的时间用于通信和同步[１７].Ma等在

PETSc的框架上实现了一种近似的分块三角系统求解方法,

并开发了分布式的分块的SpMV算法,以此优化了采用分块

Jacobi预条件的多GPU上的GMRES算法,在使用８个GPU

时相比纯CPU实现了约４．４倍的性能提升[１８].Devries等

提出了面向多核CPU,GPU以及多 GPU 系统的几种并行的

FGMRES实现,并在真实的三维对流扩散问题的相关线性系

统上进行了测试[１９].Zhang等实现了一种性能可移植的用

于求解可压缩的非结构化网格上的 NavierＧStokes方程组的

并行 GMRES算法,相比常用的隐式算法(如 LUＧSGS等)拥

有更好的收敛性和可移植性[２０].

总的来说,目前已有不少对分布式 GMRES算法的通信

优化工作,但基于混合精度的优化还处于起步阶段.另外有

些面向通信优化的稀疏矩阵划分算法,比如基于超图划分的

优化方法,存在预处理开销过大的问题.本文提出的基于混

合精度的优化方法不仅显著减少了通信开销,还能和其他算

法相结合实现进一步的通信优化.

结束语　本文提出了基于混合精度的优化方法,通过低

精度的数据表示大幅降低了 GPU 间通信的网络流量,大幅

提升了分布式 GMRES算法的性能.同时,针对少部分情况

下使用混合精度加速导致残差表现变差的情况,本文也设计

了一种平衡调控算法,在发现启用混合精度优化不能达到理

想的残差表现时,禁用混合精度的优化以保证最佳的迭代效

果.此外,本文还对比了其他针对分布式 GMRES算法的优

化方法,相比之下,本文提出的方法拥有更稳定的加速效果,

而在结合其他优化方法的情况下,也可以取得更进一步的性

能提升.
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