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摘　要　可逆性的性质对于经典的计算机科学理论模型———细胞自动机(CellularAutomata,CA)具有重要意义.尽管 CA 在

零边界条件下的线性规则的可逆性问题已经得到了大量的研究,但非线性规则目前还很少被探索.文中研究了在有限域Zp上

一般一维 CA的可逆性问题,找到了一种优化 Amoroso无限 CA满射性判定算法的方法.基于此,文中还提出了在零边界条件

下判定一维 CA可逆性的算法,其中包括一种在零边界条件下判定一维 CA严格可逆性的算法,以及一种基于桶链的在零边界

条件下计算一维 CA的可逆性函数的算法.这些判定算法不仅适用于线性规则,也适用于非线性规则.除此以外,还证实了可

逆性函数总是有一个周期的,且其周期性与对应桶链的周期性有关.文中给出了一些可逆 CA的实验结果,并通过实验结果对

理论部分进行了补充验证,进一步支持了文章的研究结论.
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Abstract　Thepropertyofreversibilityisquitemeaningfulfortheclassictheoreticalcomputersciencemodel,cellularautomata．

ForthereversibilityproblemforaCAundernullboundaryconditions,whilelinearruleshavebeenextensivelystudied,thenonＧ

linearruleshavesofarbeenrarelyexplored．ThepaperinvestigatesthereversibilityproblemofgeneraloneＧdimensionalCAona

finitefieldZp,andproposesanapproachtooptimizetheAmoroso’sinfiniteCAsurjectivitydetectionalgorithm．Basedonthis,

thispaperproposesanalgorithmfordeterminingtheinvertibilityofoneＧdimensionalCAunderzeroboundaryconditions,incluＧ

dinganalgorithmfordeterminingthestrictinvertibilityofoneＧdimensionalCAunderzeroboundaryconditions,andanalgorithm

forcalculatingtheinvertibilityfunctionofoneＧdimensionalCAunderzeroboundaryconditionsbasedonbarrelchain．ThesedeciＧ

sionalgorithmsworkfornotonlylinearrulesbutalsononＧlinearrules．Inaddition,ithasbeenconfirmedthatthereversibility
functionalwayshasaperiod,anditsperiodicityisrelatedtotheperiodicityofthecorrespondingbucketchain．SomeoftheexperiＧ

mentresultsofreversibleCAarepresentedinthispaper,complementingandvalidatingthetheoreticalaspects,andtherebyfurＧ

thersupportingtheresearchconclusionsofthispaper．

Keywords　Cellularautomata,NonＧlinearrules,Reversibility,Nullboundary,OneＧdimensional

　

１　引言

细胞自动机(CA)是由 Neumann等[１]最早提出的一种理

论计算机科学模型.在２０世纪７０年代,Conway设计了著名

的“生命游戏”,其本质上是一个二维 CA[２].CA作为一种数

学模型被学者们研究,并在多个领域得到了应用.时至今日,

CA在复杂系统建模中的应用包括车辆网络建模[３]、皮肤病

模式建模[４]、建立肿瘤生长模型[５]、模拟行人疏散过程[６]等.

在物理学中,CA 还被应用于磁场、电场等的模拟[７];在化学

和材料学中,CA被用于一系列材料效应的模拟,主要用于再

结晶、腐蚀现象的建模[８];在计算机科学中,CA 可以被看作

并行计算机并用于并行计算的理论研究,同时 CA 也被应用

于图像处理[９]、图像加密[１０].可逆性是 CA 最重要的性质之

一,因为一些应用场景要求系统具有可逆性,例如使用 CA作

为加密或编码工具的场景[１１].

最早得到研究的是在空间中具有无穷多细胞的 CA,其
被称为无限CA.满射问题被第一批研究 CA 的科学家称为

伊甸园问题[１２].对于一维无限 CA,Amoroso等[１３]提出了



一种确定满射性和单射性的方法,Bruckner[１４]证明了如果无

限CA是满射的,则它的局部变换函数必须是平衡的.SutＧ

ner[１５]针对一维无限CA的满射性和单射性提出了一种二次

时间复杂度的判定算法.对于一维无限 CA,单射性和可逆

性已经被证明是等价的.

具有有限个细胞的一维 CA 被称为有限 CA.由于不同

的边界条件通常具有不同的性质,因此必须指定边界条件.

迄今为止,研究最多的边界条件是零边界条件,它将所有边界

外细胞的状态固定为零.DelRey等[１６Ｇ１８]研究了初等线性CA
的可逆性;Sarkar等[１９]讨论了零边界条件下混合初等 CA 的

可逆性;Cinkir等[２０]研究了有限域上 CA 半径为２时的可逆

性问题;Yang等[２１]讨论了一种在零边界条件下通过确定性

有限自动机来判断一般的线性 CA 可逆性的方法;Du等[２２]

在 Yang等的基础上进行了算法的优化,提高了效率.到目

前为止,关于零边界条件的结果大多局限于线性 CA,而很少

有理论或算法适用于非线性CA.

本文旨在研究零边界条件下一维 CA 的可逆性,并给出

线性和非线性一维 CA 的判定算法.本文第２章介绍了 CA
的基本理论和无限CA满射性的 Amoroso判定过程;第３章

提出了零边界条件下一维 CA 可逆性的两种判定算法,一种

是严格可逆性的判定算法,另一种是计算可逆性函数的算法,

并给出了对应的实验结果.

２　基础理论

２．１　一维CA
一维CA是由一些数据单元组成的有限状态机,这些数

据单元也被称为细胞.所有的细胞均匀地分布在一条直线

上,且所有细胞的状态均在离散时间间隔内由局部规则同步

变化.具体地说,可以用四元组(A,S,N,f)来定义一个一维

CA,其中:

１)A 代表一维CA 中的动态细胞的集合,也称为细胞空

间.通常,这些细胞是有序的,并通过数轴上的整数来匹配描

述其坐标.

(１)如果A 是无限集,则CA为无限CA,此处为A＝Z.

(２)如果A 是一个包含n 个细胞(n∈Z＋ )的有限集,则

CA是一个有限CA.在这种情况下,A＝{０,１,２,􀆺,n－１}＝
Zn.

２)S 表示状态集,包含细胞所有可能的状态.通常 CA
是在 Galois素数域上定义的,即S＝{０,１,􀆺,p－１}＝Zp,其

中p＝|S|≥２是素数.

３)N＝(－rL,􀆺,－１,０,１,􀆺,rR)表示邻域向量,其中rL,

rR≥０,定义左半径和右半径,k＝rL ＋rR ＋１定义邻域大小.

邻域定义了细胞之间的邻接关系,也就是说,下标为i的细胞

其邻居细胞的下标为i－rL,􀆺,i,􀆺,i＋rR.

４)f:SkaS 表示局部规则,它将一个细胞的所有邻居当

前时刻的状态映射到该细胞在下一个时刻的状态.

(１)如果f是线性组合的形式

ct＋１
i ＝f(ct

i－rL
,􀆺,ct

i,􀆺,ct
i＋rR

)

＝ ∑
rR

j＝－rL
λjct

i＋j modp (１)

其中λj∈S,ct
i∈S表示下标为i的细胞在t时刻的状态,则该

CA为一个线性CA.

(２)否则该CA为一个非线性CA.

需要注意的是,对于有限CA,上述对f的定义有一个缺

陷,因为它缺少了对边界以外的细胞状态的说明,即当i＜０
或i＞n－１时ct

i的取值未定.在本文中对于有限 CA,我们只

考虑零边界条件.在零边界条件下,所有边界外细胞的状态

恒定为０,这意味着如果i＜０或i＞n－１,则ct
i≡０.对于其中

各个t,如图１所示.

图１　零边界条件

Fig．１　Nullboundaryconditions

所有细胞在t时刻的状态元组表示为Ct,称为配置.在

局部规则f的驱动下,全局函数Φ 表示从一个配置到下一时

刻配置的映射,这意味着:

Φ(Ct)＝Ct＋１ 　(２)

其中,Ct称为Ct＋１的原像.对于无限 CA,有全局映射函数Φ:

S∞ aS∞ ;对于有限CA,其中Ct＝(ct
０,ct

１,􀆺,ct
n－１)∈Sn,有全

局映射函数Φ:SnaSn.

如果CA 的全局函数Φ 是双射,则该 CA 是可逆的.对

于有限 CA 的Φ,原像集和像集都是Sn,并且具有相同的基

数,这意味着 Φ的双射性等价于它的单射性或满射性.有如

下命题:

命题１　有限 CA 是可逆的当且仅当任意C∈Sn恰好只

有一个原像.

２．２　序列

为了方便描述,本文给出一些有关序列的定义.

序列是由有限个S 中的元素组成的元组.如果元组

长度为l,那 么 称 其 为 一 个lＧ序 列.例 如,对 于 有 限 一 维

CA(Zn,S,N,f),t时刻的配置Ct＝(ct
０,ct

１,􀆺,ct
n－１)是一个nＧ

序列.局部规则f的原像集Sk中的每个元组是一个kＧ序列,

其中k为邻域长度.

一个lＧ序列的一个后继是另一个lＧ序列,其最左l－１个

元素与原序列的最右l－１个元素相同.对称地,一个lＧ序列

的一个前驱是另一个lＧ序列,其最右l－１个元素与原序列的

最左l－１个元素相同.例如,设α＝(０,１,１,０,１),β＝(１,１,

０,１,１)是两个５Ｇ序列,或简写为α＝０１１０１,β＝１１０１１,则β为

α 的一个后继,α为β 的一个前驱.显然,每个序列恰有|S|
个不同后继和|S|个不同前驱.

一个lＧ序列的后缀是将其最左元素移除后所得的(l－

１)Ｇ序列.对称地,一个lＧ序列的前缀是将其最右元素移除后

所得的(l－１)Ｇ序列.例如,对于前文中的序列α＝０１１０１,

１１０１是其后缀,０１１０是其前缀.

２．３　Wolfram规则号

在本节中,为了更好地解释 Wolfram 规则号,我们考虑

状态集为S＝Z２.在这种情况下,局部规则f:Zk
２aZ２可以通

过(Wolfram)规则号 w[２３]进行索引.邻域内的每个位置均

可以用一个二进制位来表示.最左边的位置对应最高位,最

１３３马骏驰,等:零边界条件下一维非线性细胞自动机可逆性的判定算法



右边的位置对应最低位.这会将原像集Zk
２一一对应地映射到

I＝{i∈Z|０≤i≤２k－１}.然后,整数i∈I对应w 中的第i位,

该位对应于局部映射规则f所要映射的状态ai,进而得到该规

则对应的 Wolfram 规则号 w＝(a２
k
－１􀆺a２a１a０)２ ＝(∑

２
k
－１

i＝０
ai􀅰

２i)１０.例如,设置“k＝３”,则 Wolfram 规则号为(１５０)１０ ＝
(１００１０１１０)２的局部规则映射如表１所列.

表１　Wolfram规则号为１５０的局部规则映射

Table１　LocalrulemappingofWolframrulenumber１５０

(cti－１,cti,c
t
i＋１) ct＋１

i (cti－１,cti,c
t
i＋１) ct＋１

i
(０,０,０) ０ (１,０,０) １
(０,０,１) １ (１,０,１) ０
(０,１,０) １ (１,１,０) ０
(０,１,１) ０ (１,１,１) １

２．４　Amoroso的判定过程

本文算法是基于 Amoroso等[１３]提出的一维无限 CA 的

满射性判定算法,其执行步骤本质上是节点的构造,因此在执

行完毕后将节点按序连接起来得到对应的 Amoroso图.具

体如算法１所示.

算法１　Amoroso图构造及判定算法

输入:状态集 S,局部规则f
输出:该CA的满射性

１．If∃a∈S,对任意kＧ序列都有f(α)≠athen

２．　 return该CA是非满射的

３．endif

４．初始化 Amoroso图 G＝{V,E}为空

５．/∗ V为节点集,E为边集,后同此 ∗/

６．b←S中的任一元素

７．Xinit←{k－序列α|f(α)＝b}

８．V←V∪{Xinit}

９．foreach(X∈V,a∈S)do

１０．　Xa←{k－序列α|f(α)＝a且α是 X中某序列的后继}

１１．　ifXa＝Øthen

１２．　　return该CA是非满射的

１３．　endif

１４．　V←V∪{Xa}

１５．　E←E∪{(X,Xa,a)}

１６．　/∗(v１,v２,w):由v１到v２边权为 w的有向边,后同此∗/

１７．endforeach

１８．return该CA是满射的

对该算法正确性的简要叙述如下:如果存在a∈S 使得

没有α∈Sk满足f(α)＝a,则任何包含一个或多个a的配置将

找不到原像,那么,该 CA 是非满射的.否则,每个配置对应

Amoroso图上的一条无限长的路径,细胞状态对应边的标记.

通过连续将节点中的序列与相邻节点中的前驱和后继连接

(带有重叠),可以计算出该配置所有可能的原像.因此,如果

某个节点内为空集,所有对应路径通过该节点的配置都必然

不存在原像,因而该CA是非满射的.另一方面,如果每个节

点都包含至少一个序列,则任意配置都至少存在一个原像,因

而该CA是满射的.

由于不同kＧ序列的数量是有限的,因此不同节点的数量

也是有限的.确切地说,不同节点的数量上界为２(|S|k).一个

节点内序列数量的上界为|S|k.计算单个kＧ序列的后继的时

间复杂度为θ(|S|).综上,算法 １ 的最坏时间复杂度为

O(|S|k＋１􀅰２(|S|k)),此数值是一个极其宽广的上界,因为上

述因子取最大值的概率微乎其微,并且不可能同时取最大

值,平均情况远小于此.本文经过多组实验验证了上述分

析.算法１的平均时间复杂度难以给出准确数值.

例１　假设(Z,Z２,{－１,０,１},f)为一维无限CA,其中f
以规则号(４６)１０＝(００１０１１１０)２为索引,由算法１构造的图如

图２所示.具有空集的节点意味着“􀆺０１０􀆺”形式的所有配

置都找不到原像.因此,规则号为４６的CA是非满射的.

图２　由规则号４６构造的 Amoroso图

Fig．２　Amorosographconstructedaccordingtorulenumber４６

３　零边界条件下一维CA的可逆性

３．１　Amoroso图的构造及判定算法的优化

我们找到了一种优化 Amoroso无限 CA 满射性判定算

法的方法.由于本文的其余部分都会应用该优化,因此本节

对其进行详细介绍.

简单地说,如果将图中所有节点内部的kＧ序列均替换为

其后缀,修改后的 Amoroso图依旧能判定对应 CA 的满射

性.具体地,优化后的 Amoroso图的构造过程及判定算法如

算法２所示.

算法２　优化后的 Amoroso图构造及判定算法

输入:状态集 S,局部规则f
输出:该CA的满射性

１．If∃a∈S,对任意kＧ序列都有f(α)≠athen

２．　 return该CA是非满射的

３．endif

４．初始化 Amoroso图 G＝{V,E}为空

５．b←S中的任一元素

６．Xinit←{(k－１)－序列γ|∃a∈S,f(aγ)＝b}

７．V←V∪{Xinit}

８．foreach(X∈V,a∈S)do

９．　 Xa←{(k－１)－序列γ|∃e∈S,f(eγ)＝a且 X包含eγ的前缀}

１０．　ifXa＝Øthen

１１．　　return该CA是非满射的

１２．　endif

１３．　V←V∪{Xa}

１４．　E←E∪{(X,Xa,a)}

１５．endforeach

１６．return该CA是满射的
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对于此优化正确性的简要叙述如下:通过这样的替换,先

前的kＧ序列被替换成其后缀,因而不会消失,这意味着非空集

不会变为空集;另一方面,在替换前,对于图中每个节点,其后

继节点的内容仅依赖于kＧ序列最右边的k－１个元素,因此替

换后的(k－１)Ｇ序列不会改变构造后继节点过程中使用的任

何信息.因此,替换前后的图是同构的(如果允许重复结点出

现).替换只会提高重复节点出现的可能性,例如:当k＝３
时,００１和１０１都被０１取代,因此过程结束得更早(图变得更

小,更简化).

这种优化并不能降低构造单个节点的后继节点的复杂

性.但是,原始版本的图的节点数量的上界为２|S|k ,而优化版

本将图的节点的上界优化为２|S|k－１.与算法１复杂度计算方

式相同,算法２的最坏时间复杂度为 O(|S|k􀅰２(|S|k－１)),是

算法１最坏时间复杂度的 １
|S|􀅰２|S|.上述最坏复杂度是一

个极其宽广的上界,平均情况远小于此.平均复杂度难以给

出具体数值.

实验结果表明,对于本身在算法１中节点数较少的案例,

算法２优化效果较差;而对于在算法１中节点数较多的案例,

算法２优化效果十分显著.例如,对于直径为３、状态集为Z２

的情况,表２列出了在算法１中节点数较多的案例使用算法

２的优化效果.

表２　算法２对部分案例的优化效果(k＝３,S＝Z２)

Table２　Efficiencyofalgorithm２forsomecases(k＝３,S＝Z２)

规则号(十进制) 算法１节点数 算法２节点数

２２,３７,１０４ ２３ １６
４１ １８ １３
８５ １１ ５

８６,１０６ ２１ １０
１０１ １７ ８

１４９,１６９ ２３ １１

图３　由规则号４６构造的优化后的 Amoroso图

Fig．３　OptimizedAmorosographconstructedaccordingtorule

number４６

例２　同样考虑例１中的情况.在算法２中构造的图如

图３所示.结果和以前一样,但这张图的尺寸明显更小.

３．２　严格可逆性

对于一维有限CA,其可逆性一般依赖于细胞数n.在一

些情况下,我们希望CA 的可逆性不会受到其细胞空间大小

的影响,而一直保持可逆.下文中,细胞数n是一个变量.

定义１　如果一维有限CA (Zn,S,N,f)对所有正整数n

都可逆,则称为严格可逆.

定义２　如果一个序列最左侧的 m 个元素均为０,则此

序列是一个左m 零序列.对称地,如果一个序列最右侧的m
个元素均为０,则此序列是一个右m 零序列.

我们提出了一种在零边界条件下确定一维有限 CA严格

可逆性的算法,这也是一个构造图的过程.严格可逆性可通

过算法３确定.

算法３　严格可逆性的判定算法

输入:状态集 S,邻域向量(－rL,􀆺,０,􀆺,rR),局部规则f
输出:该CA的严格可逆性

１．初始化图 G＝{V,E}为空

２．Xinit←{(k－１)－序列γ|γ为左rL零序列}

３．V←V∪{Xinit}

４．foreach(X∈V,a∈S)do

５．　 Xa←{(k－１)－序列γ|∃e∈S,f(eγ)＝a且 X包含eγ的前缀}

６．　 ifXa不恰好包含一个右rR零序列then

７．　　 return该CA不是严格可逆的

８．　 endif

９．　 V←V∪{Xa}

１０．　E←E∪{(X,Xa,a)}

１１．endforeach

１２．return该CA是严格可逆的

图的构造与算法２非常相似.节点的后继节点以完全相

同的方式构造.整个构造过程中只有两个不同之处:

１)初始节点中包含的(k－１)Ｇ序列

在算法２中,初始节点包含所有在f下映射到同一b∈S
的所有kＧ序列的后缀,因为对于无限 CA,配置是无限延伸

的,初始节点必须对应到细胞空间内的某个细胞.

在算法３中,初始节点本身不对应细胞空间内的任何位

置.对于零边界下的有限 CA,细胞空间内最左细胞的左侧

均为恒定的０状态.希望初始节点的后继节点对应最左细

胞,自然地,初始节点必须对应左边界外的第一个位置.因

此,初始节点必须仅包含与零边界条件不冲突的序列,也就是

左rL零序列,即初始节点内的序列保证了在图上找到的所有

原像都是符合左零边界的.

２)节点内的右rR零序列

在算法２中,CA的非满射性由包含空集的节点判定,因

为包含空集的节点意味着某些配置不存在原像.没有必要考

虑任何特殊序列.

在算法３中,对于零边界下的有限 CA,只有适配零边界

条件的原像才是有效的.如前文所述,原像与左侧零边界的

适配由初始节点保证.对称地,原像与右侧零边界的适配由

节点内的右rR零序列保证.如果一个配置的原像以右rR零序

列作结尾,那么此原像适配右侧零边界.因此,若该 CA是严

格可逆的,则除初始节点外的每个节点必须恰好包含一个右

rR零序列.若一个节点不包含右rR 零序列,则某些配置不存

在有效原像.若一个节点包含至少两个右rR 零序列,则某些

配置存在多个有效原像.由命题１可知,上述任一情况都意

味着该CA具有不可逆性.

图４给出了一个例子以更好地说明算法的原理.在此例

中,rL＝２,rR＝２,f为规则号４１６１２７００００.路径对应配置(１,
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０,０,１,０),在节点中找到原像为(１,０,１,１,０).如图所示,原
像与零边界的适配由初始节点中的序列００１０以及尾节点中

的序列１０００保证.

图４　对于规则号４１６１２７００００,算法３中图上的一条路径

Fig．４　Apathonthegraphbyalgorithm３forrulenumber

４１６１２７００００

此外,一旦出现第一个不包含恰好一个右rR 零序列的节

点(或包含空集的节点),则CA不是严格可逆性的.因此,通
常情况下并不需要构造整个图,在构造的过程中可以提前返

回结果.然而,这一优化并不会降低算法的最坏时间复杂度.

使用图构造算法３时,除初始节点的设置外,其余与算法

２均相同,故算 法 ３ 的 最 坏 时 间 复 杂 度 为 O(|S|r１＋rR＋１ 􀅰

２(|S|rL＋rR )),这也是一个很宽广的数值范围,平均情况远小于

此.通过多组实验验证了上述分析.平均复杂度难以给出准

确数值.
例３　对于一维有限CA(Zn,Z２,{－１,０,１},f),图５显

示了算法 ３ 中构造的两张图,其中 f 分 别 是 通 过 规 则 号

(１５３)１０＝(１００１１００１)２和规则号(１５０)１０ ＝(１００１０１１０)２ 进行

索引的.对于规则号１５３,所有节点均只包含一个右１零序

列,因此CA是严格可逆的;对于规则号１５０,有一个节点不包

含标记序列,而另一个节点有两个右１零序列,因此该 CA不

是严格可逆的.

(a)

(b)

图５　规则编号１５３和１５０的严格可逆性

判定算法中的图

Fig．５　Graphsinstrictlyreversibledecisionalgorithmforrule

number１５３and１５０

对于在Z２ 上的一维有限 CA,本文利用算法得到了当

(rL,rR)＝(１,１)和(rL,rR)＝(１,２)时所有满足严格可逆性的

规则,具体实验结果如表２和表３所列.(rL,rR)＝(２,１)的

结果可以直接通过对称性从(rL,rR)＝(１,２)推导出来,因此

省略了这一部分.实际上,当(rL,rR)＝(２,２)时,严格可逆的

有１８６条,但是由于篇幅有限,此问题不再详细列出.

表３　满足严格可逆性的规则编号(rL＝１,rR＝１)

Table３　Rulenumbersatisfiesstrictreversibility(rL＝１,rR＝１)

序号 十进制 二进制

１ ５１ ００１１００１１
２ ６０ ００１１１１００
３ １０２ ０１１００１１０
４ １５３ １００１１００１
５ １９５ １１００００１１
６ ２０４ １１００１１００

表４　满足严格可逆性的规则编号(rL＝１,rR＝２)

Table４　Rulenumbersatisfiesstrictreversibility(rL＝１,rR＝２)

序号 十进制

１ ３８５５
２ ３８８５
３ ３９１５
４ ４０８０
５ ７７１０
６ ７７７０
７ １１５３５
８ １１５６５
９ １５４２０
１０ １９２１５
１１ １９２７５
１２ ２３０７０
１３ ２３１３０
１４ ２３１６０
１５ ２６９８５
１６ ３０８１０
１７ ３０８４０

序号 十进制

１８ ３４６９５
１９ ３４７２５
２０ ３８５５０
２１ ４２３７５
２２ ４２４０５
２３ ４２４６５
２４ ４６２６０
２５ ４６３２０
２６ ５０１１５
２７ ５３９７０
２８ ５４０００
２９ ５７７６５
３０ ５７８２５
３１ ６１４５５
３２ ６１６２０
３３ ６１６５０
３４ ６１６８０

３．３　可逆性函数

通过实验发现,在全体一维有限CA中,满足严格可逆性

的非常少.通常情况下,一维有限 CA 对于部分细胞数n是

可逆的,而对于其余的是不可逆的.可逆性函数描述了一维

有限CA的这种性质.

定义３　一维有限 CA (Zn,S,N,f)的可逆性函数用布

尔函数R表示,其定义如下:

R(n)＝
１, 如果该CA对于细胞数n是可逆的

０, 如果该CA对于细胞数n是不可逆的{
特别地,n≥１,如果R(n)≡１,则一维有限 CA 是严格可

逆的;如果R(n)≡０,则该一维有限CA是严格不可逆的.

定义４　一个桶是由算法３中某些节点组成的集合.

桶中的节点是无序且不重复的.

本文提出了一种在零边界条件下计算一维有限 CA的可

逆性函数的算法,该算法是一个构造由一系列桶组成的“桶

链”的过程.可逆性函数可通过算法４得到.

算法４　可逆性函数的计算算法

输入:状态集 S,邻域向量(－rL,􀆺,０,􀆺,rR),局部规则f
输出:该CA的可逆性函数 R

１．Xinit←{(k－１)－序列γ|γ为左rL零序列}
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２．T０←{Xinit},i←１,q←－１

３．whiletruedo

４．　Ti←Ø

５．　 foreach(X∈Ti－１,a∈S)do

６．　 Xa←{(k－１)－序列γ|∃e∈S,f(eγ)＝a且X包含eγ的前缀}

７．　　 Ti←Ti∪{Xa}

８．　 endforeach

９．　 R(i)←１

１０．　foreachX∈Ti－１do

１１．　　ifX＝Øthen

１２．　　　R(i)←０,breakwhile

１３．　　endif

１４．　　ifX不恰好包含一个右rR零序列then

１５．　　　R(i)←０,breakforeach

１６．　　endif

１７．　endforeach

１８．　if∃j∈[１,i－１],Tj＝Tithen

１９．　　q←i－j,breakwhile

２０．　　/∗找到了一个循环∗/

２１．　endif

２２．　i←i＋１

２３．endwhile

２４．∀j＞i,R(j)←
０, ifq＝－１

R(j－q), ifq≠－１{
２５．returnR

算法４中使用桶的意图不难理解.算法３构造的图没有

保存节点深度的信息,即每个节点与初始节点的距离.而一

个配置的长度等于其对应路径的长度,即此条路径的末尾结

点的深度.在算法４中,拥有相同深度的节点存放在同一个

桶中.桶Tn对应长度为n 的路径.本文不关心具体每个配

置的信息,原先图上的边和标签在算法４中被舍弃.通过

这种方式,一旦发现桶Tn中的某个节点不包含恰好一个右

rR零序列,就能立即判断该 CA在细胞数为n时不可逆,即

R(n)＝０.否则,如果桶Tn中的每个节点均包含恰好一个右

rR零序列,则该CA在细胞数为n时可逆,即R(n)＝１.

桶中每个节点是互不相同的,因而不同的桶的数量是有

限的.因此,如果“桶链”足够长,必然会出现重复的桶.重复

的两个桶之间“桶链”的结构会在此后无限循环,因此可逆性

函数也必然在某个n之后具有周期性.

由可逆性函数的计算算法可知,对于一维有限 CA,其可

逆性必然随细胞数的增长而周期性变化.此外,在此过程中,

如果对于某个 m,我们在Tm 中找到了包含空集的节点,则对

于所有n≥m 都必然有R(n)＝０,因为后续所有桶都必然有

包含空集的节点.

关于算法４时间复杂度的分析如下:可以使用与算法１－算

法 ３ 相 似 的 方 式 给 出 最 坏 时 间 复 杂 度 O(|S|rL＋rR＋１ 􀅰

２２
(|S|rL＋rR )

).然而,此数值毫无意义,因为我们的实验表明,没
有任何一组用例能够达到甚至接近这个数值.例如在直径为

５且状态集为 Z２时,理论上算法４中不同桶的最大数量为

６５５３６,然而实验表明,在此情形下的所有用例中,桶的数量

最多仅为３４.平均复杂度难以给出具体数值.

例４　对于一维有限 CA(Zn,Z２,{－１,０,１},f),其中f

由规则号(１９)１０＝(０００１００１１)２表示,图６显示了其在零边界

条件下的可逆性函数的计算过程.该过程在T４处停止,因为

T４与T３相同.因此,只有当细胞数等于１或２时,CA才是可

逆的.

图６　编号为１９的规则的可逆性函数的计算过程

Fig．６　Computationofreversibilityfunctionforrulenumber１９

对于状态集为Z２、邻域为{－１,０,１}的一维有限 CA,表５
列出了零边界条件下所有对于某些n≥２可逆的规则号的可

逆性函数的实验结果,结果也显示出对称性.

表５　对于某些n≥２可逆的规则号的可逆性函数

Table５　Reversibilityfunctionofrulenumbersthatarereversible

forsomen≥２(S＝Z２,N＝{－１,０,１})

规则号 可逆性函数

(５)１０＝(０００００１０１)２
(３７)１０＝(００１００１０１)２
(１２２)１０＝(０１１１１０１０)２
(１３３)１０＝(１００００１０１)２
(２１８)１０＝(１１０１１０１０)２
(２５０)１０＝(１１１１１０１０)２

R(n)＝
１, n＝２
０, 其他情况{

(１９)１０＝(０００１００１１)２
(２５)１０＝(０００１１００１)２
(２８)１０＝(０００１１１００)２
(５７)１０＝(００１１１００１)２
(６７)１０＝(０１００００１１)２
(７０)１０＝(０１０００１１０)２
(７６)１０＝(０１００１１００)２
(９９)１０＝(０１１０００１１)２
(１５６)１０＝(１００１１１００)２
(１７９)１０＝(１０１１００１１)２
(１８５)１０＝(１０１１１００１)２
(１８８)１０＝(１０１１１１００)２
(１９８)１０＝(１１０００１１０)２
(２２７)１０＝(１１１０００１１)２
(２３０)１０＝(１１１００１１０)２
(２３６)１０＝(１１１０１１００)２

R(n)＝
１, n＝１,２
０, 其他情况{

(５１)１０＝(００１１００１１)２
(６０)１０＝(００１１１１００)２
(１０２)１０＝(０１１００１１０)２
(１５３)１０＝(１００１１００１)２
(１９５)１０＝(１１００００１１)２
(２０４)１０＝(１１００１１００)２

R(n)≡１

(９０)１０＝(０１０１１０１０)２
(１６５)１０＝(１０１００１０１)２

R(n)＝
１, n≡０mod２
０, 其他情况{

(１０５)１０＝(０１１０１００１)２
(１５０)１０＝(１００１０１１０)２

R(n)＝
１, n≡０,１mod３
０, 其他情况{

(１０８)１０＝(０１１０１１００)２
(１４７)１０＝(１００１００１１)２

R(n)＝
１, n＝１,２,３
０, 其他情况{

结束语　本文研究了零边界条件下一维有限CA的可逆性.

５３３马骏驰,等:零边界条件下一维非线性细胞自动机可逆性的判定算法



首先,受 Amoroso图的构造及判定算法的启发,对其进行了

优化,降低了 Amoroso图中节点数量的上界以提高运行效

率.其次,提出了两种判定算法,它们对于线性和非线性 CA
均适用.第一种算法是构造一个图并根据图的特征来确定严

格可逆性.第二种可逆性函数的计算算法基于桶链得到,其

通过桶链结构的周期性确定 CA 对于任意细胞数的可逆性.

使用这些算法进行了大量的实验,并列出了一些规则号的

结果.

对于可逆性问题,尽管目前人们对线性规则已经进行了大

量的研究,但对于非线性规则的探索依旧很少.本文算法最重

要的贡献是提供了当 CA的局部规则是非线性时确定可逆性

的方法.现阶段该算法复杂度较高,难以在较大规模的CA中

运行,因此下一步的工作重心将放在所提算法的优化上.
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