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摘　要　(α,β)Ｇcore分解作为图数据管理与分析研究中的热点问题,已经被广泛应用于电商欺诈检测和兴趣群组推荐等实际

场景中.然而现有(α,β)Ｇcore模型在构建时仅考虑顶点距离为１的邻居,难以刻画出二部图社区中的细粒度信息.针对此问

题,提出了基于距离泛化的(α,β,h)Ｇcore模型,即由二部图中两个不相交的顶点集构成一个最大子图,满足一个集合中的任何

一个顶点至少有α个与它的距离不大于h 的邻居顶点,另一个集合中的任何一个顶点至少有β个与它的距离不大于h 的邻居

顶点.通过引入距离为h的邻居,解决了(α,β)Ｇcore模型细粒度刻画能力不足的问题.由于新模型需要考虑距离不大于h的

邻居,因此(α,β,h)Ｇcore分解变得更为困难.为此,提出了基于计算共享的分解策略,据此设计了高效的(α,β,h)Ｇcore分解算

法,并分析了算法性能.考虑到确定距离不大于h的邻居顶点非常耗时,还提出一种(α,β,h)Ｇcore下界以减少重复计算距离不

大于h的邻居顶点,进一步提高计算效率.在８个真实图数据上的对比实验结果验证了新模型的有效性和算法的高效性.
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Abstract　(α,β)Ｇcoredecompositionisafundamentalproblemingraphanalysis,andhasbeenwidelyadoptedforeＧcommerce

frauddetectionandinterestgrouprecommendation．Nevertheless,(α,β)ＧcoremodelonlyconsidersthedistanceＧ１neighborhood,

whichmakesitunabletoprovidemorefineＧgrainedstructureinformation．Motivatedbythis,(α,β,h)Ｇcoremodelisproposedin

thispaper,whichrequirestheverticesinone/anotherparthasatleastαotherverticesatdistancenotgreaterthanhwithinthe

subgraph．DuetothedistanceＧhneighborhoodsbeingconsidered,thenewmodelcanidentifymorefineＧgrainedstructureinformaＧ

tionasverifiedinourexperiments,whichalsomakesthecorresponding(α,β,h)Ｇcoredecompositionchallenging．Toaddressthis

problem,anefficientalgorithmbasedoncomputationＧsharingstrategyisproposedandtimecomplexityisanalyzedaccordingly．As

obtainingneighborswithindistancehistimeＧconsuming,alowerboundrelatedto(α,β,h)Ｇcoreisdesignedtoavoidunnecessary
distanceＧhneighborscomputationtofurtherimprovethecomputationalefficiency．ExperimentalresultsoneightrealgraphsdeＧ

monstratetheeffectivenessoftheproposedmodelandefficiencyofitsalgorithm．

Keywords　Bipartitegraphs,(α,β,h)Ｇcoredecomposition,Efficientalgorithm

　



１　引言

实际世界中的许多关系都可以被视为二部图,比如客户Ｇ
产品网络[１]、用户页面网络[２]、基因共表达网络[３]、协作网

络[４]等.随着对二部图应用的不断增加,人们开始专注于解

决与二部图数据管理和分析相关的基本问题[５Ｇ６].与此同时,

(α,β)Ｇcore在多个实际场景中也得到了广泛的应用[７].

(α,β)Ｇcore是二部图分析中一个基本的问题[８].对于给

定的二部图,(α,β)Ｇcore被定义为满足以下条件的最大子图:

一边顶点集合中所有顶点的度数大于或等于α,而另一边顶

点集合中所有顶点的度数大于或等于β.(α,β)Ｇcore分解能

够计算出给定二部图中所有可能α和β组合的对应(α,β)Ｇ

core,类似于kＧcore分解[９Ｇ１０]在单部图上的操作.现有文献中

有大量关于(α,β)Ｇcore分解[１１Ｇ１２]以及kＧcore分解[１３Ｇ１５]的研究.

例如,对于在线群组推荐,高效计算(α,β)Ｇcore是实现容

错子空间聚类的关键步骤,可提升协同过滤推荐系统的性

能[１６];计算(α,β)Ｇcore还能在解决双分图问题的关键步骤中

发挥作用,如双全子图计算和准双全子图计算[１７];此外,在用

户页面网络中,(α,β)Ｇcore模型能够用于欺诈者的检测.在

社交网络中,例如Facebook和 Twitter,用户和页面形成一个

用户页面二部图,其中边表示用户对页面的喜好关系.欺诈

者常常使用大量虚假账户来夸大其对某些页面的喜爱度,以

提升其知名度,(α,β)Ｇcore模型则能够有效地识别此类欺诈

行为[１８Ｇ１９].

然而,正如本文实验结果(第４．３节)所指出,(α,β)Ｇcore
模型仅考虑了子图中距离为１的邻居顶点,导致该模型在准

确捕捉二部图中的细粒度结构信息方面存在一定困难.另一

方面,在社会计算、科学复杂网络分析等领域,研究者们广泛

使用顶点距离大于１的邻居进行社区建模,并取得了丰硕的

研究成果[２０Ｇ２１].鉴于此,本文提出了基于距离泛化的(α,β,

h)Ｇcore模型.不同于传统的(α,β)Ｇcore,(α,β,h)Ｇcore引入了

新参数h,要求子图中一边顶点集合中的任何一个顶点至少

与α个顶点的距离不大于h,另一边集合中的任何一个顶点

至少与β个顶点的距离不大于h.实验结果表明,(α,β,h)Ｇ

core模型能够有效地捕捉二部图中的细粒度结构信息.

１)通过(α,β,h)Ｇcore分解结果,可以很容易构建类似文献[１２]中的索引来实现最优时间计算给定α,β,h对应的(α,β,h)Ｇcore,因此本文仅关注

(α,β,h)Ｇcore分解.

由于需要计算距离不大于h的邻居,(α,β,h)Ｇcore分解

的计算量会增加,因此高效地进行(α,β,h)Ｇcore分解成为制

约该模型的关键问题.为应对这一挑战,本文提出了一种基

于共享计算的分解算法,该算法通过共享计算过程的中间值,

巧妙地减少了非必要的计算,从而有效提高了分解的效率.

同时,由于获取距离不大于h的邻居的操作非常耗时,因此本

文还创新性地提出一种基于下界的分解方法,以避免重复计

算距离不大于h的邻居,进一步提高了计算效率.

本文的主要贡献如下:

１)针对(α,β)Ｇcore模型对二部图中细粒度结构信息刻画

能力弱的问题,提出了基于距离泛化的(α,β,h)Ｇcore新模型;

２)针对(α,β,h)Ｇcore新模型,提出了基于共享计算的

高效分解算法,并设计了适用于(α,β,h)Ｇcore的下界以提高

计算效率;

３)进行了大量的实验,验证了新模型的有效性和所提分

解算法的高效性.

２　问题与定义

二部图G＝(U,V,E)是由两个不相交的顶点集U 和V
组成的图,其中E⊆U×V 且每条边连接U 中的一个顶点和

V 的一个顶点.使用U(G)和V(G)表示G 的两个不相交的

顶点集;用 E(G)表 示 G 中 边 的 集 合;用nu和nv分 别 表 示

U(G)和V(G)中顶点的数量;用n表示图中顶点的总数;

用 m 表示图中边的总数;某一顶点u∈U(G)∪V(G)的度

数,用deg(u,G)表示;同时使用dmaxU (G)(dmaxV (G))来

表示在U(G)(V(G))的 所 有 顶 点 中 度 数 的 最 大 值,即

dmaxU (G)＝max{deg(u,G)|u∈U(G)}.给定一个二部图

G,以及两个顶点集U′⊆U(G)和V′⊆V(G),由U′和V′诱导

出的二部图是G 的子图G′,满足U(G′)＝U′,V(G′)＝V′,

S＝U′∪V′,并且E(G′)＝E(G)∩(U′∪V′).给定一个正整数

h∈N＋ ,对于任意一个在G′中的顶点v∈S,将它的hＧ近邻定义

为NG′(v,h)＝{u∈S|u≠v,dG′(u,v)≤h},其中dG′(u,v)表示在

上顶点u和v之间的最短距离;同时,将一个顶点的hＧ度定义

为该顶点hＧ近邻中顶点的数量,即degh
G′(v)＝|NG′(v,h)|.

定义１((α,β,h)Ｇcore)　给定一个二部图G 和３个整数

α,β,h,用Cα,β,h 来表示(α,β,h)Ｇcore.Cα,β,h 由两个集合 U⊆

U(G)和V⊆V(G)组成,满足以下条件:由 U∪V诱导的子图

G′是G 最大的子图,其中在U中所有顶点的hＧ度不小于α,在

V中所有顶点的hＧ度不小于β,即 ∀u∈U,degh
G′ (u)≥α∧

∀v∈V,degh
G′(u)≥β.

定义２(βmax,α(u))　给定一个二部图和特定的α,h,对于

每一个顶点u∈U(G)∪V(G),βmax,α(u)定义为使得u被包含

在相应的(α,β,h)Ｇcore中的最大β值.如果不存在这样的β
值,那么βmax,α(u)＝０.

定义３(αmax,β(u))　给定一个二部图和特定的β,h,对于

每一个顶点u∈U(G)∪V(G),αmax,β(u)定义为使得u被包含

在相应的(α,β,h)Ｇcore中的最大α值.如果不存在这样的α
值,那么αmax,β(u)＝０.

问题定义:本文旨在研究(α,β,h)Ｇcore分解问题１),即给

定一个无向且未加权的二分图G＝(U,V,E)和一个正整数

h∈N＋ ,计算 出U 中 所 有 顶 点u 对 于 任 意 可 能 的α 值 的

βmax,α(u),以 及 V 中 所 有 顶 点v 对 于 任 意 可 能 的β 值 的

αmax,β(v).

３　算法

３．１　基础核分解算法

下面考虑对于任意可能的α值,如何计算出U 中任意顶

点u的βmax,α (u),αmax,β (u)可 以 类 似 地 计 算.对 于 特 定 的

α,Cα,β＋１,h包含在Cα,β,h之中;另外,考虑顶点u∈U(G)和一个
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特定的α,若 u∈Cα,β,h 􀅰U 且 u∉Cα,β＋１,h 􀅰U,则 可 得 到

βmax,α(u)＝β.因此对于特定的α,可以通过逐步增加β来得

到顶点u的βmax,α(u).据此,本文提出了基础核分解算法,如

算法１所示.该算法使用了两个序列BU 和BV,它们分别按

照hＧ度递增的次序存储U 和V 中的顶点.以BU 为例,BU
[i]表示一个包含所有hＧ度等于i的顶点的列表.这种在计

算过程中保持顶点排序的技术被称为存储桶[２２],它可以在

O(１)的时间内更新每个单元.

该算法迭代所有可能的α值,然后计算在每个α值下任

意顶点u∈U(G)的βmax,α(u).计算过程可分为两个步骤:首

先删去U 中hＧ度小于α的顶点,使得剩余顶点所在子图满足

Cα,β,h,其中β表示V 中顶点的最小hＧ度;然后,对于上一步得

到的Cα,β,h,删除V 中hＧ度等于β的顶点,这一操作可能导致

部分顶点的hＧ度发生改变,一旦发现存在顶点u∈U(G)的

hＧ度小于α,按照上面的论述则可得到βmax,α(u)＝β.按照这

种方式,可以通过自底向上的方式迭代所有可能的α来计算

所有u∈U(G)的βmax,α(u),具体算法操作如算法１所示.

算法１　BasicDecom(G,h)

１．foreachv∈V(G)do

２．　 计算degh
G(v);

３．　 BV[degh
G(v)]←BV[degh

G(v)]∪{v};

４．foreachu∈U(G)do

５．　 计算degh
G(u);

６．　 BU[degh
G(u)]←BU[degh

G(u)]∪{u};

７．G∗ ＝G,α＝－１,BU∗ ＝BU,BV∗ ＝BV;

８．whileU[G∗]≠Ødo

９．　 α＝α＋１;

１０．　whileBU∗[α]≠Ødo

１１．　　从BU∗[α]中选取顶点u并将u移除;

１２．　　计算NG∗ (u,h);

１３．　　从G∗ 中移除u和它对应的边;

１４．　　foreachw∈NG∗ (u,h)do

１５．　　　计算degh
G∗ (w);

１６．　　　ifw∈U(G∗)then

１７．　　　　movewtoBU∗[max(degh
G∗ (w),α)];

１８．　　　else

１９．　　　　movewtoBV∗[degh
G∗ (w)];

２０．computeβmax(G∗ ,α＋１,h,BV∗)．

首先初始化BU 和BV(第１－６行),分别记录输入图中

U 和V 中顶点的hＧ近邻.然后从α＝０开始遍历所有可能的

α(第８－９行).对每个α,删去U 中hＧ度小于或等于α的顶

点,并且同步更新受影响顶点的hＧ近邻,这对应第一个步骤

(第１０－１９行).具体来说,从列表中取出当前hＧ度等于α的

顶点u,并且计算出顶点u的hＧ近邻,接着删除顶点u及其连

接的边(第１１－１３行);对于顶点u的hＧ近邻中的每一个顶点

w,计算出它当前的hＧ度并根据其所属顶点集进行更新(第

１４－１９行).要注意的是,若w∈U(G∗ ),算法只能将w 移动

到BU∗ [α]之后的位置,即使 w 此时的hＧ度小于α,这是因为

BU∗ [α]之前的顶点已经被移除(第１７行).至此,U 中剩余

顶点的hＧ度至少为α＋１.接下来计算βmax(第２０行).

计算βmax的算法如算法２所示.首先初始化两个集合

DU 和DV,用于存储需要处理的顶点(第２行).从β＝１开

始逐步增加β值,对于V 中所有hＧ度等于β的顶点v,计算该

顶点的hＧ近邻,并移除该顶点及其连接的边(第３－８行).由

于顶点v的hＧ近邻中每个顶点的hＧ度均发生了改变,因此算

法将这些顶点按照其所属顶点集加入到DU 或DV 中(第９－

１２行).接着对集合DU 进行处理,取出一个顶点du,若其hＧ
度小于α,则说明该顶点du∈Cα,β,h􀅰U且du∉Cα,β＋１,h􀅰U,由
此可知βmax,α(du)＝β,然后将受其影响的hＧ近邻加入 DU 和

DV,并删除du及其连接的边(第１３－２２行).再对集合DV
进行处理,从DV中选取顶点dv,计算hＧ度并将dv及其连接

的边移除.最后将顶点dv移动到BV[max(degh
G′(dv),β)]

(第２３－２６行),这里dv只能被移动到BV[β]及之后的理由

与算法１第１７行相同.

算法２　computeβmax(G,α,h,BV)

１．G′＝G;

２．DU＝Ø,DV＝Ø,β＝０;

３．whileV(G′)≠Ødo

４．　 β←β＋１;

５．　 whileBV[β]≠Ødo

６．　　 从BV[β]中选取顶点v并将v移除;

７．　　 计算NG′(v,h);

８．　　 从 G′中移除v和它对应的边;

９．　　 foreachw∈NG′(v,h)do

１０．　　　ifw∈U(G′)then

１１．　　　　DU＝DU∪{w};

１２．　　elseDV＝DV∪{w};

１３．　whileDU≠Ødo

１４．　　从 DU中选取顶点du并将du移除;

１５．　　计算NG′(du,h);

１６．　　ifdegh
G′(du)＜αthen

１７．　　　foreachdw∈NG′(du,h)do

１８．　　　　ifdw∈U(G′)then

１９．　　　　　DU＝DU∪{dw};

２０．　　　　elseDV＝DV∪{dw};

２１．　　　βmax,α(du)＝β;

２２．　　　从 G′中移除du和它对应的边;

２３．whileDV≠Ødo

２４．　从 DV中选取顶点dv并将dv移除;

２５．　计算degh
G′(dv);

２６．　movedvtoBV[max(degh
G′(dv),β)].

定理１　给定一个二部图 G,算法１的时间复杂度为

O((maxα＋maxβ)|U∪V|D(D＋E~ )).其中,maxα和maxβ分

别指算法１计算U 中顶点的βmax,α(du)时所需考虑的α的最

大值(第９行),以及计算V 中顶点αmax,β(v)时所需考虑的β的

最大值;D 和E~ 分别表示一个顶点的hＧ近邻引起的子图中所

包含的最多顶点数和边数.

证明:算法在(maxα＋maxβ)次循环中遍历所有顶点,在
对每个顶点进行处理时,需要重新计算其hＧ近邻内所有顶点

的hＧ度.该操作需花费(D＋E~ )的时间,因此该时间复杂度

的量级为 O((maxα＋maxβ)|U∪V|D(D＋E~ )).

３．２　改进的核分解算法

算法１分别对U(G)和V(G)中的顶点进行独立处理,
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需要进行 O(maxα＋maxβ)次迭代才能完成核分解.然而,

(maxα＋maxβ)在实际图中可能非常大,这使得算法１在真实

场景中难以被有效应用.本节在处理U(G)和V(G)顶点的

期间,采用计算共享的方式,将迭代次数成功减少到２δ,其中

δ是满足Cδ,δ,h不为空的最大值.同时,还提出了核分解的下

界,并采用优先队列来存储顶点,改进了对hＧ度的计算方法,

最终提出了一种改进的核分解算法.

定理２　给定一个二部图G,对于图中所有顶点v∈V
(G)和任意给定β＞δ,都有αmax,β(v)≤δ.同样地,对于图中所

有顶点u∈U(G)和任意给定α＞δ,都有βmax,α(v)≤δ.

证明:假 设 存 在 一 些 顶 点v∈V(G)并 且β＞δ,使 得

αmax,β(v)＞δ.由αmax,β(v)的定义可知,Cδ＋１,δ＋１必为非空,这与

δ的定义相矛盾.因此对于所有的β＞δ且v∈V(G),都有

αmax,β(v)≤δ.βmax,α(v)≤δ的证明同理可得.

由定理２可知,算法的迭代次数可减少到２δ.具体来

说,在计算βmax的过程中仅需将α由１迭代到δ;同样地,在计

算αmax的过程中仅需将β由１迭代到δ.这是由于在将α由１
迭代到δ的过程中,不仅能计算出对应α的βmax,还能同时计

算出β＞δ时对应的αmax.β由１迭代到δ的过程同理.

下面讨论适用于核分解的下界.算法１在大型和密集的

网络上是低效的,因为对于每个删除的顶点,它需要重新计算

其hＧ近邻中每个顶点的hＧ度.对此,本文对算法１进行了改

进,提出了两个下界.

定理３　给定一个二部图G 和h,如果β′≤β,α′≤α,则

Cα,β,h一定包含在Cα′,β′,h′之中.

证明:该定理可以直接由定义１推导而得.

定理４　对于一个二部图G,给定α０,h,u０∈U(G),其中

βmax,α０
(u０)＝β０,则对于任意α１,满足α１＞α０,一定有βmax,α１

(u０)＝

β１≤β０.故给定h,对于任意u∈U(G)和α,若存在βmax,α＋１(u),

则βmax,α(u)的下界为βmax,α＋１(u).

证明:对于任意顶点u∈U(G)和给定的α０ 和h,其中

βmax,α０
(u)＝β０,假 设 存 在α１,满 足α１ ＞α０,并 且 其 对 应 的

βmax,α１
(u)＝β１＞β０,则说明u属于(α１,β１,h)Ｇcore.根据定理

３,u也属于(α０,β１,h)Ｇcore,这与βmax,α０
(u)＝β０冲突,故β１≤β０.

观察１对于一个二部图G,给定α和h,算法２需要迭代β
并且删除hＧ度小于等于β的顶点(算法２第４－８行).对于

某一顶点v∈V(G),当α＝α０时,将顶点v被删除时的β值记

为β０;而当α＝α０＋１时,将顶点v被删除时的β值记为β１.观

察发现,必然满足β１≤β０.换而言之,当α＝α０时,顶点v被删

除时的β值的下界是在α＝α０＋１时该顶点被删除时的β值.

此外,对计算hＧ度的方法也进行了改进.在基础算法

中,当删除某个顶点以后,需对其hＧ近邻中的所有顶点重新

计算hＧ度;而在优化后的算法３中,若被删除顶点的hＧ近邻中

的某个顶点与被删除顶点的距离为h,那么只需对该顶点原

本的hＧ度减１即可完成更新,无需再重新计算.

改进的算法如算法３所示.与算法１不同,两个下界的

使用要求α从大到小进行迭代,因此需要维护两个集合 DG
和DBV,分别记录图G∗ 和BV∗ 的变化.此外,本文定义了两

个数组LB和setLB,LB表示V 中顶点被删除时β值的下界,

setLB为true表示该顶点存在这样的下界.

算法３　ABHCoreDecom(G,h)

１．δ←满足Cδ,δ,h不为空的最大δ值

２．同算法１第１－６行;

３．G∗ ＝G,BU∗ ＝BU,BV∗ ＝BV;

４．DG＝Ø,DBV＝Ø;

５．forα＝０toδ－１do

６．　 whileBU∗[α]≠Ødo

７．　　 从BU∗[α]中选取顶点u并将u移除;

８．　　 DG[α]←DG[α]∪u连接的边;

９．　　 同算法１第１２－１９行;

１０．　DBV[α]←BV∗ 在当前α中的变化;

１１．BVδ－１＝BV∗ ,Gδ－１＝G∗ ;

１２．foreachv∈V(G)do

１３．　LB(v)←０;

１４．forα＝δ－１to０do

１５．　BV∗
α ＝BVα;

１６．　foreachv∈V(Gα)do

１７．　　ifLB(v)≠０then

１８．　　　movevtoBV∗
α [LB(v)];

１９．　　setLB(v)←true;

２０．　　　elsesetLB(v)←false;

２１．　computeβmax
＋(Gα,α＋１,h,BV∗

α ,LB,setLB);

２２．　BVα－１←用 DBV[α]和BVα恢复BVα－１;

２３．　Gα－１←用 DG[α]和Gα恢复Gα－１.

算法３首先将α由０迭代至δＧ１,在这一过程中删除U 中

hＧ度小于或等于α的顶点,并记录每个α下G∗ 和BV∗ 的变化

(第５－１０行);然后再由大到小反向迭代α,用DG和DBV 恢

复当前α下的G∗ 和BV∗ .检查V(Gα)中的每个顶点v,如果

该顶点存在被删除时β值的下界,则该顶点在BV∗ 中的位置

移动到其下界处,表示β至少迭代到其下标时顶点v 才会被

删除(第１４－２３行).

本文同样对βmax的计算进行了改进,如算法４所示.与算

法２整体结构相同,算法４首先删除V 中hＧ度小于或等于β
的顶点,然后依次更新受影响的顶点.但在实现细节上有所

不同,具体如下.与算法２中每删除一个BV[β]中的顶点就

更新受其影响的顶点不同,算法４使用了双层 while循环,这

样的设计能够一次性处理BV[β]中现有的所有顶点,再考虑

受其影响的顶点.这种方式能够使得受影响的顶点更快达到

最终状态,从而减少迭代次数.此外,算法４在处理BV[β]中

的顶点v时,对其是否存在被删除时的下界进行判断.如果

存在且之前未访问过,则将其放入BV适当的位置中,并标记

为已访问状态(第７－９行),这是因为此时β一定小于它的下

界,所以该顶点不需要被移除,从而避免了对其hＧ近邻的hＧ度

进行更新.若不存在这样的下界,则从G′中移除v和它连接的

边.接着根据观察１,将LB(v)赋值为β.然后根据定理２更

新αmax,i(v),其中i＝１,２,􀆺,β,若αmax,i(v)＜α,则将αmax,i(v)赋

值为α(第１０－１５行),这是因为当顶点v被删除时,顶点v在

Cα,β,h中,因此αmax,i(v)至少是α.接着考虑将顶点v的hＧ近邻

中受影响的顶点加入DU 或DV.与算法２不同的是,算法４
加入了下界判断.如果满足以下条件,则无需进行更新:基于

定理４,若当前顶点u满足β＜βmax,α＋１(u)(第１７行),则该顶点
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在这一轮的处理中不会出现hＧ度小于α的情况,故无需重新

计算其hＧ度;基于观察１,若顶点v存在被删除时的下界且未

被访问,则该顶点不会在当前这一轮处理中被删除.然后算

法对DU 进行处理,由于DU 使用的是优先队列,在队头的点

是最有可能满足hＧ度小于α的顶点,因此优先处理这样的顶

点能够更新更多顶点的hＧ度,使未达到hＧ度小于α条件的顶

点更快达到该条件,从而减少迭代次数,达到减少计算的目

的.对于DU 中的元素处理,只需在算法２的基础上同样添

加第１７行和第１９行的下界判断(第２１－３０行).DV的处理

过程与算法２一致(第３１行).

算法４　computeβmax
＋ (G,α,h,BV,LB,setLB)

１．同算法２第１－２行;

２．whileV(G′)≠Ødo

３．　 β←β＋１;

４．　　 whileBV[β]≠Ødo

５．　　　 whileBV[β]≠Ødo

６．　　　　 同算法２第６－７行;

７．　　　　 ifsetLB(v)then

８．　　　　　 movevtoBV[max(degh
G′(v),β)];

９．　　　　　 setLB(v)←false;

１０．　　　　else

１１．　　　　　从 G′中移除v和它对应的边;

１２．　　　　　LB(v)←β;

１３．　　　　　fori＝１toβdo

１４．　　　　　　ifαmax,i(v)＜αthen

１５．　　　　　　　αmax,i(v)←α;

１６．　　　　　foreachw∈NG′(v,h)do

１７．　　　　　　ifw∈U(G′)且β≥βmax,α＋１(w)then

１８．　　　　　　　DU＝DU∪{w};

１９．　　　　　　elseifw∈V(G′)且¬setLB(W)then

２０．　　　　　　　DV＝DV∪{w};

２１．　　whileDU≠Ødo

２２．　　　同算法２第１４－１５行;

２３．　　　ifdegh
G′(du)＜αthen

２４．　　　　foreachdw∈NG′(du,h)do

２５．　　　　　ifdw∈U(G′)且β≥βmax,α＋１(dw)then

２６．　　　　　DU＝DU∪{dw};

２７．　　　　elseifdw∈V(G′)且¬setLB(w)then

２８．　　　　　DV＝DV∪{dw};

２９．　　　　βmax,α(du)←β;

３０．　　　　从 G′中移除du和它连接的边;

３１．　　同算法２第２３－２６行.

１)https://grouplens．org/datasets/movielens/
２)http://konect．cc/
３)https://networkrepository．com/

定理５　给定一个二部图 G,算法３的时间复杂度为

O(δ|U∪V|D(D＋E~ )).其中δ指计算βmax,α(u)和αmax,β(v)

所需循环的次数,且２δ≤maxα＋maxβ.

证明:与基础算法相同,该算法在每次循环中都需要遍历

所有的顶点,因此在每次循环中具有相同的时间复杂度.然

而,正如第４章中的结果所示,由于计算hＧ度的次数减少,

ABHCoreDＧecom算法每次循环通常比BasicDecom算法快.

４　实验结果

本文在Linux操作系统下进行了所有实验,并使用了一

台IntelXeon２．６０GHzCPU 和 ２５６GBRAM 的设备 进 行

测试.

４．１　实验设置

本文评估了算法在８个真实的公开数据集上的表现.这

些数据集 均 为 未 加 权 的 无 向 图,其 中 ML(mlＧ１００k)来 自

grouplens１);PR(dbpediaＧproducer),CS(komarixＧciteseer),

AM(actorＧmovie)和PA(dblpＧauthor)来自konect２);DM(recＧ

amzＧDigitalＧMusic),PLG(recＧamzＧPatioＧLawnＧGarden),AMT
(recＧamzＧAutomotive)来自networkrepository３).表１列出了

这些数据集的摘要信息,其中|U|和|V|表示两个顶点层的顶

点数,|E|表示边数.实验对所有数据集进行了预处理,删除

了重复的边和孤立的顶点,并呈现了处理后的结果.实验实

现并比较了以下算法:BasicDecom,即第３章中提到的基础算

法(算法１),以下简称为 Basic;ABHCoreDecom,即本文提出

的基于距离泛化的(α,β)Ｇcore分解算法(算法３),以下简称为

ABH.所有算法均使用C＋＋语言进行实现.实验将每个测

试的最大运行时间设置为４天.若一个测试在规定时间内未

停止,则将相应的处理时间表示为INF.需要注意的是,每个

数据集都进行了５次重复实验,以减小误差并避免结果的随

机性.

表１　真实的网络数据集

Table１　Realnetworkdataset

数据集 |U| |V| |E| 平均度数 最大度数

ML ９４３ １６８２ １０００００ ７６．１９ ７３７
PR ４８８３３ １３８８３９ ２０７２６８ ２．２１ ５１２
CS １０５３５３ １８１３９５ ５１２２６７ ３．５７ ３８５
DM ４７８２３５ ２６６４１４ ８３６００６ ２．２５ １９５３
PLG ７１４７９１ １０５９８４ ９９３４９０ ２．４２ ３１８０
AMT ８５１４１８ ３２０１１２ １３７３７６８ ２．３５ ２７３８
AM １２７８２３ ３８３６４０ １４７０４０４ ５．７５ ６４６
PA １９５３０８５ ５６２４２１９ １２２８２０５９ ３．２４ １３８６

４．２　评估算法效率

实验１　效率测试.实验设置了h＝１,２,３,分别评估了

Basic和ABH 算法在８个数据集上的运行时间和hＧ度计算时

间,结果如表２所列.可以发现,在每个数据集上,ABH 算法

在运行时间和hＧ度计算时间上均优于 Basic算法,这主要是

由于 ABH 算法在运行过程中避免了大量不必要的hＧ度计

算,这与第３章中的分析一致.此外,也可以观察到运行时间

并不是简单随着数据集规模的增大而赠加,它还与数据集的

结构有关.具体来说,ABH 算法中的δ以及 Basic算法中α
和β的迭代次数都会对运行时间产生影响.当h＝３时,每个

顶点的hＧ度急剧增加,导致hＧ度计算需要花费更多的时间,

从而使得 ABH 算法的剪枝效果更加明显,但是这也导致部

分数据集未在规定时间内停止.
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表２　在８个数据集上２种算法的运行时间

Table２　Runningtimeof２algorithmson８datasets
(s)

算法

运行时间

h＝１ h＝２ h＝３
Basic ABH Basic ABH Basic ABH

hＧ度计算时间 K
h＝１ h＝２ h＝３

Basic ABH Basic ABH Basic ABH
ML ２３．２ ２．０ ２２６５３．９ ４７６．１ INF １０２１７．４ １３．５ ０．２ ２２２４７．０ １３３．２ INF ９８５３．１
PR ３０．０ ２．６ ２８１．２ ６３．２ １１７２８７．２ ４８４．５ ７．９ ０．８ １６５．６ １２．３ １１２１６２．６ １８２．０
CS ７１．６ ７．４ ３１０．６ ８９．０ １９２２９．９ ６９４．６ １３．６ ２．３ １５８．２ ２２．１ １６４２１．３ ２３５．９
DM ９７９．６ ２９．０ ８６１４３．６ ２７０６．７ INF １５３８４７．４ ２９３．３ １７．６ ７９４２８．５ ６１７．５ INF ４０１１８．６
PLG １４６２．２ ３０．４ ２１４４１．３ ４１９７．３ INF ５３９３０．４ ５２８．５ ２０．１ １６７１２．４ ８０６．７ INF １３７００．１
AMT １７１６．９ ４２．１ ２５７６５．７ ４０１８．７ INF ８３３７５．６ ５６７．４ ２９．２ ２０１６９．６ ９５３．９ INF ２１０３１．３
AM ３４０．８ ３７．５ ７０６５８．８ １６０５．０ INF INF １４１．１ １７．０ ６３０５８．４ ６８５．６ INF INF
PA １９５８８．７ ２３２８．０ INF ２６３５０．５ INF INF １４７７０．１ ２０８４．２ INF ２０１１９．２ INF INF

　　实验２　可扩展性测试.实验评估了算法的可伸缩性.
为此,实验将顶点随机抽样数量从２０％增加到１００％,并将得

到顶点的诱导子图作为输入图,以测试算法的可伸缩性.实

验结果如图１和图２所示.可以发现,随着顶点数量的持续

增加,Basic和 ABH 算法的运行时间稳定增加.ABH 算法在

所有情况下都比Basic算法具有更好的性能,且Basic算法的

运行时间增长幅度更大.例如,在 PR上,当h＝３,顶点数从

２０％ 增加到１００％时,ABH 算法的运行时间从２．９１s增加到

４８４．５７s,而Basic的运行时间从３．７７s增加到１１７２８７．３９s.
当h＝３时,在任意数据集上,ABH 算法比 Basic算法快约两

个数量级.随着数据规模的增大,Baisc算法和 ABH 算法均

出现了未能在规定时间内停止的情况.其中,Basic算法在

６个数据集中出现了这种情况,并且该情况最早出现在考虑

２０％的顶点时;而 ABH 算法仅在两个数据集中出现了这种

情况,并且在考虑全部顶点时才出现该情况.以上结果表明

了 ABH 算法在实践中具有良好的可扩展性.

　(a)ML(h＝２) 　　(b)ML(h＝３) 　　(c)PR(h＝２) 　　(d)PR(h＝３)

　(e)CS(h＝２) 　　(f)CS(h＝３) 　　(g)DM(h＝２) 　　(h)DM(h＝３)

图１　在前４个数据集上不同顶点比例对应的两种算法的运行时间

Fig．１　Runningtimeof２algorithmscorrespondingtodifferentvertexproportionsonthefirst４datasets

　(a)PLG(h＝２) 　　(b)PLG(h＝３) 　　(c)AMT(h＝２) 　　(d)AMT(h＝３)

　(e)AM(h＝２) 　　(f)AM(h＝３) 　　(g)PM(h＝２) 　　(h)PM(h＝３)

图２　在后４个数据集上不同顶点比例对应的两种算法的运行时间

Fig．２　Runningtimeof２algorithmscorrespondingtodifferentvertexproportionsonthelast４datasets
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１)https://dblp．org/

４．３　案例分析

实验在dblp１)上节选出部分作者Ｇ文章二部图,如图３所

示.其中,U 顶 点 集 合 表 示 作 者 (u１ 至u５ 分 别 为 Yixiang
Fang,ChenjiHuang,XueminLin,LongYuan,LuQin),V 顶

点集合表示文章.当某篇文章由图中作者创作时,作者顶点

就会与该文章顶点建立一条连接边.图３展示了(α,β)Ｇcore
模型,对应文章中h＝１的情况.图４是(α,β,２)Ｇcore分解的

示意图.对于这个案例,现有的(α,β)Ｇcore模型将整个图划

分为(２,２)Ｇcore,无法进一步分解.但是,若使用(α,β,２)Ｇcore
分解,不仅能得到同样划分的(３,４,２)Ｇcore,还能获得更为细

致的(２,５,２)Ｇcore和(４,４,２)Ｇcore.通过观察可以发现,u１,

u２以及u３和它们邻接的顶点之间形成了更加结构化的区域.

当h＝２时,允许作者与作者之间建立直接联系,而不需要文

章作为中介,这扩大了同一顶点集内的联系,进而得到更加细

致的分析,这有效地刻画了二部图中细粒度结构信息.

图３　(α,β)Ｇcore分解示意图

Fig．３　Schematicdiagramof(α,β)Ｇcoredecomposition

图４　(α,β,２)Ｇcore分解示意图

Fig．４　Schematicdiagramof(α,β,２)Ｇcoredecomposition

结束语　本文研究了基于距离泛化的(α,β)Ｇcore分解算

法,提出了一种基于共享计算和下界的分解算法,该算法通过

共享计算过程的中间值来减少非必要计算,提高分解效率.

在此基础上,还提出一种(α,β,h)Ｇcore下界以减少重复计算,

进一步提高了计算效率.实验结果证明了该算法的有效性和

高效性.然而当h＝３并且图较大时,仍然存在算法时间过长

的问题,未来可以考虑使用并行方式来解决此问题.与此同

时,动态变化已成为大规模二部图数据的重要特性,因此,在

未来的工作中可考虑进一步研究针对动态二部图的高效(α,

β,h)Ｇcore分解算法.
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