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摘　要　随着目标数量的增加,多目标优化问题(MultiObjectiveProblems,MOPs)的求解越来越困难.基于分解的多目标进

化算法表现出更好的性能,但在求解具有复杂 Pareto前沿的 MOPs时,此类算法易出现种群多样性不足、算法性能下降等问

题.为了解决这些问题,提出了一种基于非欧几何权向量产生策略的分解多目标优化算法,通过在非欧几何空间中拟合非支配

前沿并进行参数估计,再利用对非支配解目标变量的正态统计采样生成权向量,以此引导种群的进化方向并保持种群的多样

性.同时在非欧几何空间中周期性重新确定子问题的邻域,提高分解算法协同进化的效率,进而提高算法的性能.基于 MaF
基准测试函数的实验结果表明,相比 MOEA/D,NSGAＧIII和 ARＧMOEA 算法,所提算法在求解多目标和众目标优化问题方面

具有明显的优势.
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Abstract　Withtheincreaseofthenumberofobjectives,multＧobjectiveproblems(MOPs)aremoreandmoredifficulttosolve．

DecompositionＧbasedmultiＧobjectiveevolutionaryalgorithmsshowbetterperformance．However,whensolvingMOPswithcomＧ

plexParetofronts,decompositionＧbasedalgorithmsshowpoordiversityinpopulationandtheperformancedeteriorates．ToadＧ

dresstheseissues,thispaperproposesadecomposition multiＧobjectiveoptimizationalgorithm with weightvectorgeneration

strategybasedonnonＧEuclideangeometry．ByfittingthenonＧdominatedfrontierinthenonＧEuclideangeometricspaceandestimaＧ

tingtheparameters,thenormalstatisticalsamplingofthetargetvariableofthenonＧdominatedsolutionisusedtogeneratethe

weightvector,soastoguidetheevolutiondirectionofthepopulationandmaintainthediversityofthepopulation．Meanwhile,the

neighborhoodofsubＧproblemscanberebuiltperiodically,toimprovetheefficiencyofthecoＧevolutionofdecompositionalgorithm

andimprovetheperformanceofthealgorithm．ExperimentresultsbasedontheMaFbenchmarktestproblemsshowthat,comＧ

paredwithMOEA/D,NSGAＧIIIandARＧMOEAalgorithms,theproposedalgorithmhassignificantperformanceinsolvingmultiＧ

objectiveoptimizationproblems．
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１　引言

近年来,进化算法被广泛用于求解各类多目标优化问题.

为了使求得的解集具有良好的收敛性和多样性,研究人员进

行了大量的研究,促进了多目标进化算法的蓬勃发展与应

用[１Ｇ３].根据选择策略,多目标进化算法可以分为３类.

第一类为基于支配关系的多目标进化算法[４Ｇ６],此类算法

通过比较种群中解的支配关系对个体进行选择,收敛性好的

解优先被选择.但是随着目标数量增多,种群中的大部分个

体都互不支配,导致支配关系的选择压力不足,因此该类算法

在求解高维多目标优化问题时性能严重下降.

第二类多目标进化算法为基于指标的多目标进化算

法[７Ｇ９],此类算法直接将衡量算法性能的指标如IGD 指标、

HV指标、R２指标等作为种群选择的标准,因此能够同时



兼顾算法的收敛性和多样性.但以指标贡献为导向的个体选

择策略容易误选个体,造成种群多样性变差,而且此类算法需

要额外消耗计算资源来计算性能指标,易导致算法性能下降.

第三类为基于分解的多目标进化算法[１０Ｇ１２],此类算法利

用聚合方法将多目标优化问题转换为单目标优化问题,具有

更大的选择压力,尤其在求解高维多目标优化问题时具有一

定的优势.此类算法通过权向量或参考点引导种群进化,权

向量或参考点的分布与问题PF形状之间的匹配性决定了得

到的解集的分布性和均匀性.此类算法在求解形状简单 PF
的多目标优化问题时具有收敛速度快的特点,但在求解具有

复杂PF形状的多目标优化问题时,算法容易出现无法完整

覆盖整个Pareto前沿、解集分布不均匀等问题.

在基于分解的多目标进化算法的研究中,权向量或参考

点是种群进化的动力,权向量的生成和调整是此类算法的重

要研究内容,也是保证解集收敛性和多样性的关键.MOEA/

D方法[１０]使用 Das和 Dennis的系统方法[１３]生成权向量或参

考点,该方法将参考点放置在一个归一化的超平面上.然而

对于PF是凸的或凹的,甚至是退化的、反转型的多目标优化

问题,这种权向量或参考点设置方式难以有效地引导种群中

个体的分布,因此求解效果欠佳[１４].根据种群进化中的历史

信息和过程信息调整权向量或参考点的分布能够较好地改进

算法求解复杂PF的多目标问题的性能.

现有研究中,一类比较有效的权向量或参考点调整方法

是利用种群或档案集中的非支配解实现权向量的生成和调

整.Dong等[１５]提出了 一种自适应权向量调整方法,利用种群

进化过程中生成的非支配解重新生成权向量.在权向量调整

中,每个非支配解的目标向量与其对应的权向量的夹角为零.

Sri等[１６]提出了一种双档案集的分解多目标进化算法,一个

档案集用于调整权向量,另一个档案集用于更新参考点.Dai
等[１７]研究了基于均匀设计和拥挤距离的方法来生成权向量,

并根据非支配解间距离自适应调整权向量.Zhao等[１８]利用

种群个体对权向量进行两次调整,在第一次调整中利用种群

进化的历史过程信息提高权向量调整的准确性,在第二次调

整中进一步根据种群的分布对权向量的分布性进行调整来保

证分布的均匀性.Sun等[１９]提出了一种基于分解和分层聚

类选择的多目标优化算法,使用一组自适应参考向量对种群

中的优势个体进行排序,保留有希望的候选解,同时采用分层

聚类选择策略,选择收敛性好的解,采用多样性维护策略去除

多样性差的解决方案[１９].Liang等[２０]提出了两种新的参考

向量自适应调整策略:参考向量缩放策略通过引用中心向量

调整其他参考向量,用于求解凸/凹PF的 MaOP;基于种群个

体的位置变换策略来处理不规则 PFs.Li等[２１]突破固定权

向量的限制,将随机权向量和自适应权向量引入 MOEA/D
中,并利用飞蛾搜索算法作为算子,提高了算法的全局搜索

能力.

还有一类研究是利用 Pareto前沿拟合或学习的方法生

成和调整权向量.这类研究在一定程度上实现了权向量分布

的预测,基于预测信息创建和调整权向量的方法能够更好地

改进种群的进化方向,保持种群的多样性.应用非线性拟合

方法对Pareto前沿形状建模,进而实现权向量的自适应调

整,但这种方法会消耗大量的计算资源,使算法具有很高的复

杂性[２２Ｇ２４].Guo等[２５]提出了一种基于拥挤信息的预设初始

权向量生成策略以获取种群分布的有效面积,采用自组织映

射权向量设计方法生成权向量,获取PF分布的拓扑结构,并

提出Lp度量距离与角度距离相结合的复合聚合函数,提高

算法收敛性和多样性.Wu等[２６Ｇ２７]通过学习Pareto前沿的几

何形状,同时利用高斯过程回归模型生成新的权向量.他们

进一步利用学习模块学习非支配前沿的统计信息,提出了

MOEA/DＧLTD算法,通过对大量的检测集利用高斯回归过

程学习多目标优化问题的 PF形状.Ge等[２８]提出了一种基

于级联聚类和参考点增量学习两个交互过程的多目标优化算

法,利用级联聚类选择种群中的优势解,并将此信息作为反馈

进行增量学习,通过增量学习逐步获得参考点的适当分布,并

重新产生参考向量.Liu等[２９Ｇ３０]将神经网络模型用于学习权

向量的拓扑结构,根据种群进化需要生成权向量几何.

为了提高分解多目标进化算法求解各类 Pareto前沿形

状的多目标问题和高维多目标问题的性能和质量,本文设计

和实现了一个基于非欧几何权向量产生策略的分解多目标进

化算法,主要工作包括:

１)提出了一种基于非欧几何空间的权向量生成策略,通

过对非支配解的拟合和参数估计,并对目标变量的边缘正态

分布采样生成权向量,使权向量与非支配前沿分布保持一致,

在为种群进化提供有希望的方向的同时保持种群的多样性.

２)将权向量生成策略嵌入 MOEA/D算法框架中,周期

性生成权向量集合,满足种群进化各阶段的需求.

３)利用贪婪匹配策略实现权向量与子问题当前解的匹

配,同时在非欧几何空间中周期性地重新构造子问题的邻域

关系,提高种群的协同进化效率.

４)在非欧几何空间中实现档案集的更新,保证非支配解

集的质量和分布性.

５)将所提算法与 MOEA/D,NSGAＧIII,ARＧMOEA 算法

进行实验对比,对 MaF基准问题进行测试,验证所提算法的

有效性.

本文第２章介绍了多目标优化研究中的基本概念,并给

出了Lp范数的定义及其与超平面之间的关系;第３章详细介

绍了所提算法的框架和策略;第４章为实验部分;最后总结全

文并展望未来.

２　基础知识

２．１　多目标优化

多目标优化问题一般用式(１)表示,即通过求得n维解向

量x∗ ＝[x１,x２,􀆺,xn]T,使f(x∗ )的 M 个目标达到最优.

其中,x＝[x１,x２,􀆺,xn]T为由n个变量构成的决策向量,U
为n维决策向量构成的决策空间,x∈U.f(x)为f:U→RM 的

M 维目标向量.众目标优化问题通常指目标的个数 M＞３的

多目标优化问题.
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Minimizef(x)＝(f１(x),􀆺,fM(x))T

s．t．x∈U⊆Rn
(１)

在多目标问题中,如果一个解x支配解y,可以表示为

x≺y,对于解x和y 而言,所有的目标函数值均有fi(x)≤

fi(y),i＝１,􀆺,M,且至少存在一个目标k,使fk(x)＜fk(y).

Pareto最优解x∗ 则表示不存在任何解y可以使y≺x∗ .所

有Pareto最优解的集合称为Pareto最优解集,对应目标向量

的集合称为Pareto前沿.多目标优化的目标是得到尽可能

接近Pareto最优解集的集合,且解集对应的Pareto前沿具有

良好的多样性.在众目标问题的求解中,使用 Pareto支配关

系对解进行比较,容易出现大部分解互不支配的现象,而且随

着目标数目的增多,非支配解的数量会呈指数级增加,因此求

解众目标问题也更加困难.

２．２　Lp范数

在二维或者三维目标空间中,两个点之间的距离通常使

用欧氏距离进行计算.但是在高维空间中,点的分布具有稀

疏性,欧氏距离难以准确描述两点距离的精确信息[３１].非欧

几何扩大了几何学的研究范围,使几何学的研究对象由图形

的性质进入到抽象空间,非欧几何空间是更一般的空间形式.

Lp范数是欧氏距离在高维空间的一般性表达,如式(２)所示:

‖v‖p＝(vp
１＋􀆺＋vp

j＋􀆺＋vp
M)１/p (２)

其中,M 为高维空间的维度,Vj是第j 维空间两个点坐标的

差.利用Lp范数可以对任意维度空间中点之间的距离进行

度量.p的不同取值表达了M 维空间中两点距离的不同度

量,到某个点距离相同的点的集合依赖于参数p的设置.单

位超曲面[３１]则表示到坐标原点的Lp范数等于１的所有点的

集合,使用‖􀅰‖p＝１表示.而单位超曲面的形状也依赖参

数p,p取值不同,单位超曲面的形状也不同.p为１时单位

超曲面为超平面;p为２时单位超曲面为标准球面;p的取值

在０和１之间时,单位超曲面为凹曲面;p值大于１时单位超

曲面为凸曲面.

利用Lp范数将多目标优化问题的目标空间表达为非欧

几何空间,通过估计 Lp范数参数p来识别 Pareto前沿的方

法为研 究 多 目 标 进 化 算 法 提 供 了 一 种 很 好 的 研 究 思 路.

Panichella[３２]提出了一种高效估计参数p的方法实现对非支

配前沿的拟合,并设计了相应的选择策略来平衡收敛性和多

样性,增加了基于支配关系的多目标优化算法求解高维多目

标优化问题的选择压力.Benali等[３３]在其基础上对 Pareto
前沿进行拟合,并利用KＧmeans＋＋方法对非均匀 Pareto前

沿进行多样性管理,取得了较好的效果.但上述研究均是将

Lp范数应用于基于支配关系的多目标进化算法,并没有将其

应用于基于分解的多目标进化算法.本文尝试将上述研究成

果应用在基于分解的多目标进化算法的研究中,利用 Pareto
前沿的拟合和参数估计,在非欧几何空间中设计相应的权向

量生成策略,目标在于沿非支配前沿的方向引导权向量的

生成,进而弥补基于分解多目标进化算法在多样性维护方

面的不足,提高算法求解各类多目标和众目标优化问题的

性能.

３　LpＧMOEA/D算法

３．１　算法框架

本文提出了基于非欧几何权向量产生策略的分解多目标

进化算法(LpＧnorm MultiＧObjectiveEvolutionaryAlgorithm

basedonDecomposition,LpＧMOEA/D),该算法利用 Lp范数

实现非支配前沿的拟合和参数估计,依据目标向量的边缘分

布信息生成权向量,保证子问题沿着 Pareto前沿的方向进行

进化同时保证种群多样性.LpＧMOEA/D算法的框架如图１
所示,算法将权向量调整策略嵌入基于分解的多目标进化算

法,周期性地使权向量的分布与非支配前沿保持一致.为了

进一步描述算法的细节,算法１给出了 LpＧMOEA/D算法完

整流程.

图１　LpＧMOEA/D算法的框架

Fig．１　LpＧMOEA/Dalgorithmframework

在步骤１中利用 Das等提出的方法[１３]初始化权向量集

合,并根据初始参数p(默认取２)来确定子问题的邻域.在步

骤１３中将更新邻域成功的新个体y暂存在集合U 中,用于

在步骤１５中对档案集进行更新.在步骤１６－步骤２１中以

Tfit为频率周期性完成利用档案集拟合非支配前沿和参数估

计,并重新产生权向量集合.具体过程为:步骤１７利用档案

集中非支配解完成非支配前沿的拟合和参数p的估计;步骤

１８则利用参数p和非支配解目标向量边缘正态统计信息的

采样重新生成权向量集合;步骤１９中子问题邻域根据参数p
来重新确定,这样能更准确地确定子问题的邻域关系,提高邻

域信息协同的效率;步骤２０则利用贪婪匹配的方法完成权向

量与种群的匹配.

算法１　LpＧMaOEA/D算法

参数设置:参数p初始值,种群规模 N,邻域 T,邻域最大替换次数Tr,

档案集最大容量NEXA,估计周期Tfit;

１．初始化权向量集合 W＝{λ１,􀆺,λNP};

２．确定子问题的邻域B(i)＝{i１,􀆺,iT};

３．初始化所有子问题,并评价目标值;

４．初始化参考点 Z∗ ;

５．利用非支配解初始化外部档案集EXA;

６．　 While(终止条件不满足)do
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７．　 　Fori＝１toNDo

８．　 　　从子问题i的邻域B(i)中随机选择父代个体;

９．　 　　进行交叉、变异操作产生新个体y;

１０．　　　计算个体y切比雪夫聚合函数值;

１１．　　　更新参考点Z∗ ;

１２．　　　更新邻域B(i);

１３．　　　如果邻域更新成功,利用个体y→U;

１４．　EndFor

１５．　利用集合 U中非支配解更新档案集EXA;

１６．　If(t％Tfit＝＝０)

１７．　　利用EXA中拟合非支配前沿和估计参数;

１８．　　重新生成权向量(见算法２);

１９．　　确定子问题邻域;

２０．　　将种群分配给子问题;

２１．　Endif

２２．EndWhile

３．２　非支配前沿拟合与参数估计

为了在非欧几何空间中描述档案集中非支配解在目标空

间的分布,需要先对非支配解的目标函数值进行归一化处理,

以减少目标的不同量纲对非支配前沿形状的影响.具体的归

一化方法为在档案集中获取各维目标函数值的最大值Fmax
j 和

最小值Fmin
j ,j＝１,􀆺,M,其中Zmin

j 为理想点对应第j 维的取

值.并利用式(３)对各维目标值进行处理,得到归一化后的目

标函数值.再利用单位超曲面‖fj′(xi)‖p＝１对非支配前

沿形状进行拟合.本文采用文献[３２]中提出的 Pareto前沿

拟合方法并对参数p进行估计.这一方法拟合效率高,不会

增加算法的计算资源消耗.

fj′(xi)＝(fj(xi)－Zmin
j )/(Fmax

j －Fmin
j ) (３)

３．３　权向量产生策略

利用 Das等提出的方法[１３]所生成的权向量均匀分布在

超平面中,但是很多的多目标问题的 Pareto前沿形状并不是

平面的,利用这样的权向量难以很好地引导种群的进化.利

用Pareto前沿引导权向量的分布,能够有效地改进种群的进

化方向和多样性.基于这一想法提出了一种基于非欧几何的

权向量产生策略,具体的生成方法如算法２所示.

算法中首先在步骤１－步骤３中利用正态分布统计各维

目标变量的均值和标准方差,然后在步骤４－步骤１５中按照

目标维度依次利用边缘正态分布采样权向量的分量,根据单

位超曲面的Lp范数为１来设置各个权向量.

另外,还需要根据权向量之间的 Lp距离重新确定领域

关系,再将权向量与种群中的个体进行匹配.为了加快算法

的收敛速度,使种群中个体与权向量实现更好的匹配,重新计

算了种群中个体与权向量的聚合函数值,利用贪婪匹配的方

式对二者进行重新匹配.

算法２　基于非欧几何的权向量产生策略

输入:参数p;

输出:权向量集合 W;

１．　 Fori＝１toMdo

２．　　 统计EXA中所有非支配解第i维目标函数值的均值μi和标

准方差δi;

３．　 EndFor

４．　 Fori＝１toNdo

５．　　 count＝０;

６．　　 λ(i)＝φ;

７．　　 Forj＝１toMdo

８．　　　 λ(i,j)←N(μj,δj);

９．　 　　count＝count＋λ(i,j)p;

１０．　　Endfor

１１．　Forj＝１toMdo

１２．　　λ(i,j)＝λ(i,j)p/count;

１３．　EndFor

１４．　W＝W∪{λ(i)};

１５．EndFor

３．４　邻域更新方法

为了减少种群的多样性损失,选择与 MOEA/DＧDE算法

相同的邻域更新方式,即生成的子代个体在父代个体所在的

邻域内最多进行Nr次邻域替换,并将替换成功的解保存在集

合U 中,用于更新档案集.

３．５　档案集更新方法

为了提高档案集更新的效率,保证档案集中解的多样性,

首先将更新的个体集合U 与档案集合并,再通过Pareto关系

删除被支配解,如果档案集中解的数量超过其最大容量,则通

过计算任意两个解之间的Lp距离,以式(４)为概率随机删除

解s,直到档案集中个体数目等于最大容量.

prob(s)＝
min

t∈EXA,t≠s
　‖f(s)－f(t)‖p

∑
k∈EXA

　 ∑
t∈EXA,t≠k

‖f(k)－f(t)‖p

(４)

３．６　算法复杂度分析

在整个权向量调整方法中,非支配前沿拟合的时间复杂

度为 O(M×N),参数估计的时间复杂度为 O(M)[３２].权向

量产生策略的算法复杂性为 O(２M＋２M×N),确定权向量邻

域时计算任意两个权向量的Lp距离的时间复杂度为 O(N×

N),确定每个权向量邻域的时间复杂度为 O(N×N×log
N).个体与权向量匹配的时间复杂度为 O(N×N×M).因

此整个权向量调整方法的时间复杂度为 O(M×N２).可以

证明所提出的权向量调整方法不会过度增加算法的整体复杂

度,能够较好地保证算法的性能.

４　实验分析

为了 验 证 所 提 LpＧMaOEA/D 算 法 的 性 能,将 其 与

MOEA/D[１０],NSGAＧIII[１２],ARＧMOEA[３４]算法进行比较.选

择 MaF系列基准函数[３５]作为测试问题,该系列包含１５个不

同性质的问题,例如 MaF１为线性的、MaF２为凹的、MaF３为

凸的、MaF４为多模态的等.因此,MaF系列基准函数能够测

试算法不同方面的性能.实验中对目标个数为３,５,１０的问

题分别进行测试.

４．１　实验环境设置

算法利用 Matlab开源平台 PlatEMO[３６]开发,对比算法

使用了 与 文 献 [１０,１２,３４]中 相 同 的 参 数 设 置.由 于 在

MOEA/D,NSGAＧIII和 ARＧMOEA中,种群规模由 Das等提

出的系统方法[１３]生成的参考点的数量决定,为公平起见,各

算法的种群规模在目标数为３,５,１０时的取值分别为９１,
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２１０,２７５,算法的最大评价次数为３００×M,M 表示目标数.

所提算法的参数设置情况为:邻域大小T 设置为１０;邻域最

大替换次数Nr为２;档案集最大容量设置为１００;SBX算子的

参数pc＝１;ηc＝３０;多项式变异率pm 设置为１/n,其中n为决

策变量的维度;非支配前沿估计周期Tfit设置为５０.

４．２　算法比较

为了对各算法进行性能分析和显著性差异比较,利用

MOEA/D算法、NSGAＧIII算法、ARＧMOEA 及 LpＧMaOEA/

D算法对 MaF系列１５个问题进行３０次独立实验,计算其非

支配解集以及IGD指标的均值和标准方差,再使用 Wilcoxon
秩和检验分析各算法的显著性差异,置信水平设置为９５％.

在指标比较中,具有较小IGD指标均值的算法获胜,如果两

算法具有相同的IGD指标均值,则具有较小标准方差的算法

表现更好.表２－表６中的“＋”“＝”和“－”表示显著性分析

结果,其中“＋”表示 LpＧMaOEA/D 算法得到的指标显著优

于对比算法;“－”表示 LpＧMaOEA/D 算法得到的指标显著

劣于对比算法;“＝”表示 LpＧMaOEA/D 算法得到的指标与

对比算法没有显著性差异.最后一行“Nos．＋/＝/－”则表

示各算法显著性分析的统计结果.

表１列出了４种算法求解３个目标 MaF系列问题IGD
指标的均值和方差及显著性比较结果,图２—图８为４种算

法求得各问题 Pareto前沿分布图.LpＧMaOEA/D算法得到

１５个问题中１２个最好的IGD指标.其中,LpＧMaOEA/D算

法在１３个问题中显著优于基准算法 MOEA/D,在１２个问题

显著 优 于 NSGAＧIII算 法,在 １０ 个 问 题 中 显 著 优 于 ARＧ

MOEA算法.从图２－图８可以发现,所提算法在求解 PF
为平面的(MaF１,MaF９)、凹的(MaF５)、凸的(MaF３)、退化的

(MaF６)、分离型的(MaF７)、多模态的(MaF１１)各种形状问题

上都得到了较好的效果.上述实验证明了周期性通过Pareto
前沿拟合和正态分布采样重新生成权向量方法的有效性,能

够使权向量的分布与Pareto前沿形状趋于一致,进而使算法

具有更好的收敛性和多样性.

表１　算法求解 MaF基准问题得到的IGD指标(M＝３)

Table１　IGDmetricsachievedbydifferentalgorithmsonMaFbenchmarkproblems(M＝３)

Problem MOEA/D NSGAＧIII ARＧMOEA LpＧMaOEA/D
MaF１ ７．０４７７×１０－２(５．６２×１０－６)－ ６．０４５５×１０－２(１．７３×１０－３)－ ４．４０４１×１０－２(７．７８×１０－４)－ ４．３０３９×１０－２(３．４１×１０－４)

MaF２ ４．１１９４×１０－２(１．０７×１０－３)－ ３．５８１９×１０－２(６．５４×１０－４)－ ３．２１７３×１０－２(８．１６×１０－４)－ ３．０６５７×１０－２(５．１４×１０－４)

MaF３ ２．６６７６×１０－１(６．８０×１０－１)－ １．２５４５×１０＋０(３．２７×１０＋０)－ ５．２４９８×１０－１(１．４０×１０＋０)－ ２．０９２６×１０－１(５．４３×１０－１)

MaF４ １．５０８７×１０＋０(３．９３×１０－１)－ １．５５９６×１０＋０(１．７６×１０＋０)－ ６．５６６５×１０－１(６．４４×１０－１)－ ４．８４３６×１０－１(５．３４×１０－１)

MaF５ ９．７０２６×１０－１(７．５６×１０－１)－ ４．１９７４×１０－１(４．９４×１０－１)－ １．６８４８×１０＋０(１．７７×１０＋０)－ ３．１２６４×１０－１(３．４０×１０－１)

MaF６ ９．８４４２×１０－２(１．２９×１０－１)－ １．４９２０×１０－２(１．６１×１０－３)－ ５．１５２２×１０－３(９．２２×１０－５)－ ５．１００７×１０－３(９．５９×１０－５)

MaF７ １．５５５１×１０－１(２．５９×１０－３)－ １．２８４３×１０－１(１．２２×１０－１)－ ２．０６４３×１０－１(２．３３×１０－１)－ ８．６２２９×１０－２(５．４１×１０－２)

MaF８ １．９７３９×１０－１(１．０１×１０－１)－ １．１６２６×１０－１(１．６５×１０－２)－ ９．２２４９×１０－２(２．８８×１０－２)－ ７．３６１０×１０－２(４．０７×１０－３)

MaF９ １．４３８３×１０－１(６．１５×１０－２)－ ７．６３２３×１０－２(１．１９×１０－２)－ ７．９７８９×１０－２(３．４２×１０－２)＝ ６．７１１３×１０－２(２．３２×１０－３)

MaF１０ ３．２００８×１０－１(２．６３×１０－２)－ ２．１５３９×１０－１(２．４９×１０－２)－ １．８５６１×１０－１(２．６８×１０－２)－ １．６１８０×１０－１(８．２７×１０－３)

MaF１１ ２．５７３６×１０－１(１．２８×１０－２)－ １．６２９６×１０－１(１．５２×１０－３)＝ １．７０３７×１０－１(３．４８×１０－３)＝ １．６２２５×１０－１(１．４９×１０－３)

MaF１２ ２．９５５８×１０－１(４．２１×１０－２)－ ２．２３６８×１０－１(１．７６×１０－３)＝ ２．２３４３×１０－１(２．４８×１０－３)＝ ２．２７４２×１０－１(２．２９×１０－２)

MaF１３ １．１３１３×１０－１(２．９０×１０－２)－ ９．６０９５×１０－２(９．４２×１０－３)－ ８．７６５６×１０－２(５．５６×１０－３)－ ７．９８０４×１０－２(６．３６×１０－３)

MaF１４ ６．３４２０×１０－１(１．６４×１０－１)＋ １．０７９４×１０＋０(５．７０×１０－１)＝ ９．６４７０×１０－１(３．７１×１０－１)＝ １．０２３９×１０＋０(４．０３×１０－１)

MaF１５ ４．０５２１×１０－１(１．２２×１０－１)＋ ７．５５６３×１０－１(１．５６×１０－１)－ ３．６６４２×１０－１(５．６８×１０－２)＋ ４．５０５９×１０－１(９．８４×１０－２)

Nos．＋/－/＝ ２/１３/０ ０/１２/３ １/１０/４

图２　４种算法求解 MaF１问题的非支配前沿分布图(M＝３)

Fig．２　NonＧdominatedfrontdistributionmapforsolvingMaF１problembyfouralgorithms(M＝３)

图３　４种算法求解 MaF３问题的非支配前沿分布图(M＝３)

Fig．３　NonＧdominatedfrontdistributionmapforsolvingMaF３problembyfouralgorithms(M＝３)
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图４　４种算法求解 MaF５问题的非支配前沿分布图(M＝３)

Fig．４　NonＧdominatedfrontdistributionmapforsolvingMaF５problembyfouralgorithms(M＝３)

图５　４种算法求解 MaF６问题的非支配前沿分布图(M＝３)

Fig．５　NonＧdominatedfrontdistributionmapforsolvingMaF６problembyfouralgorithms(M＝３)

图６　４种算法求解 MaF７问题的非支配前沿分布图(M＝３)

Fig．６　NonＧdominatedfrontdistributionmapofMaF７problemsolvedbyfouralgorithms(M＝３)

图７　４种算法求解 MaF９问题的非支配前沿分布图(M＝３)

Fig．７　NonＧdominatedfrontdistributionmapforsolvingMaF６problembyfouralgorithms(M＝３)

图８　４种算法求解 MaF１１问题的非支配前沿分布图(M＝３)

Fig．８　NonＧdominatedfrontdistributionmapforsolvingMaF１１problembyfouralgorithms(M＝３)

　　表２列出了 MOEA/D算法、NSGAＧIII算法、ARＧMOEA 及LpＧMaOEA/D算法求解５个目标 MaF系列问题得到IGD
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指标的均值、方差以及显著性比较结果,图９－图１５给出了

４种算法求得各问题的Pareto前沿的分布图.LpＧMaOEA/D
算法分别得到了１５个问题中１２个最好的IGD指标.其中,

所提算法得到的IGD指标中有１３个问题显著优于 MOEA/D
算法和 NSGAＧIII算法,１２个问题显著优于 ARＧMOEA 算

法.通过图９—图１５可以发现,随着目标数目的增加,所提

算法的表现仍然是比较优异的.上述实验进一步证明了利用

Pareto前沿拟合重新产生权向量,使权向量的分布与Pareto前

沿形状一致,算法能够很好地平衡收敛性和多样性.同时,基

于分解的方法不会随目标规模增大明显影响到算法的性能.

表２　算法求解 MaF基准问题得到的IGD指标(M＝５)

Table２　IGDmetricsachievedbydifferentalgorithmsonMaFbenchmarkproblems(M＝５)

Problem MOEA/D NSGAＧIII ARＧMOEA LpＧMaOEA/D
MaF１ １．５３８２×１０－１(５．２８×１０－２)－ １．８３４５×１０－１(１．１０×１０－２)－ １．１５５２×１０－１(１．３５×１０－３)－ １．１０１７×１０－１(１．２４×１０－３)

MaF２ １．１１０６×１０－１(３．２８×１０－４)－ １．１２３６×１０－１(３．３３×１０－３)－ ９．４６２７×１０－２(１．６５×１０－３)－ ９．３４８０×１０－２(１．２６×１０－３)

MaF３ １．０５８１×１０－１(６．３１×１０－３)－ ２．７８８６×１０－１(４．９６×１０－１)－ ８．４３７８×１０－２(１．８８×１０－２)－ ６．０５１１×１０－２(３．２３×１０－２)

MaF４ １．１６２５×１０＋１(７．９０×１０－１)－ ３．０４１４×１０＋０(２．０６×１０＋０)－ ２．２７００×１０＋０(８．７５×１０－２)－ １．８２２１×１０＋０(５．９５×１０－２)

MaF５ ８．４０４５×１０＋０(１．４５×１０＋０)－ １．９９４５×１０＋０(９．９９×１０－２)－ １．９７２３×１０＋０(５．４１×１０－３)－ １．７５９４×１０＋０(２．６１×１０－３)

MaF６ ５．５７６０×１０－２(１．１２×１０－１)－ １．７２２９×１０－２(４．１５×１０－３)－ ２．３５１４×１０－３(４．５０×１０－５)－ ２．０４０２×１０－３(３．６５×１０－５)

MaF７ ５．１６３７×１０－１(４．６６×１０－２)－ ２．９２７２×１０－１(２．８９×１０－２)－ ２．５７８７×１０－１(５．９９×１０－３)＝ ２．５１８５×１０－１(１．８０×１０－２)

MaF８ ２．５２９３×１０－１(６．０７×１０－２)－ １．６２１６×１０－１(１．１２×１０－２)－ ８．９２５４×１０－２(２．１７×１０－３)－ ７．６００１×１０－２(７．７３×１０－４)

MaF９ １．２１１３×１０－１(３．９３×１０－２)－ ４．４４１１×１０－１(１．６２×１０－１)－ ９．０６６５×１０－２(８．６９×１０－３)－ ８．４９９５×１０－２(５．５７×１０－３)

MaF１０ ８．２２０９×１０－１(３．３４×１０－２)－ ４．５９２８×１０－１(２．８８×１０－２)－ ４．１０７２×１０－１(２．２０×１０－２)－ ３．６２４７×１０－１(５．３３×１０－３)

MaF１１ ７．９４６６×１０－１(３．９３×１０－２)－ ３．８７３２×１０－１(２．３６×１０－３)＝ ３．９１００×１０－１(３．０６×１０－３)－ ３．８８０５×１０－１(５．２６×１０－３)

MaF１２ １．５７４２×１０＋０(７．８５×１０－２)－ ９．３３１２×１０－１(４．１６×１０－３)－ ９．４６０６×１０－１(３．６３×１０－３)－ ９．１８６３×１０－１(４．０８×１０－３)

MaF１３ １．６０１３×１０－１(２．４０×１０－２)－ １．８９４６×１０－１(２．６０×１０－２)－ ９．９８４６×１０－２(２．１２×１０－２)－ ９．１４１９×１０－２(１．０８×１０－２)

MaF１４ ７．９５６９×１０－１(２．１０×１０－１)＋ ２．４５５６×１０＋０(１．０５×１０＋０)－ ８．３８１３×１０－１(１．４４×１０－１)＋ １．１９３０×１０＋０(３．６３×１０－１)

MaF１５ ６．９９８５×１０－１(１．０７×１０－１)＋ １．４７９４×１０＋０(２．４５×１０－１)＋ ６．１２３５×１０－１(４．０５×１０－２)＋ １．６９８０×１０＋０(２．９１×１０－１)

Nos．＋/－/＝ ２/１３/０ １/１３/１ ２/１２/１

图９　４种算法求解 MaF１问题的非支配前沿分布图(M＝５)

Fig．９　NonＧdominatedfrontdistributionmapofMaF１problemsolvedbyfouralgorithms(M＝５)

图１０　４种算法求解 MaF２问题的非支配前沿分布图(M＝５)

Fig．１０　NonＧdominatedfrontdistributionmapofMaF２problemsolvedbyfouralgorithms(M＝５)

图１１　４种算法求解 MaF５问题的非支配前沿分布图(M＝５)

Fig．１１　NonＧdominatedfrontdistributionmapforsolvingMaF５problembyfouralgorithms(M＝５)
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图１２　４种算法求解 MaF６问题的非支配前沿分布图(M＝５)
Fig．１２　NonＧdominatedfrontdistributionmapforsolvingMaF６problembyfouralgorithms(M＝５)

图１３　４种算法求解 MaF８问题的非支配前沿分布图(M＝５)
Fig．１３　NonＧdominatedfrontdistributionmapforsolvingMaF８problembyfouralgorithms(M＝５)

图１４　４种算法求解 MaF１２问题的非支配前沿分布图(M＝５)
Fig．１４　NonＧdominatedfrontdistributionmapforsolvingMaF１２problembyfouralgorithms(M＝５)

图１５　４种算法求解 MaF１３问题的非支配前沿分布图(M＝５)
Fig．１５　NonＧdominatedfrontdistributionmapforsolvingMaF１３problembyfouralgorithms(M＝５)

　　表３列出了 MOEA/D算法、NSGAＧIII算法、ARＧMOEA
算法以及LpＧMaOEA/D算法在求解目标数为１０的 MaF系

列问题中得到的IGD 指标的均值、方差以及显著性比较结

果,图１６－图２０给出了４种算法求得各问题的 Pareto前沿

的分布 图.LpＧMaOEA/D 算 法 分 别 得 到 了 １５ 个 问 题 中

１１个最好的IGD 指标.其中,所提算法得到的IGD 指标分

别有１２,１４和１１个问题的表现显著优于 MOEA/D 算法、

NSGAＧIII算法和 ARＧMOEA 算法.通过对１０个目标问题

的测试实验可以发现,所提算法在求解各类众目标优化问题

时性能较为稳定.

表３　算法求解 MaF基准问题得到的IGD指标(M＝１０)

Table３　IGDmetricsachievedbydifferentalgorithmsonMaFbenchmarkproblems(M＝１０)

Problem MOEA/D NSGAＧIII ARＧMOEA LpＧMaOEA/D

MaF１ ５．４０８５×１０－１(３．２１×１０－２)－ ２．７７７３×１０－１(５．２５×１０－３)－ ２．３５８０×１０－１(６．６６×１０－３)－ ２．２６７１×１０－１(２．７８×１０－３)

MaF２ ２．６１６９×１０－１(１．３１×１０－３)－ ２．０５７８×１０－１(１．８８×１０－２)－ １．８１８５×１０－１(３．８９×１０－３)－ １．７８７１×１０－１(５．４７×１０－３)

MaF３ １．４３８６×１０－１(１．８９×１０－３)－ １．０５６２×１０＋４(２．０５×１０＋４)－ ７．１５７３×１０＋０(３．０２×１０＋１)－ ６．９６９０×１０－２(６．６３×１０－４)

MaF４ ５．４８７９×１０＋２(４．２５×１０＋１)－ ９．１９６１×１０＋１(８．３６×１０＋０)－ ９．４４４９×１０＋１(８．０２×１０＋０)－ ５．８９５２×１０＋１(４．８６×１０＋０)

MaF５ ３．０２３６×１０＋２(１．９１×１０＋０)－ ７．７１５８×１０＋１(２．０３×１０＋０)－ ９．８００６×１０＋１(３．４９×１０＋０)－ ４．５４５３×１０＋１(１．４５×１０＋０)

７８２孙良旭,等:基于非欧几何权向量产生策略的分解多目标优化算法



　(续表)

Problem MOEA/D NSGAＧIII ARＧMOEA LpＧMaOEA/D

MaF６ ２．３４６６×１０－１(２．５６×１０－１)＝ １．０３１５×１０＋０(４．３３×１０－１)－ ２．３１４７×１０－１(２．４６×１０－１)＝ ２．７８９８×１０－１(２．６２×１０－１)

MaF７ ２．５３２３×１０＋０(６．１５×１０－１)－ １．１５３４×１０＋０(９．３０×１０－２)＝ １．３７６７×１０＋０(９．８６×１０－２)－ １．１１４２×１０＋０(２．５４×１０－１)

MaF８ ９．８５６６×１０－１(６．８１×１０－２)－ ２．８８６６×１０－１(５．６４×１０－２)－ １．２５２０×１０－１(３．５４×１０－３)－ １．０３１６×１０－１(８．２８×１０－４)

MaF９ ６．３０３４×１０－１(８．６９×１０－１)－ ５．２５８９×１０－１(１．３７×１０－１)－ １．５９１５×１０－１(５．０６×１０－３)＋ ２．９２３９×１０－１(１．０７×１０－２)

MaF１０ １．７９２２×１０＋０(４．６９×１０－２)－ １．２５１７×１０＋０(４．６８×１０－２)－ １．３００１×１０＋０(８．５５×１０－２)－ ９．１０２４×１０－１(１．０８×１０－２)

MaF１１ １．９３５４×１０＋０(３．２６×１０－２)－ １．１８６９×１０＋０(１．７６×１０－１)－ １．００７３×１０＋０(３．４４×１０－２)－ ９．９００４×１０－１(１．９６×１０－２)

MaF１２ ８．８７３６×１０＋０(６．１６×１０－１)－ ４．３６６１×１０＋０(５．１２×１０－２)－ ４．４６０７×１０＋０(２．７３×１０－２)－ ３．８９１８×１０＋０(２．１０×１０－２)

MaF１３ ９．７４２４×１０－１(７．９６×１０－２)－ ２．４３３９×１０－１(２．９１×１０－２)－ １．１４８５×１０－１(６．２０×１０－３)－ ９．７０３６×１０－２(６．９０×１０－３)

MaF１４ ６．９０８２×１０－１(１．７２×１０－１)＋ １．７０５３×１０＋１(８．９７×１０＋０)－ １．１７８９×１０＋０(２．４８×１０－１)＋ ２．８２４２×１０＋０(８．００×１０－１)

MaF１５ １．０９５５×１０＋０(８．８６×１０－２)＋ ２．８１７５×１０＋０(７．１６×１０－１)－ １．０６１４×１０＋０(８．６２×１０－２)＋ １．７９９１×１０＋０(１．８９×１０－１)

Nos．＋/－/＝ ２/１２/１ ０/１４/１ ３/１１/１

图１６　４种算法求解 MaF１问题的非支配前沿分布图(M＝１０)

Fig．１６　NonＧdominatedfrontdistributionmapofMaF１problemsolvedbyfouralgorithms(M＝１０)

图１７　４种算法求解 MaF２问题的非支配前沿分布图(M＝１０)

Fig．１７　NonＧdominatedfrontdistributionmapofMaF２problemsolvedbyfouralgorithms(M＝１０)

图１８　４种算法求解 MaF５问题的非支配前沿分布图(M＝１０)

Fig．１８　NonＧdominatedfrontdistributionmapforsolvingMaF５problembyfouralgorithms(M＝１０)

图１９　４种算法求解 MaF８问题的非支配前沿分布图(M＝１０)

Fig．１９　NonＧdominatedfrontdistributionmapforslovingMaF８problembyfouralgorithms(M＝１０)
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图２０　４种算法求解 MaF１４问题的非支配前沿分布图(M＝１０)

Fig．２０　NonＧdominatedfrontdistributionmapforsolvingMaF１４problembyfouralgorithms(M＝５)

４．３　算法实际应用验证

为了验证所提算法在实际多目标工程问题方面的应用效

果,将其应用于钢铁企业的煤气分配.钢铁企业的煤气系统

主要用于处理焦炉煤气、高炉煤气和转炉煤气在生产过程中

的发生、存储、放散和发电等问题,需要在满足各主要生产工

序供应要求的基础上保证各煤气柜平衡、管网流量平衡,其目

标为煤气消耗成本最小化、煤气发电收益最大化,式(５)给出

了煤气分配问题的模型.模型的约束条件分别是设备热值约

束、物料平衡约束、设备能耗约束、气柜柜位水平约束和气柜

柜位变化约束,如式(６)－式(１２)所示:

minF＝(∑
I

i＝１
　∑

J

j＝１
CijXij,－∑

I

i＝１
φiWi)T (５)

s．t．Ql
j≤qi∑

J

j＝１
Xij≤Qu

j (６)

Vi≤∑
J

j＝１
Oij－∑

J

j＝１
Xij－Wi (７)

Oij≤τij∑
J

j＝１
Xij (８)

γl
ij≤Xij≤γu

ij (９)

hl
i≤h０

i＋Vi

εi
≤hu

i (１０)

Vi

εi
≤Δhu

i (１１)

i∈I,j∈J (１２)

其中,决策变量Xij表示设备j 上的煤气i的分配量;变量Oij

表示设备j上的煤气i的回收量;变量Wi表示用于发电的煤

气i的使用量.常量I表示煤气类型,取值为焦炉煤气、高炉

煤气和转炉煤气,i的取值分别为１,２,３;J 表示设备总数,j
表示设备的编号;Cij表示设备j上的煤气i的单位消耗成本;

φi表示煤气i的单位发电收益;τij表示工序j上煤气i的回收

系数;qi表示煤气i的单位热值;Ql
j和Qu

j分别表示设备j工作

热值的上下限;γl
ij和γu

ij表示设备j上的煤气i需求的上下限;

hl
i和hu

i表示煤气i气柜柜位的上下限;h０
i表示煤气i气柜上一

次调度柜位;εi表示煤气i气柜柜位体积转换系数;Δhu
i表示煤

气i气柜柜位最大变化量.上述参数的取值均根据实际生产

环境指定.

为了验证LpＧMOEA/D算法的求解效果,分别比较了焦

炉煤气在富余、不足(其他煤气基本平衡)两种工况下的问题

求解.图２１、图２２给出了两种工况下手工调度与利用所提

算法调度的结果.在焦炉煤气富余时通过提高生产设备热

值、增加发电量等方式保证气柜稳定和能源管网平衡,能源消

耗成本和发电收益较高;相反,当焦炉煤气不足时,煤气主要

用于保证生产,发电收益降低.可以发现所提算法能够更好

地保证在煤气富余和煤气不足两种工况下的煤气优化分配,

而且为调度员提供了不同偏好的决策方案.

图２１　焦炉煤气富余工况下的煤气分配结果

Fig．２１　Gasdistributionresultsundercokeovengassurplus

condition

图２２　焦炉煤气不足工况下的煤气分配结果

Fig．２２　Gasdistributionresultsundercokeovengasshortage

condition

结束语　为了求解各类 Pareto前沿形状的多目标和众

目标优化问题,本文提出了一种基于非欧几何空间权向量产

生策略的分解多目标优化算法,利用非支配前沿拟合参数估

计和边缘正态分布采样方法设计了权向量生成策略,为种群

进化提供动力并保持种群的多样性.此外,所提算法在非欧

几何空间中完成了邻域结构重构,提高了种群更新的效率.

为了保证非支配前沿的质量和分布性,设计了一种新的档案

集更新策略.目标数目为３,５和１０这３种规模的 MaF测试

问题的测试实验结果表明,LpＧMOEA/D 算法相比 MOEA/

D,NSGAＧIII,ARＧMOEA算法在求解各类 PF形状的多目标

和众 目 标 优 化 问 题 方 面 具 有 明 显 的 优 势.最 后 将 LpＧ
MOEA/D算法应用于钢铁企业煤气分配问题的求解,实验结

果表明所提算法的分配效果优于手工调度.

本文仅使用档案集非支配解集的中心点,利用几何方法

估计参数p,虽然算法效率很高,但在一定程度上会影响非支

配前沿拟合的准确性.未来计划利用机器学习等其他方法在

提高非支配前沿拟合准确性方面继续开展研究工作.
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