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摘　要　伪布尔约束问题是一类与布尔约束问题相似的组合优化难题.解决这类问题的核心在于以不同的数学形式对伪布尔

约束进行编码,例如线性规划、整数规划以及其他形式的组合优化.当前流行的解决方法是将问题转化为布尔公式,然后运用

冲突导向的子句学习(CDCL)类SAT求解器对这些布尔公式进行求解.提出了一种新的方法来解决伪布尔约束问题中的模型

计数问题.首先,介绍了知识编译和扩展规则的相关概念,随后详细阐述了如何利用知识编译将伪布尔约束问题转化为二元决

策图(BDD),并着重探讨了BDD结构的特性,最后采用基于扩展规则的模型计数方法来处理伪布尔约束问题中的模型计数问

题.实验结果表明,该方法在处理互补因子较高的子句集时表现出更为优越的性能.
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Abstract　PseudoＧBooleanconstraintsproblemisakindofcombinatorialoptimizationproblemsimilartotheBooleanconstraints

problem．ThecoreofsolvingsuchproblemsliesinencodingPseudoＧBooleanconstraintsindifferentmathematicalforms,suchas

linearprogramming,integerprogramming,andotherformsofcombinatorialoptimization．ThecurrentpopularsolutionistoconＧ

verttheproblemintoBooleanformulas,andthenusetheconflictＧorientedclauselearning(CDCL)classSATsolvertosolvethese

Booleanformulas．Thispaperproposesanew methodtosolvethemodelcountingprobleminthePseudoＧBooleanconstraints

problem．Firstly,therelatedconceptsofknowledgecompilationandextensionrulesareintroduced,andthenhowtotransform

PseudoＧBooleanconstraintsproblemintobinarydecisiondiagram(BDD)byknowledgecompilationisdiscussedindetail,andthe

characteristicsofBDDstructurearediscussedemphatically．Finally,themodelcountingmethodbasedonextensionrulesisadopted

todealwiththemodelcountingprobleminPseudoＧBooleanconstraintsproblem．Experimentalresultsshowthattheproposed

methodhasbetterperformancewhendealingwithclauseswithhighercomplementarityfactors．

Keywords　PseudoＧBooleanconstraints,SATproblem,Modelcounting,Knowledgecompilation,Clause
　

１　引言

离散决策问题是生活中比较常见的一类问题,这类问题

通常可以表示为约束满足问题(ConstraintSatisfactionProbＧ

lems,CSPs)或约束优化问题(ConstrainedOptimizationProbＧ

lems,COPs).线性方程和不等式在诸如调度、路由、资源分

配和许多其他难组合问题等约束问题中无处不在.伪布尔约

束(PseudoＧBooleanConstraints,PB)即 形 式 为a１x１ ＋ 􀆺 ＋
anxn＃K 的特殊约束,其中ai 和K 为整数系数,xi为布尔变

量,关系运算符＃∈{＜,＞,≤,≥,＝}.通常假设＃取≤,ai

和K 取正数,其他情况可以在多项式时间内转换为这种形

式[１].目前求解PB约束的方法大多是将它们编码为布尔公

式转化为SAT 问题,然后应用 CDCL(ConflictＧDirectedClause

Learning)求解器求解[２Ｇ３].因而PB问题和SAT问题的研究

也越来越密切,如Ding等提出的将SAT问题转化为PB约束

并使用单纯形法进行求解的方法[４]以及 Fang等提出的将

１ＧinＧ３SAT问题转化为线性约束系统进 行 求 解 以 实 现 对

SAT求解的方法[５]等.本文设计了一种伪布尔约束模型计

数方法,利用知识编译将伪布尔约束转化为二元决策图(BiＧ

naryDecisionDiagram,BDD),将伪布尔约束模型计数转化＃

SAT问题,再利用相关算法进行求解.

２　相关定义

定义１(扩展规则)[６]　给定子句C 和原子的集合 M:
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D＝{C∨a,C∨ a|a∈M},把从C 到D 中元素的推导过程

叫做扩展规则,D 中的元素叫做应用扩展规则的结果.

例１　给定子句x１∨x２ 和变量集{x１,x２,x３},对子句

x１∨x２ 应用扩展规则得到x１∨x２∨x３ 和x１∨x２∨ x３.

定义２(极大项)[７]　一个子句被称为极大项,当且仅当

它包含变量集X 的所有变量.对任意子句C,MC(C)表示C

扩展得到的极大项.给定子句集S,有 MC(S)＝∪
n

i＝１
Ci.

定义３(规则空间)　SAT公式中将每个子句扩展为极大

项,每个极大项视为SAT公式的一条规则,所有无重复的极

大项组成的集合称为SAT公式的规则空间.

定义４(解空间)　每个使得SAT公式满足的赋值称为

一个解,解的集合称为解空间.给定子句集S,M(S)表示S
的解空间.

定义５(互补因子)[７]　互补因子(ComplementaryFacＧ

tor)是含有互补对的子句对的个数与所有子句对的个数的比

值,即 M/(n×(n－１)/２),M 表示含有互补对的子句对的个

数.通常子句集的互补因子越大,子句两两之间互补的可能

性就越大,基于扩展规则的＃SAT算法效率也越高.

３　知识编译

知识编译(KnowledgeCompilation)起源于２０世纪９０年

代[８],其主要目标是为那些需要大量内存或时间来求解的问

题提供高效的表示方法.该技术是一种有效处理知识的方

法,首先使用命题逻辑表示知识并建立知识库,然后对知识库

进行知识编译,以便在查询时能够快速响应.目前的知识编

译方法主要处理命题逻辑表示的支持库,并涌现出多种编译

目标语言,如BDD[９]和 DNNF[１０]等,不同编译目标语言具有

各自的性质[１１Ｇ１２].实质上,知识编译是对知识的处理和转换,

主要包括离线推理阶段和在线推理阶段.在离线推理阶段,

知识编译算法对给定的知识库进行处理和转换,得到易于

推理的表示形式.此处理过程只需进行一次,不依赖于具

体查询.然后,在在线推理阶段,利用离线推理阶段处理

得到的结果,回答是否能将查询结果推出.这种做法大大

提高了推理效率,避免了重复计算.因此,知识编译为解

决复杂问题提供了一种高效且便捷的方法,且在人工智能

领域有广泛应用.

BDD是长度为n的二进制字符串集合的表示形式,通常

等价地认为它是一个二进制值函数,如果长度为n的二进制

字符串在集合中,则将其映射为１,如果不在集合中,则映射

为０.在结构上,BDD是一个有向无环图,有０和１两个终端

节点,其中每个非叶节点有两个后继节点:一个０后继节点和

一个１后继节点.与二叉树一样,要确定字符串是否在由

BDD表示的集合中,需要从根节点开始,沿着当前节点的０
或１后继进行遍历.当结束于１时,表示字符串在集合中;

结束于０时,表示它不在集合中.在实际问题中存在许多

相互共享变量的 PB约束,将它们全部表示为单个 BDD能

生成更紧凑的SAT编码,而且具有更好的传播特性,因此

本文选择 BDD 作 为 编 译 目 标 语 言.图 １ 给 出 了 子 句 集

S＝(x１∨x２)∧(x１∨ x２∨x３)∧( x１∨x２∨x３)对应的

BDD结构.

图１　S对应的BDD结构

Fig．１　CorrespondingBDDstructureofS

４　扩展规则与解空间

扩展规则是由Lin等提出的归结的互补方法,通过寻找

子句的极大项来判断 CNF公式的可满足性.对于一个变量

集 M＝{x１,x２,􀆺,xm}上的子句集S＝{C１,C２,􀆺,Cn},其中

任何一个子句都可以应用扩展规则转化为若干个 M 上的极

大项.集合 M 上的SAT公式F共有２m 种赋值方式,每种赋

值都是 M 上的极大项.

对于公式F,有:

(１)规则空间大小＋解空间大小＝２m,即|MC(S)|＋

|M(S)|＝２m;

(２)F中每新增一条子句,通过扩展规则产生x个新的极

大项,则F的解空间大小减少x;

(３)从F的所有赋值方式组成的集合去除规则空间中存

在的子句,对剩下的每个子句取否定后都是F 的一个可满足

赋值.

例如:子句集S＝{x１∨x３,x２∨ x３,x１∨ x２},它的规

则空间为{x１∨x２∨x３,x１∨x２∨ x３,x１∨ x２∨x３,x１∨

x２∨ x３, x１∨x２∨ x３},所有可能取值组成的极大项

中{C１＝ x１∨x２∨x３,C２＝ x１∨ x２∨x３,C３＝ x１∨

x２∨ x３}不出现在规则空间中, C１＝x１∧ x２∧ x３,

C２＝x１∧x２∧ x３, C３＝x１∧x２∧x３,即x１＝１,x２＝x３＝

０;x１＝x２＝１,x３＝０;x１＝x２＝x３＝１是S的解.

区别于求SAT问题的具体解,模型计数问题并不需要把

所有的极大项都扩展出来,而是只需要计算出极大项的数目.

假设P１,P２,􀆺,Pn分别表示子句C１,C２,􀆺,Cn通过扩展规则

得到的极大项集合,W 是子句集S 通过扩展规则得到一个无

重复的极大项集合,则集合W 中的元素个数|W|可以通过容

斥原理求得.

|W|＝|P１∪P２∪􀆺∪Pn|

＝∑
n

i＝１
|Pi|－ ∑

１≤i≤j≤n
|Pi∩Pj|＋􀆺＋

(－１)n＋１|P１∩􀆺∩Pn|
从而可以通过比较|W|和公式F 的解空间大小２m 来判断公

式F 的可满足性:当|W|＝２m 时,公式F 是不可满足的;当

|W|≤２m 时,F是可满足的,且可满足赋值个数＝２m－|W|.

５　模型计数

算法的主要思想是为 PB约束找到SAT 编码.即给定

一个PB约束C,构造与其等价的子句集S,使得任何S的可

满足解均为C 的模型.以 PB约束２x１＋３x２＋５x３≤６为例,

假设变量顺序为x１＜x２＜x３,以x１ 为根节点,它的左子树表示

２４０３００１６１Ｇ２
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令x１＝０得到的PB约束３x２＋５x３≤６,右子树表示令x１＝１得

到的PB约束２＋３x２＋５x３≤６,再以x２ 为子树的根结点重复

上述过程,直到遍历完序列中的最后一个变量.当一条分支

上的所有变量的取值满足 PB约束时,将该分支连向真节点

“１”;否则将该分支连向假节点“０”.PB约束C＝２x１＋２x２＋

４x３≤５对应的BDD如图２所示.

图２　C对应的BDD结构

Fig．２　CorrespondingBDDstructureofC

通过删除具有相同子节点的节点和合并同构子树得到

图３所示的简化BDD结构.

图３　简化后的BDD结构

Fig．３　SimplifiedBDDstructure

通常在 PB的具体求解中会使用简化后的 BDD作为目

标结构,因为更少的节点数意味着需要对BDD遍历的次数也

更少,并且在构造BDD时选择的变量顺序也会影响到遍历次

数.当变量顺序为x３＜x２＜x１ 时,对应的 BDD 结构如图４
所示.图３中从根节点到叶子节点共需遍历５次,而在图４
中只需遍历４次.

图４　换序后的BDD结构

Fig．４　BDDstructureafterreordering

但在模型计数问题中我们选择使用未简化的 BDD,因为

未简化的BDD相对于简化后的 BDD有更多的分支,分支越

多,转化后得到的子句集中子句数目也越多,需要对子句集进

行的扩展次数就越少,而且BDD构造时选择的变量顺序不会

影响到未简化的BDD结构遍历次数,也即对于一个 BDD结

构,不同的变量顺序得到的非极大项数目是不固定的,但扩展

后的极大项数目总是固定不变的.将BDD结构进行转化,得

到与PB约束等价的子句集( x１∨ x２∨ x３)∧( x１∨

x２∨ x３)∧(x１∨ x２∨ x３),根据解空间的性质可以得到

PB约束２x１＋３x２＋５x３≤６有２３－３＝５个布尔解.

算法１　BDDConvert
输入:ConstraintC＝a１x１＋􀆺＋anxn≤K;Variableset{x１,x２,􀆺,xn}

输出:BDDstructureB

１．nodeN

２．fori＝１tondo

３．　N＝xi

４．ifbool＝０

５．　 　BF＝BDDConvert(i＋１,ai＋１xi＋１＋􀆺＋anxn≤K)

６．　　 BT→B

７．　　 N→rchild＝BT

８．elseif

９．　　 BT＝BDDConvert(i＋１,ai＋１xi＋１＋􀆺＋anxn≤K－ai)

１０．　　BF→B

１１．N→lchild＝BF

１２．endfor

１３．returnB

该方法同样可以推广到 PB约束集合的模型计数问题

中.如PB约束集合C＝
２x１＋x３＋３x４≤４

x２＋２x３≤１{ ,通过知识编译

得到两个BDD结构,如图５和图６所示.将其转化为子句集

S１＝( x１∨ x３∨ x４)∧( x１∨x３∨ x４),S２＝( x２∨

x３)∧(x２∨ x３).通过扩展规则得到极大项集合 W ＝
{ x１∨ x２∨ x３∨ x４, x１∨x２∨ x３∨ x４,x１∨

x２∨ x３∨x４,x１∨ x２∨ x３∨ x４, x１∨ x２∨ x３∨

x４,x１∨x２∨ x３∨x４,x１∨x２∨ x３∨ x４, x１∨x２∨

x３∨x４, x１∨x２∨x３∨ x４, x１∨ x２∨x３∨ x４},得

到|W|＝１０.因此得到PB约束集合C 的可满足赋值个数有

２４－１０＝６个.

图５　S１对应的BDD结构

Fig．５　CorrespondingBDDstructureofS１

图６　S２对应的BDD结构

Fig．６　CorrespondingBDDstructureofS２
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然而对于变量数和子句数多的子句集,直接利用扩展规

则和容斥原理求＃SAT问题的空间复杂度是指数级的,因此

此处利用 Lv等提出的 NCER算法[１３]对由 BDD结构得到的

子句集进行模型计数.NCER算法在选择子句进行单文字递

归时,利用启发式策略选取当前子句集长度最长的子句,保证

子句集规模以最快的速度减小,从而大幅减少算法在求解

＃SAT问题时递归调用的次数,提高求解效率.

算法２　NCER
输入:ClausesetS;VariablesetX＝{x１,x２,􀆺,xn}

输出:Modelnumber

１．if(S＝Ø)then

２．　 return２n

３．if(Ø∈S)then

４．　 return０

５．if(unitclause{l}⊂S,x∈l)then

６．　 returnNCER({C－{ l}|C⊂S,l∉C),X－{x})

７．chooselongestlengthclauseCi,{x１,􀆺,xk}∈Ci

８．S′＝S

９．for(C′∈S′)

１０．　if(CandC′complementeachother)then

１１．　　deleteC′fromS′

１２．　elseif(C≠C′)then

１３．　　deletethesameliteralasCinclauseC′

１４．returnNCER(S－{Ci},X)－NCER{S′,X－{x１,􀆺,xk}}

６　实验与结果

将BDDCovert和 NCER算法结合,实现了求解伪布尔公

式模型计数的 PBM 算法.为了验证本文提出的方法 PBM
的有效性,在３个数据集sensor,knapsack和auctions上验证

了其性能,其中每个数据集分别包含１０００条数据.

sensor的构建源自关于识别代码集的研究工作[１４].该

数据集的主要目标是在给定一个网络图并限定最大传感器数

量的条件下,计算出一种放置传感器的方法,以确保网络中的

故障是唯一可识别的.在这个背景下,唯一可识别性是指网

络中的每个故障都至少能被一组传感器所识别,而且没有其

他的故障可以被同一组传感器所识别.

knapsack基于多维背包问题.多维背包问题是一个经典

的组合优化问题,最早由 Gens和 Levner在１９８０年提出[１５].

该问题涉及到一个背包容量有限的场景,其中有n个不同的

物品,每个物品都具有m 个不同的特征或维度.这些特征或

维度可以代表物品的大小、重量、价值等属性,每个维度都受到

一定的约束,例如其总和不得超过给定的常数.在这种情况

下,问题的目标是找到一个满足所有约束条件的物品子集,以

最大化某个目标函数,通常是子集中物品的总价值或总重量.

auctions的构建基于组合拍卖问题[１６],本文对其进行了

调整,使其成为一个计数变体问题.在这个数据集中,考虑有

m 个参与者和n 个项目的情况,其中每个项目可以由一个或

多个参与者共享.假设每个参与者都有一个最小效用阈值,

问题的解决目标是计算出一种分配方式,使得这n个项目可

以被共享的方法的数量最大化,并且同时确保所有的参与者

都达到或超过了他们的最小阈值.

为了验证互补因子对模型计数算法的影响,本文对数据

集进行了区分,把sensor中数据的互补因子设置为０．６~

０．９,knapsack中数据的互补因子设置为０．３~０．６,auctions
中数据的互补因子设置为０．１~０．３.

实验中使用的PBM 算法是基于C＋＋语言实现的,实验

设备采用了CPU主频为３．６０GHz,内存为１６GB,操作系统

为 Windows１０的微型计算机.

实验部分将PBM 算法与最先进的模型计数器 DPMC[１７]

和 GPMC[１８]进行了比较.由于所有最先进的精确模型计数

器都以CNF作为输入,因此本文在使用 DPMC和 GPMC模

型计数器前都先使用了 publib[１９]对数据集进行转化处理.

表１列出了每个模型计数器在数据集上完成实例的具体数

目.表２－表４分别列出了 PBM 算法在３个数据集上的部

分实验结果.

表１　各个模型计数器在３６００s内求解的算例数

Table１　Numberofcasessolvedin３６００sbyeachmodelcounter

计数器 sensor knapsack auctions 总数

PBM ７６８ ５６２ ２７８ １６０８
DPMC ６４３ ５３７ ４８５ １６６５
GPMC ６２４ ５１２ ５０７ １６４３

表２　PBM 在sensor上的部分实验结果

Table２　PartialexperimentalresultsofPBMonsensor

算例 变量数 约束数 互补因子 布尔解数 运行时间/s
sp１２_s４３ １２ ４３ ０．８９３ １６６９ ０．２３
sp１７_s５５ １７ ５５ ０．４４７ １０４６４８ ６．２８
sp２２_s８５ ２２ ８５ ０．６２５ ３２４５６０７ ３．４７
sp２７_s１１３ ２７ １１３ ０．３８４ １０４５３２７５６ ８．９３
sp３０_s２００ ３０ ２００ ０．２５３ ８７１３８５４７１ ３３．６５

表３　PBM 在knapsack上的部分实验结果

Table３　PartialexperimentalresultsofPBMonknapsack

算例 变量数 约束数 互补因子 布尔解数 运行时间/s
m１２_s４３ １２ ４３ ０．５７１ １７８７ ２．３
m１７_s５５ １７ ５５ ０．４６３ １２９６７７ １６．４５
m２２_s８５ ２２ ８５ ０．４２６ ３３８６４８２ ７．８２
m２７_s１１３ ２７ １１３ ０．３６４ １１７３９１７９６ ２５．７６
m３０_s２００ ３０ ２００ ０．３１３ ９０１３２７６９７ ５８．７３

表４　PBM 在auctions上的部分实验结果

Table４　PartialexperimentalresultsofPBMonauctions

算例 变量数 约束数 互补因子 布尔解数 运行时间/s
a１２_s４３ １２ ４３ ０．２９１ １９６７ １３．８２
a１７_s５５ １７ ５５ ０．２６２ １８４７６２ ５４．４８
a２２_s８５ ２２ ８５ ０．２３１ ３５８４２７４ ５７．６８
a２７_s１１３ ２７ １１３ ０．１７９ １２７２３９３４５ ７８．２４
a３０_s２００ ３０ ２００ ０．１２７ ９７６２４７３３１ ４２７．５０

横向来看,在sensor测试集中,PBM 计算完成了７６８个

实例,大幅领先于 GPMC的６２４个实例和DPMC的６４３个实

例.在knapsack测试集中,PBM 完成了５６２个实例,略微领

先 GPMC的５１２个和 DPMC的 ５３７个.在auctions测试集

中,PBM 完成了２７８个实例,少于 GPMC的５０７个和 DPMC
的４８５个.总体而言,PBM 完成了３４００个实例中的１６０８
个,GPMC完成了 １６４３个,DPMC 完成了 １６６５ 个.虽然

PBM 完成的总数要比 GPMC和 DPMC略少,但这一定程度

上是因为 GPMC和 DPMC是直接使用了 CNF作为输入,在
计算 之 前 都 使 用 了 publib 处 理,先 进 的 预 处 理 能 力 使 得

GPMC和 DPMC在实例计算之前就具有一定的优势.从分
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类后的结果来看,在互补因子高于０．３的数据集sensor和

knapsack中,相比 GPMC和 DPMC,PBM 具有明显的优势.

纵向来看,PBM 算法在３组不同的测试集上的计算能力

差异非常明显,算例的互补因子越小,PBM 算法需要的运行

时间越长.出现这种现象的原因有两个,首先是因为互补因

子的大小取决于布尔变元和子句的个数,布尔变元和子句的

个数关系影响了子句集的可满足解的个数,也即在互补因子

小的测试例子中,PBM 算法需要消耗更多的时间计算出布尔

解总数.其次,测试例的互补因子的大小会影响 PBM 生成

的BDD结构的分支数目,并且在使用扩展规则求极大项数目

时需要更多次的扩展操作,从而导致在互补因子低时 PBM
算法的求解效率不佳.

总的来说,PBM 在处理具有高互补因子的情况时表现出

更好的求解效果,但在互补因子较低的情况下则效果较差.

互补因子的大小对PBM 算法的性能产生影响的主要原因是

直接影响了生成的BDD结构的复杂程度.具体而言,较高的

互补因子意味着存在更多的互补约束,这会导致生成的 BDD
结构具有更多的分支.然而,BDD结构中的分支数目直接影

响了使用扩展规则算法求解极大项数目时的效率.在存在较

多互补约束的情况下,BDD结构可能变得更加复杂,导致求

解极大项的效率降低,从而影响了整体的求解效果.因此,在

后续算法优化时需要充分考虑互补因子的大小及其对算法性

能的影响.针对不同互补因子的情况,可能需要采用不同的

优化策略或调整参数设置,以达到更好的求解效果.这一研

究结果对于进一步优化PBM 算法以及在实际应用中选择合

适的求解方法具有重要的指导意义.

结束语　本文提出了一种伪布尔约束模型计数方法,用

知识编译方法将PB约束转化为BDD结构,从而利用BDD结

构的性质将PB约束的模型计数问题转化为研究更为成熟的

＃SAT问题,利用基于扩展规则的 NCER算法对转化得到的

极大项集合进行求解.当子句集互补因子较小时,算法求解

效果不及基于 CDCL算法的 PB约束求解算法;当互补因子

较大时,算法求解效果可与传统 PB约束求解算法相媲美.

算法的求解效率主要受互补因子大小的影响,今后将针对互

补因子较小的情况研究提升算法求解效率的方法.
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