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摘　要　平均近似精度是粗糙集理论中新近提出的一个重要概念.首先分析平均近似精度的数学结构,给出平均近似精度一

种新的解释;然后重点讨论平均近似精度的若干重要性质,相比传统方法,其能更有效地刻画粗糙集模型知识表示的能力;最

后,探讨平均近似精度在不完备信息表和特征选择两方面的应用.这些研究成果丰富了粗糙集理论的内容,扩展了粗糙集理论

在实际问题中的应用.
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Abstract　Averageapproximationaccuracyisanimportantconceptinroughsettheory,whichhasonlybeenproposedinrecent
years．Inthispaper,themathematicalstructureofaverageapproximationaccuracyisfirstanalyzed,andanothernewexplanation
foraverageapproximationaccuracyisprovided．Then,wefocusondiscussingseveralimportantpropertiesofaverageapproximaＧ
tionaccuracy,andfindthataverageapproximationaccuracycancharacterizetheknowledgerepresentationabilityofroughset
modelsmoreeffectivelythantraditionalmethods．Finally,theapplicationsofaverageapproximationaccuracyinincompleteinforＧ
mationtablesandfeatureselectionarediscussed,respectively．Theseresearchachievementswillenrichthecontentofroughset
theoryandexpanditsapplicationinpracticalproblems．
Keywords　Roughset,Approximationaccuracy,Attributereduction,Incompleteinformationtable
　
　　由于数据收集、传输和存储成本大幅度降低以及信息交

互网络的快速发展,数据规模不断膨胀,数据标签日益复杂.
为了有效分析海量复杂数据,基于不同的学习任务,人们提出

了各种数据挖掘的方法,如模糊集合理论、神经网络方法、商
空间理论、三支决策等[１Ｇ６].为了更好地描述带有模糊边界的

数据集合,Pawlak[７]提出了粗糙集理论,运用上下近似两个精

确集逼近或近似描述这种边界模糊的集合.粗糙集理论分析

数据最大的优势之一在于无需任何先验知识,所有参数都可

从信息表的样本集中获得.因此,粗糙集理论被广泛应用于

知识表示与发现、不确定推理、粒计算和特征选择等许多领

域[８Ｇ１２].
在粗糙集理论中,给定一个信息表,根据该信息表诱导出

的粒结构(划分、覆盖等)可以构建相应的粗糙集模型.那么,
如何度量粗糙集模型近似描述知识的能力呢? 在粗糙集理论

中,近似精度被定义为下近似的基数和上近似的基数的商,可
被用来度量任意目标概念被近似描述的准确程度[７].近似精

度越高说明该集合被描述得越准确,反之亦然.因此,近似精

度是衡量粗糙集模型描述一个给定目标概念准确程度一个非

常重要的指标.但是,传统的近似精度是一个局部概念,它会

随着目标概念的改变而变化,无法客观度量一个粗糙集模型

自身知识表示的水平.为此,Kong等把信息表中所有论域子

集近似精度的平均值定义为平均近似精度,用它来衡量一个

粗糙集模型近似描述知识的能力[１３].与传统近似精度不同,
平均近似精度是一个全局的概念,它只与信息表和粗糙集模

型有关,不会随着论域子集的改变而改变.因此,平均近似精

度能客观准确地度量粗糙集模型表示知识的能力.
本文首先简要回顾粗糙集和平均近似精度等相关概念;

然后研究平均近似精度的数学结构,重点讨论平均近似精度

的一些重要性质;最后探讨平均近似精度在不完备信息表和

特征选择等方面的应用.

１　预备知识

本章简要介绍与粗糙集和平均近似精度相关的一些重要

概念和知识.
一个信息表通常可表示为四元序组[１４]:

I＝(OB,AT,{Va:a∈AT},{Ia:a∈AT})
其中,OB是一个包含所有对象的非空有限集,称为论域;AT
为一个包含所有属性的非空有限属性集;V＝ ∪

a∈AT
Va,Va是属性

a的所有属性值的集合;Ia:OB→Va是一个信息函数,∀x∈
OB,∀a∈AT,对象x 关于属性a 的属性值用Ia(x)表示.

２４０３００１０８Ｇ１



对于任意属性集A⊆AT,可以定义 OB 上的一个等价关系

EA:xEAy⇔Ia(x)＝Ia(y),∀a∈A.∀x∈OB,x 的等价类

表示为:[x]A＝{y∈OB|xEAy}.∀A⊆AT,由属性集A 确

定的OB 上的划分表示为:OB/EA＝{[x]A|x∈OB}.
定义１[７]　在信息表I＝(OB,AT,{Va:a∈AT},{Ia:a∈

AT})中,A⊆AT 是一个属性子集,∀X⊆OB,我们称

aprA(X)＝{x∈OB|[x]A⊆X}

aprA(X)＝{x∈OB|[x]A∩X≠Ø}
分别为集合X 关于属性子集A 的下近似和上近似.

我们称

αA(X)＝
|aprA(X)|
|aprA(X)|

为集合X 关于属性子集A 的近似精度,其中|􀅰|表示集合的

基数.
从近似精度的定义可以看出,近似精度随着集合X 的变

化而改变.由此可见,定义在一个信息表上的粗糙集模型近

似描述所有知识的能力是无法通过近似精度来度量的.为

此,平均近似精度被引入来解决该问题.
定义２[１３]　在信息表I＝(OB,AT,{Va:a∈AT},{Ia:

a∈AT})中,A⊆AT 是一个属性子集,我们称

αA(２OB)＝
∑

X∈２
OB
αA(X)

|２OB|
为粗糙集关于属性子集A 的平均近似精度.
由定义２可以看出,平均近似精度是论域OB 中所有子

集近似精度的平均值.它与某个子集的近似精度无关,不会

随着子集的改变而变化.平均近似精度只与信息表和粗糙集

模型有关,可以很好地度量粗糙集模型描述知识的能力.
例１　信息表I＝({Ia:a∈AT},{Ia:a∈AT}),其中,

OB＝{x１,x２,x３,x４},OB/EA ＝{{x１,x２},{x３,x４}}.论域

OB有１６个子集,分别为X１＝Ø,X２＝{x１},X３＝{x２},X４＝
{x３},X５＝{x４},X６＝{x１,x２},X７＝{x１,x３},X８＝{x１,x４},

X９＝{x２,x３},X１０＝{x２,x４},X１１＝{x３,x４},X１２＝{x１,x２,

x３},X１３＝{x１,x２,x４},X１４＝{x１,x３,x４}}X１５＝{x２,x３,x４},

X１６＝OB.则

αA(２OB)＝
∑
１６

i＝１
αA(Xi)

１６ ＝０．３７５

定义３　在信息表I＝(OB,AT,{Va:a∈AT},{Ia:a∈
AT})中,A⊆AT 是一个属性子集,∀a∈A,我们称

IDa＝１－αA\{a}(２OB)
αA(２OB)

为属性a相对于 属 性 集A 的 重 要 度,简 称 为 属 性a 的 重

要度.
由定义３可以看出,属性a的重要度为属性a 删除前后

平均近似精度的改变量与属性a 删除前平均近似精度的比

值.属性a删除后引起的平均近似精度改变越大(小),属性

a的重要度就越大(小),说明属性a越重要(不重要).而且,

１００􀅰IDa％表示删除属性a后信息表(粗糙集模型)对所有

知识表示所降低的能力占原信息表(原粗糙集模型)对所有知

识表示能力的百分比.

２　平均近似精度的数学结构

本章研究平均近似精度的数学结构,并给出平均近似精

度的另一种解释.借助近似精度,我们首先定义２OB 上的一个

等价关系,进而得到２OB 上的一个划分.
在信息表I＝(OB,AT,{Va:a∈AT},{Ia:a∈AT})中,

A⊆AT 是一个属性子集,X,Y∈２OB 是两个论域子集,可定义

论域幂集２OB 上的一个等价关系EαA
:

XEαAY⇔αA(X)＝αA(Y)

∀X∈２OB ,集合X 的等价类为:
[X]αA ＝{Y∈２OB|XEαAY}

可得２OB 上的一个划分如下:

２OB/EαA ＝{[X]αA|X∈２OB}＝{B１αA
,B２αA

,􀆺,BsαA
}

(１)∀Xi∈BiαA
,∀Xj∈BjαA

,有

αA(Xi)≠αA(Xj),i,j＝１,２,􀆺,s;i≠j.

根据式(１),可得关于划分２OB/EαA 的概率分布:

PαA ＝ |B１αA|
|２OB|

,|B２αA|
|２OB|

,􀆺,|BsαA|
|２OB|( )

＝(p１αA
,p２αA

,􀆺,psαA
) (２)

根据式(２),平均近似精度可以被改写为:

αA(２OB)＝
∑

X∈２
OB
αA(X)

|２OB|

＝∑
s

i＝１

|BiαA|􀅰αA(Xi)
|２OB|

＝∑
s

i＝１

|BiαA|
|２OB|

􀅰αA(Xi)

＝∑
s

i＝１
piαA

􀅰αA(Xi) (３)

其中,Xi∈BiαA
,i＝１,２,􀆺,s.

由式(３),平 均 近 似 精 度 可 以 看 作 近 似 精 度αA (X１),

αA(X２),􀆺,αA(Xs)的加权平均数,权数分别是p１αA
,p２αA

,􀆺,

psαA
.

例２　(接例 １)基于式(１)可得２OB/EαA ＝{B１αA
,B２αA

,

B３αA
},其中B１αA ＝{Ø,{x１,x２},{x３,x４},OB};B２αA ＝{{x１,

x２,x３},{x１,x２,x４},{x１,x３,x４},{x２,x３,x４}};B３αA ＝
{{x１},{x２},{x３},{x４},{x１,x３},{x１,x４},{x２,x３},{x２,

x４}}.而 且 ∀X１ ∈B１αA
,有αA(X１)＝１;∀X２ ∈B２αA

,有

αA(X２)＝１
２

;∀X３∈B３αA
,有αA(X３)＝０.

根据式(１),可得如下概率分布:

PαA ＝(p１αA
,p２αA

,p３αA
)＝ １

４
,１
４

,１
２( )

根据式(２),平均近似精度为

αA(２OB)＝∑
３

i＝１
piαA

􀅰αA(Xi)

＝１
４×１＋１

４×１
２＋１

２×０

＝０．３７５
由例１和例２,可知平均近似精度可通过定义和数学期

望两种方法表示或计算.

３　平均近似精度的性质

本章主要研究平均近似精度的若干重要性质.
定理１　在信息表I＝(OB,AT,{Va:a∈AT},{Ia:a∈

AT})中,A⊆AT 是一个属性子集,则 １
２|OB|－１≤αA(２OB)≤１.

证明:当OB/EA＝{OB}时,可得:(１)αA(Ø)＝αA(OB)＝
１;(２)对 Ø⊂X⊂OB,有αA(X)＝０.此时,平均近似精度取最

小值,最小值为

２４０３００１０８Ｇ２
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αA(２OB)＝ ２
２|OB|＝ １

２|OB|－１

当OB/EA每个等价类都是单点集时,可得:∀X⊆OB,有

αA(X)＝１.此时,平均近似精度取最大值,最大值为αA(２OB)＝
２|OB|

２|OB|＝１.从而,可知 １
２|OB|－１≤αA(２OB)≤１.

定义４[１４]　对论域OB上两个划分OB/E１和OB/E２,若

OB/E１中任何一个等价类都包含在OB/E２中的某个等价类

中,则称划分OB/E１比划分OB/E２细,记为OB/E１⊆OB/E２.
若OB/E１⊆OB/E２且OB/E１≠OB/E２,则称划分OB/E１比划

分OB/E２严格地细,记为OB/E１⊂OB/E２.
从定理１中不难看出αA (２OB )取最小值和最大值分别对

应论域上最粗的划分(即不划分,原始对象集OB 是一个等价

类)和最细的划分(即每个对象形成的单点集是一个等价类).
而且基于定义４,还有如下结论.

定理２　在信息表I＝(OB,AT,{Va:a∈AT},{Ia:a∈
AT})中,A１,A２ ⊆AT 是两个属性子集,若 OB/EA１ ⊆OB/

EA２
,则

αA２
(２OB)≤αA１

(２OB)
证明:如果OB/EA１ ＝OB/EA２

,则αA１
(２OB)＝αA２

(２OB).
如果OB/EA１ ⊂OB/EA２

,由定义４,∀B１１∈OB/EA１
,存在

B２∈OB/EA２
使得B１１⊆B２.

若B１１⊂B２,∀x１∈B２/B１１,存在B１２∈OB/EA１
使得x１∈

B１２,则有B１２⊂B２.
若B１１∪B１２⊂B２,∀x２∈B２/(B１１∪B１２),存在B１３∈OB/

EA１
使得x２∈B１３,则有B１３⊂B２.
以上步骤一直持续下去,直到第k步,满足:B２＝B１１∪

B１２∪􀆺∪B１k.由定义１,可得αA２
(B１i)≤αA１

(B１i),i＝１,

２,􀆺,k.
综上,可得

αA２
(２OB)≤αA１

(２OB)
在信息表I＝(OB,AT,{Va:a∈AT},{Ia:a∈AT})中,

A⊆AT是一个属性子集,且a是A 中的一个属性.易知OB/

EA/{a}⊆OB/EA成立.根据定理２,可得如下结论.
定理３　在信息表I＝(OB,AT,{Va:a∈AT},{Ia:a∈

AT})中,A⊆AT 是一个属性子集,a是A 中的一个属性,则

αA/{a}(２OB)≤αA(２OB).
除了比较不同划分的粗细之外,还可以从其他角度对划

分展开研究,比如 Wierman根据划分的同构这一重要概念首

次对一个论域上的所有划分进行讨论,定义了论域上所有划

分的一个等价关系[１５].
定义５[１５]　对于论域OB 上的两个划分OB/E１和OB/

E２,若存在一个双射f:OB/E１→OB/E２使得对∀B∈OB/E１

有|f(B)|＝|B|,则称划分OB/E１和OB/E２同构.
由划分同构的定义,不难得到如下结论.
定理４　在信息表I＝(OB,AT,{Va:a∈AT},{Ia:a∈

AT})中,A１,A２⊆AT 是两个属性子集,若两个划分OB/EA１

和OB/EA２
同构,则αA１

(２OB)＝αA２
(２OB).

例３　在信息表I＝(OB,AT,{Va:a∈AT},{Ia:a∈
AT})中,A１,A２⊆AT 是两个属性子集,若OB＝{x１,x２,x３,

x４};则

OB/EA１ ＝{{x１,x２},{x３},{x４}}

OB/EA２ ＝{{x１,x３},{x２},{x４}}
由定义５可知,划分 OB/EA１

和 OB/EA２
同 构,因此αA１

(２OB)＝αA２
(２OB)＝０．６２５.

属性约简是粗糙集理论研究的核心内容之一.为了完成

不同的学习任务,许多种类的属性约简被引入并被广泛研

究[１６Ｇ２０].保持粗糙集模型知识表示能力不变的属性约简是

非常重要和常见的一种.
定义６[１６]　在信息表I＝(OB,AT,{Va:a∈AT},{Ia:

a∈AT}中,A⊆AT 是一个属性子集,若A 满足条件:
(１)OB/EA＝OB/EAT ;
(２)∀a∈A,有OB/EA\{a}≠OB/EAT .

则称属性子集A 是属性集AT 的一个属性约简,记作reduct
(AT),即reduct(AT)＝A.若a∈ATＧreduct(AT),则称a为

可约属性.
由定义６可知,可约属性被删除前后论域上的划分是相

同的,即粗糙集模型的知识表示能力不变.而粗糙集模型的

知识表示能力又可以用平均近似精度进行度量.于是,我们

有如下重要结论.
定理５　在信息表I＝(OB,AT,{Va:a∈AT},{Ia:a∈

AT})中,A⊆AT 是一个属性子集,若A 是属性集AT 的一个

属性约简当且仅当

(１)αA(２OB)＝αAT(２OB);
(２)∀a∈A,有αA\{a}(２OB)≠αAT(２OB).
我们知道,属性约简侧重对粗糙集模型的知识表示能力

进行定性分析,而平均近似精度着重从定量角度对粗糙集模

型的知识表示能力进行描述.因此,定理５给出了属性约简

和平均近似精度之间的一个等价刻画,将属性约简和平均近

似精度完美地统一起来.
例４　在表１所示的信息表中,OB＝{x１,x２,􀆺,x８},

AT＝{a１,a２,a３,a４}.

表１　信息表

Table１　Informationtable

OB a１ a２ a３ a４

x１ １ １ １ １
x２ １ １ １ １
x３ １ １ ０ ０
x４ １ ０ ０ １
x５ １ １ ０ ０
x６ ０ １ ０ ０
x７ ０ １ ０ ０
x８ ０ ０ ０ １

由定义６可知,A＝{a１,a２,a３}是属性集AT 的一个属性

约简,即属性a４被删除后论域上的划分没有改变.因此,粗糙

集模型对知识的表示能力不变.而从平均近似精度的角度

看,属性a４被删除前后信息表的平均近似精度都是０．４５８２,

因此,粗糙集模型知识表示的能力是没有降低的.由此可见,
属性约简和平均近似精度都可以判断粗糙集模型知识表示的

能力是否发生变化.

但是,与传统方法相比,平均近似精度却能更有效地度量

粗糙集模型知识表示的能力.
例５(接例４)　在信息表１中,令A１＝{a１,a２},A２＝{a１,

a３},有OB/EA１ ＝{{x１,x２,x３,x５},{x４},{x６,x７},{x８}}OB/

EA２ ＝{{x１,x２},{x３,x４,x５},{x６,x７,x８}}.那么对划分OB/

EA１
和OB/EA２

而言,基于哪个划分的粗糙集模型知识表示的

能力更高一些呢? 传统方法无法回答这个问题.
但是,由定义２可得,αA１

(２OB)＝０．２８２２,α２(２OB)＝０．１８５１.
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由此可见,基于OB/EA１
的粗糙集模型比基于OB/EA２

的粗糙

集模型有更高的知识表示能力.

４　平均近似精度的应用

平均近似精度是刻画粗糙集模型描述知识能力的一个有

效度量,具有广泛的应用.本章尝试从不完备信息表中的数

据填补和特征选择两个方面简要介绍平均近似精度的相关

应用.

４．１　平均近似精度在不完备信息表中的应用

不完备信息表是数据挖掘中常见的一种数据表示系统.
在不完备信息表中,有些数据的属性值是缺失的.处理不完

备信息表中缺失的属性值最常用的一种方法就是基于某种规

则对缺失的数据进行估计和填补,把一个不完备的信息表转

变成一个完备的信息表[２１Ｇ２３].在文献[２４]中,Zhou等介绍了

估计缺失属性值的有效规则,如下所示:
(１)若对象x∈OB在属性a∈AT 下的属性值缺失,则用

该属性a下已知频率最高的属性值代替;
(２)若频率最高的属性值不只一个,则考虑其他属性对应

的相同属性值的多少.选择相同属性值多的对象对应的属性

a的属性值代替缺失的属性值.
此处,我们考虑在上述规则下进一步运用平均近似精度

估计不完备信息表中缺失的数据.
案例１　表２是一个带有３个缺失属性值的不完备信息

表.如何合理估计表２中３个缺失的属性值∗１,∗２,∗３呢?

表２　一个不完备信息表

Table２　Incompleteinformationtable

OB a１ a２ a３

x１ １ ０ ０
x２ １ １ １
x３ ∗１ １ １
x４ ∗２ ０ ０
x５ ０ ０ ０
x６ １ ∗３ １

根据文献[２４]中给出的规则,这３个缺失的属性值可以

被合理地估计为:∗１＝０或１;∗２＝０或１;∗３＝０.将这些

估计的属性值填补到原信息表后可以得到４个完备的信息

表.但是,基于这些信息表建立的粗糙集模型的知识表示的

能力却是不尽相同的.下面,逐一进行分析:
情形１　若∗１＝０,∗２＝０,∗３＝０,则OB/EAT ＝{{x１},

{x２,x３},{x４,x５},{x６}},可得αAT(２OB)＝０．３６２５.

情形２　若∗１＝０,∗２＝１,∗３＝０,则OB/EAT ＝{{x１,

x４},{x２,x３},{x５},{x６}},可得αAT(２OB)＝０．３６２５.

情形３　若∗１＝１,∗２＝０,∗３＝０,则OB/EAT ＝{{x１},

{x２},{x３},{x４,x５},{x６}},可得αAT(２OB)＝０．４６２５.

情形４　若∗１＝１,∗２＝１,∗３＝０,则OB/EAT ＝{{x１,

x４},{x２},{x３},{x５},{x６}},可得αAT(２OB)＝０．４６２５.
由此可知情形３和情形４不仅估计合理,而且对应的粗

糙集模型知识表示的能力最强.此时,∗１＝１,∗２＝０,∗３＝
０或者∗１＝１,∗２＝１,∗３＝０是所有合理估计数据中最优的

选择.

４．２　平均近似精度在特征选择中的应用

在粗糙集理论中,特征选择被称为属性约简,通过选取有

代表性的或者重要的数据标签,优化数据信息系统,降低数据

维度.特征选择能显著节省数据存储空间,有效降低时间消

耗,有助于减少过拟合现象和避免维度灾难[２５Ｇ３０].为了进行

特征选择,需要判断各个特征(或属性)的重要程度,根据具体

任务删除不重要或次要的特征.如何从知识表示的准确程度

方面定量地描述属性的重要程度呢? 平均近似精度是解决该

问题的一个很好的工具.下面根据定义３中给出的属性重要

度的概念,通过具体案例介绍平均近似精度在特征选择方面

的一个具体应用.
案例２(接例４)　求信息表１中各个属性的重要度.

由表１,关于属性集AT 的划分为OB/EAT ＝{{x１,x２},

{x３,x５},{x４},{x６,x７},{x８}},则有αAT (２OB )＝０．４５８２;关于

属性子集{a１,a２,a３}的划分为OB/E{a１,a２􀆺,a３}＝{{x１,x２},

{x３,x５},{x４},{x６,x７},{x８}},则有α{a１,a２􀆺,a３}(２OB )＝０．４５８
２;关于属性子集{a１,a２,a４}的划分为OB/E{a１,a２􀆺,a４}＝{{x１,

x２,x３,x５},{x４},{x６,x７},{x８}},则有α{a１,a２􀆺,a４}(２OB )＝０．
２８２２;关于属性子集{a１,a３,a４}的划分为 OB/E{a１,a３􀆺,a４}＝
{{x１,x２},{x３,x４,x５},{x６,x７,x８}},则有α{a１,a３􀆺,a４}(２OB )＝
０．１８５１;关于属性子集{a２,a３,a４}的划分为OB/E{a２,a３􀆺,a４}＝
{{x１,x２},{x３,x５,x６,x７},{x４,x８}},则有α{a２,a３􀆺,a４}(２OB )＝
０．１８４３.

于是,IDa１ ＝０．５９７８,IDa２ ＝０．５９６０,IDa３ ＝０．３８４１,

IDa４ ＝０.
因此,从知识表示准确度的角度来看,属性重要程度从大

到小的属性依次为a１,a２,a３,a４.从该案例可以看出,由平均

近似精度定义的属性重要程度可以定量地准确描述各个属性

在知识表示方面的重要程度,为做属性约简时属性的取舍提

供了可靠的参考依据.

结束语　在粗糙集理论中,平均近似精度能有效度量粗

糙集模型的知识表示能力.本文首先讨论了平均近似精度的

数学结构,平均近似精度可被看作传统近似精度的加权平均

数.然后探讨了平均近似精度许多重要性质,加深了对平均

近似精度的理解;最后给出了平均近似精度在不完备信息表

和特征选择两方面的应用.

同时,注意到平均近似精度的计算复杂度较高,设计有效

算法以便提高计算平均近似精度的效率是今后值得研究的一

个重要课题.基于平均近似精度的粗糙集模型和属性约简等

也需要不断地研究和探索.
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