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云计算环境下多截止期工作调度算法研究

刘志民 陈建二
广州大学计算机科学与网络工程学院　广州５１０００６
　(liureka＠１６３．com)

　
摘　要　随着大数据对人们生活的影响逐渐增大,数据存储和计算需求不断增加,云计算的兴起有效地满足了这一需求.在实

时性要求较高的云计算系统中,来自客户端的资源请求被视为具有截止期限和一定收益的两阶段工作,云服务器被视为两阶段

机器.不同资源请求的截止期限通常不同,如果云中心能在资源请求的截止期限之前完成该请求,就可以获得相应的收益.现

有的以收益最大化作为优化目标的两阶段工作调度均是在一个公共截止期限制下进行的,而实际情况往往是不同的资源请求

可能有不同的截止期限.基于当前云计算应用和数据中心数据处理的需求,建立了云计算系统中工作调度的新数学模型.首

次提出了具有多个截止期的两阶段工作在多处理机上的调度问题,并给出了一个近似比为(３k＋ )的多项式时间近似算法.当

机器数目为固定常数时,近似比进一步降低为(k＋ ),其中k是一个固定常数,即截止期的个数,是大于０的任意常数.针对

特殊的 TＧ处理时间大于 RＧ处理时间模型,在单个两阶段机器上,给出了一个近似比为２的伪多项式时间近似算法,进一步降低

了算法的近似比.
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SchedulingJobswithMultipleDeadlinesinCloud
LIUZhiminandCHENJianer
SchoolofComputerScienceandCyberEngineering,GuangzhouUniversity,Guangzhou５１０００６,China

　

Abstract　Withtheincreasingimpactofbigdataonpeople＇slives,thedemandfordatastorageandcomputationcontinuesto

grow,andtheemergenceofcloudcomputingeffectivelymeetsthisdemand．IncloudcomputingsystemswithhighrealＧtimereＧ

quirements,resourcerequestsfromclientsareregardedas２Ｇstagejobswithdeadlinesandcertainprofits,whilecloudserversare

seenas２Ｇstagemachines．Thedeadlinesfordifferentresourcerequestsareusuallydifferent,andifthecloudcentercancomplete

therequestbeforethedeadline,itcanobtaincorrespondingprofits．Existing２ＧstagejobsschedulingalgorithmsthataimtomaxiＧ

mizerevenueareconductedunderacommondeadlineconstraint,whereasinreality,differentresourcerequestsmayhavevarying
deadlines．Basedonthedemandintheresearchandapplicationsincloudcomputinganddatacenters,webuildamathematical

modelforjobschedulingincloudcomputing．Westudytheproblemofscheduling２Ｇstagejobswithmultipledeadlinesonmultiple

２Ｇstagemachines．Letkbethenumberofdeadlinesofthejobs．Whenkisaconstant,apolynomialＧtimeapproximationalgorithm

withapproximationratio(３k＋ )isprovided．Whenthenumberofmachinesisafixedconstant,theapproximationratioisfurther

improvedto(k＋ ),where ＞０isanarbitraryconstant．Therefore,whenkisaconstant,theproblemhasaconstantratiopolyＧ

nomialＧtimeapproximationalgorithm．InthecasewhereTＧprocessingtimeisgreaterthanRＧprocessingtime,apseudoＧpolynomial

timeapproximationalgorithmwithapproximationratio２ispresented,furtherimprovingtheapproximationratio．

Keywords　Cloudcomputing,MultipleＧstagejobs,Multiplemachinescheduling,Approximationalgorithms,Algorithmanalysis
　

１　引言

随着大数据时代的到来,各行业对数据存储资源和计算

资源的需求与日俱增,从而对现有存储和计算资源整合的需

求变的越来越迫切.云计算技术的出现很好地满足了这种需

求.云计算以网络作为服务交付的形式,对用户提供服务于

数据中心的硬件和系统软件[１].云中的现代数据中心通常包

含大量的服务器.这些服务器由 CPU、内存、网络接口和本

地高速I/O组成,应用程序和数据作 为 资 源 存 储 在 这 些 服

务器中.在云计算环境下,客户以服务的形式动态地请求

所需资源[２].相比传统的方式,云计算技术可以有效地管

理和整合零散的、异构的资源,统一对资源进行分配,提高

资源利用率.

本文对云计算环境下带多个截止期的多机调度问题的研

究源于目前云计算技术和数据中心的需求.近年来,清华大

学张尧学院士团队提出了一个名为 TransOS的云范例[３],它

不仅以应用软件和数据为资源,而且还以操作系统等系统软

件为资源.根据张尧学院士团队对透明计算的最新研究[４],

操作系统等资源存储在服务器上,并以透明的方式按需传输

到终端设备,在终端设备上进行计算.在这样的系统中,客户
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端请求的大量资源是系统/应用软件的代码,这些代码通常体

积较大,需要存储在辅助存储器中.因此,系统中的客户端

设备可以非常轻,并且非常多样化.对于对实时性有较高的

要求客户端,其资源请求还可能会有一个截止期,必须在截止

期之前完成,才能满足客户端的需求.当服务器收到来自客

户端的资源请求时,服务器首先需要将资源从辅助存储器读

取到主存储器,然后通过网络将资源发送给客户端.因此,资

源请求由磁盘读取操作和网络传输操作两个阶段的工作组

成.每个请求在服务器中都要经过这两个阶段的操作,而网

络传输操作必须在所请求的资源(数据或应用程序)由辅助存

储器读入主存储器之后才能启动.服务器中磁盘读取操作时

间和网络传输操作时间两者都不能被简单地忽略[５].

由此我们抽象出本文的调度模型:一个客户端请求可以

被看作是一个具有截止期、有两个需要完成的操作阶段的两

阶段工作J,称之为 RＧ阶段和 TＧ阶段,分别对应工作J的磁

盘读取操作和网络传输操作.一个云中心的服务器可被看作

是一个两阶段机器M,由可以并行运行的RＧ处理器和TＧ处理

器组成.工作J中两个阶段的操作必须在同一个机器M 上

完成,并要求只有完成 RＧ阶段操作后才能够开始执行TＧ阶

段操作.每个工作J还带有一个截止期d 和一个收益值p,

要求只有在截止期d之前完成工作J 才能获得收益p.给定

一组两阶段工作,在两阶段机器上对它们进行调度,使完成请

求后获得的收益最大化,这正是本文研究的调度模型.

２　相关工作

调度是运筹学研究中最广泛的领域之一.一般调度问题

可以描述如下:在尽可能满足约束条件(如截止期、处理路线

和资源情况等)的前提下,通过对安排工作的处理时间和处理

顺序以及使用哪些资源进行探索,以获得工作的执行时间或

成本的最优化[６].FlowＧshop调度是许多调度问题的简化模

型,与实际生产联系极为密切,是目前研究较为广泛的一种调

度模型.FlowＧshop调度模型的早期研究集中在最小化完成

时间的优化目标上.经典的Johnson算法[７]表明在单个两阶

段机器上调度两阶段工作以最小化完成时间的调度问题可以

在时间 O(nlogn)内解决,其中n是工作的个数.关于多个两

阶段机器上的调度问题,由于经典的 NPＧ难问题 Makespan[８]

可以被看作是两阶段工作调度问题的化简,因此即使机器的

数量m 是固定的,两阶段工作调度问题也是 NPＧ难的.除非

P＝NP,否则没有算法能在多项式时间内产生两阶段工作调

度问题的最优解.

因此,研究两阶段工作调度问题的算法,主要围绕着设计

多项式时间的近似算法.Kovalyov[９]率先研究了以最小化完

成时间(Makespan)为优化目标的多个两阶段机器上的调度

问题.基于与文献[９]中类似的公式,Dong等[１０]对此问题提

出了一种新的方法,给出了一个在机器数量m 为固定常数时

的伪多项式时间算法,并构造了一个完全多项式时间的近似

方案.Wu等[１１]提出了与文献[９Ｇ１０]完全不同的新公式,同样

给出了机器数量为固定常数 m 时的完全多项式时间近似方

案,并显著缩短了算法的运行时间.Wu等[１２]还研究了以机器

数量m为输入时的两阶段工作调度问题.在这种情况下,问

题被证明是强 NPＧ难的.Wu等考虑了该问题的两种限制情

况:一种是限制每个工作的 RＧ操作比 TＧ操作更耗时,而另一

种是限制每个工作的 TＧ操作比 RＧ操作更耗时,对于第一种情

况,Wu等提出了在线２竞争比算法和离线１１/６近似比算

法;对于第二种情况,Wu等提出了在线５/２竞争比算法和离

线１１/６近似比算法.对于一般的情况,Wu等还给出了近似

比为２．６的近似算法[１３].在进一步的工作中,Wu等将一般

情况和先前引入的特殊情况的近似比分别从１７/６和１１/６提

高到(２＋ )和(１．５＋ ),其中 ＞ ０可以是任意常数[１４].最

近,Dong等给出了该问题的多项式时间近似方案[１５].

虽然目前大多数研究关注的是以最短完成时间为优化目

标的两阶段工作调度问题,但是 Conway等提出,在实践中,

人们倾向于关注具有截止期的两阶段工作调度问题[１６].有

一个公共截止期的单阶段工作在单机上的调度问题,其实就

是经典的背包问题[８]:在背包问题实例中,一个大小为s、利

润为p的物品(s,p)可以被看作是一个时间为s、利润为p的

单阶段工作,而一个容量为D 的背包可以被看作是一个有公

共截止期D 的单阶段机器.因此,可以将多背包问题看作是

在多个单阶段机器上调度有一个公共截止期的单阶段工作问

题.这个问题近年来引起了研究者的广泛兴趣,并取得了一

些深刻而有意义的成果[１７].Chen等[１８]根据实际生产的需

要,研究了经典的背包和装箱问题的推广,并提出了一种参数

化近似算法.

针对有单个公共截止期的两阶段工作的调度问题,近年

来进行了一些研究.如 Croce等[１９]研究了有公共截止期的

两阶段工作调度问题的未加权版本,并提供了枚举式计算程

序.Dawande等[２０]研究了单机器上有公共截止期的两阶段

工作调度问题,提出了近似算法和启发式算法,并给出了启发

式算法的实验结果.Chen等[２１]针对两阶段机器的数量是输

入的一部分的情况,结合多重背包问题近似算法研究的最新

进展,提出了一个近似比为３的近似算法,针对两阶段机器的

数目为固定常数的情况,提出了一个近似比为２的多项式时

间近似算法.在单个公共截止期的两阶段工作的调度问题

上,最好的结果是由 Tong等在２０２２年得到的多项式时间近

似方案[２２].

在本研究之前,还未有针对具有多个截止期的两阶段工

作在多个机器上的调度问题的研究.由于该问题是由云计算

应用引发的,对应于客户购买云服务的云计算的服务模式,是

云计算应用中必须解决的问题.这就是本文研究的应用

背景.

３　问题建模

３．１　相关术语和符号

两阶段工作(简称工作):由４个整数组成的元组表示,

J＝(r,t,d,p).其中r和t分别表示工作J 的RＧ阶段处理时

间与 TＧ阶段处理时间,d表示工作J 的截止期,p表示工作J
在不大于时间d 之前完成所获得的收益.

工作集合 G＝ {J１,J２,􀆺,Jn}:由 若 干 个 工 作 组 成 的

集合.

kＧ截止期集合Dk＝{T１,T２,􀆺,Tk}:指在给定的工作集

２４０１００１２０Ｇ２
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G所有的工作中,共有k个不同的截止期T１,T２,􀆺,Tk.

两阶段机器 M(简称机器):具有两个并行操作处理器,

即 RＧ处理器与 TＧ处理器.我们假设所有每个机器都是相

同的.

工作序列S＝‹Ja,Jb,􀆺,Jz›(调度S):指工作Ja,Jb,􀆺,

Jz按所给次序在一个机器M 上依次执行.如果工作序列S
中的每一个工作均能在不超过其截止期前完成,则称工作序

列S为机器M 上的一个可行解.工作序列S的开始时刻指

序列中第一个工作Ja的 RＧ处理开始时刻,结束时刻指序列中

最后一个工作Jz的 TＧ处理结束时刻.工作序列S 的完工时

间(makespan)指工作序列S 结束时刻与开始时刻之间的时

间差值.

收益函数P:表示一个工作集或者一个工作序列中的工

作收益之和.例如,对于一工作集合G＝{Ji＝(ri,ti,di,pi)|

１≤i≤n},则P(G)＝∑
n

i＝１
pi.

符号◇表 示 调 度 连 接.调 度Si 与 调 度Sj 连 接 后 得 到

(Si◇Sj),表示将调度Sj中的工作按先后顺序逐一追加到调

度Si的末尾,即需要满足两阶段工作在两阶段机器上的执行

规则.

符号＋表示调度拼接.调度Si与调度Sj拼接后得到调度

(Si＋Sj),表示调度Sj的开始时刻等于调度Si的结束时刻.

注意在调度(Si＋Sj)中,Si的最后一个工作与Sj的第一个工

作之间的RＧ处理不是连续执行的.不难发现,(Si＋Sj)的完

工时间等于调度Si的完工时间与调度Sj的完工时间之和.

３．２　问题定义

如果一个两阶段工作集合G′中的工作可以分解成m 个

工作序列‹S１′,S２′,􀆺,Sm′›,使得每个工作序列S′h(１≤h≤

m)是一个两阶段机器的可行解,则称集合G′为mＧ机器的一

个可行集合,工作序列集合‹S１′,S２′,􀆺,Sm′›则称为一个可

行解,或可行调度.

本文研究的主要问题定义如下:

收益最大化的多机器多截止期两阶段工作调度问题

(MultiＧFlowshop Scheduling with Maximized Profitunder

MultiＧDeadlines,MFPDk(G,Dk,m)):给定一个两阶段工作集

合G,kＧ截止期集合Dk和m 个两阶段机器,寻找工作集合G
的一个子集G′以及由G′中工作组成的工作序列集合S′＝
‹S１′,S２′,􀆺,Sm′›,满足以下条件:１)G′为mＧ机器的一个可行

集合;２)工作序列集合‹S１′,S２′,􀆺,Sm′›为G′在mＧ机器上的

一个可行解;３)G′为所有G 中mＧ机器可行子集中收益最大的

可行子集.称工作集合G 中这样的可行子集G′及其组成的

可行工作序列集合S′为 MFPDk(G,Dk,m)问题在工作集合G
上的一个最优解或最优调度,其对应的收益P(G′)为问题的

最优解值.

Wu等[１３]指出,在一些应用中,web服务有很高的磁盘I/

O速率.在这种情况下,磁盘读取(RＧ处理)时间总是比网络

传输(TＧ处理)时间少.基于这一特殊情况,我们定义一种特

殊的 MFPDk模型,记为 MFPDk,R≤T(G,Dk,m)模型,其中工作

集合G中的每个工作J＝(r,t,d,p)均满足条件r≤t.

当工作集合G中所有的工作具有相同的截止期T１,则问

题 MFPDk,R≤T(G,Dk,m)变为问题 MFPD１,R≤T (G,D１,m).

文献[９]证明了 MFPD１,R≤T(G,D１,m)问题是 NPＧ难的.因为

问题 MFPD１,R≤T(G,D１,m)是问题 MFPDk,R≤T(G,Dk,m)和

问题 MFPDk(G,Dk,m)的子问题,所以问题 MFPDk,R≤T (G,

Dk,m)和问题 MFPDk(G,Dk,m)也均是 NPＧ难的.

４　MFPDk模型算法设计

４．１　最优解分析

在 MFPDk(G,Dk,m)模型下,根据Dk中的k个截止期T１,

T２,􀆺,Tk将工作集G 划分为k个子集:G＝{G１∪G２∪􀆺∪

Gk},使得Gi中工作的截止期是Ti(１≤i ≤k).假设T１ ＜

T２＜􀆺＜ Tk且k是一个常数.为方便调度算法的设计,下面

定义一些符号.

令S∗ ＝‹S∗
１ ,S∗

２ ,􀆺,S∗
m ›为工作集合G 在mＧ机器上的

一个最优解,opt＝P(S∗ )为其对应的最优解值,其中S∗
h (１≤

h≤m)为机器Mh上的可行解.对每一个h满足１≤h≤m,将

S∗
h 划分为k段子调度S∗

h１
,S∗

h２
,􀆺,S∗

hk
,其中调度S∗

h１
为从S∗

h 中

的第一个工作开始直到最后一次在S∗
h 中出现截止期为T１的

工作(包括此工作)为止的工作序列,而每一调度S∗
hi

(２≤i≤

k)表示从S∗
h(i－１)后面的第一个工作开始直到最后一次在S∗

h 中

出现截止期为Ti的工作(包括此工作)为止的工作序列.如果

S∗
h 中不存在截止期为Ti的工作,则S∗

hi 为空集.因此S∗
h ＝

‹S∗
h１ ◇S∗

h２ ◇􀆺◇S∗
hk

›,１≤h≤m.

定义P∗
i ＝∑

m

h＝１
P(S∗

hi
)为S∗ 中第i段收益(１≤i≤k).显然

opt＝∑
k

i＝１
P∗

i .因此有:

k􀅰max{P∗
１ ,P∗

２ ,􀆺,P∗
k }≥opt (１)

令Ψ∗
i ＝‹Ψ∗

１i,Ψ∗
２i,􀆺,Ψ∗

mi›表示在m 个机器上使用工作

集{Gi∪Gi＋１∪? ∪Gk}在时间限制Ti内所获取得的一个最优

调度,其中１≤i≤k.

引理１　对于任意一个１≤i≤k,P(Ψ∗
i )≥P∗

i 成立.

证明:P∗
i 代表S∗ 中的每个机器上第i段子调度的收益之

和.在任意一个机器Mh(１≤h≤m)中,根据子调度S∗
hi 的定义

可知,S∗
hi 不会包含截止期小于Ti的工作,即S∗

hi 中的工作都来

自于集合{Gi∪Gi＋１∪􀆺∪Gk}.因此{S∗
１i∪S∗

２i∪􀆺∪S∗
mi}是

工作集{Gi∪Gi＋１∪􀆺∪Gk}的子集.因为S∗
hi 中的最后一个

工作的截止期为Ti,S∗
hi 中所有工作在机器Mh上的完成时刻

不大于Ti.因此,集合{S∗
１i ∪S∗

２i ∪􀆺∪S∗
mi}中所有工作在 m

个机器上的完成时刻都不大于Ti.由于Ψ∗
i 是在m 个机器上

使用工作集{Gi∪Gi＋１∪􀆺∪Gk}在时间限制为Ti内选取的一

个最优调度,Ψ∗
i 的收益不小于{S∗

１i ∪S∗
２i ∪􀆺∪S∗

mi}的收益,

故P(Ψ∗
i )≥P∗

i 成立.引理１得证.

４．２　MFPDk算法设计

本节中将 针 对 MFPDk (G,Dk,m)问 题 设 计 一 个 近 似

算法.

定理１　如果 MFPD１问题存在一个近似比为α的多项式

时间近似算法A１,那么 MFPDk问题就存在一个近似比为kα
的多项式时间近似算法Ak.

证明:考虑 MFPDk问题的以下近似算法.

算法１　Ak算法

输入:MFPDk问题实例(G,Dk,m),其中Dk＝{T１,T２,􀆺,Tk},T１＜
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T２＜ 􀆺 ＜ Tk

输出:工作集 G在 mＧ机器上的一个可行子集G′以及子集G′在 mＧ机器

上的一个可行解S′＝‹S１′,S２′,􀆺,Sm′›

１．将工作集 G按截止期划分为k个子集G１,G２,􀆺,Gk,使得Gi中的

工作的截止期是Ti,其中１≤i≤k

２．S′＝‹›

３．fori＝１tokdo

　３．１．对 MFPD１问题的实例(Gi∪Gi＋１∪􀆺∪Gk,{Ti},m)使用算法

A１,得到解SAi＝‹S１i,S２i,􀆺,Smi›

　３．２．　ifP(SAi)＞P(S′)thenS′＝SAi

４．输出S′

首先证明Ak算法的输出S′是 MFPDk问题实例(G,Dk,m)

的一 个 可 行 解.工 作 序 列 集 合SAi 是 MFPD１ 问 题 的 实 例

(Gi∪Gi＋１∪􀆺∪Gk,{Ti},m)的可行解.SAi中的工作均来自

于{Gi∪Gi＋１∪􀆺∪Gk},所以在SAi中截止期最小的工作的截

止期不小于Ti.又因为调度SAi中的工作均可在时刻Ti前完

成,所以SAi中的工作都能在不超过各自的截止期前完成.现

在将调度SAi放入 MFPDk问题实例(G,Dk,m)中的 m 个机器

上,调度SAi中的每一个工作仍然能在不超过各自的截止期前

完成,因此SAi是 MFPDk问题实例(G,Dk,m)的可行解.由于

算法的输出S′选择的是收益最大的SAi,故S′是 MFPDk问题

实例(G,Dk,m)的一个可行解.

接下来证明该算法的近似比为kα,即证明kα􀅰P(S′)≥

opt.根据算法A１解的性质并结合引理１,可知:

kα􀅰P(S′)≥α􀅰 ∑
k

i＝１
P(SAi)

≥∑
k

i＝１
P(Ψ∗

i )

≥∑
k

i＝１
P∗

i ＝opt (２)

其中,第一个不等式是因为P(S′)等于最大的P(SAi),第二个

不等式是因为算法A１的近似比不大于α,而Ψ∗
i 是m 个机器上

使用工作集{Gi∪Gi＋１∪􀆺∪Gk}在时间限制Ti内所获取得的

一个最优调度,第三个不等式来自于引理１.

式(２)表明算法１的解不小于１/(kα)倍的最优解,即算法

Ak的近似比为kα,其中k是截止期的个数.

下面分析算法１的时间复杂度.算法１中的步骤１将工

作集G分为了k个工作子集,时间复杂度为 O(n).步骤２是

一个初始化的过程,时间复杂度为 O(１).步骤３循环k次,

每次调用近似算法A１,故步骤３花费的时间是算法A１的k
倍.因此,如果算法A１的运行时间为多项式,则算法１即算

法Ak的运行时间也是多项式.

综上所述,算法Ak是 MFPDk问题的一个近似比为kα 的

多项式时间近似算法.定理１得证.

近年来,MFPD１问题引起调度领域的注意和兴趣[２１Ｇ２２].

结合定理１和 MFPD１问题近似算法近年来的最新结果,我们

可得到以下推论(其中 ＞０是任意固定常数):

推论１　１)MFPDk问题存在一个近似比为(３k＋ )的多

项式时间近似算法;２)当机器个数 m 为固定常数时,MFPDk

问题存在一个近似比为(k＋ )的多项式时间近似算法.

证明:推论１):Chen等[２１]结合多重背包问题近似算法研

究的最新进展,对 MFPD１问题提出了一个近似比为(３＋ )的

多项式时间近似算法.将此算法结合定理１,即得到 MFPDk

问题的一个近似比为(３k＋ )的多项式时间近似算法.

推论２):对机器个数 m 为固定常数的情况,Tong等[２２]

对 MFPD１问题提出了一个多项式时间近似方案,即近似比为

(１＋ )的多项式时间近似算法.将此算法结合定理１,即得

到 MFPDk问题的一个近似比为(k＋ )的多项式时间近似

算法.

推论１得证.

由推论１直接推出:当截止期个数k为固定常数时,MFＧ

PDk问题存在一个常数近似比的多项式时间近似算法.

５　MFPDk,R≤T模型算法设计

本章考虑在单个两阶段机器上 MFPDk,R≤T 模型的调度

问题,即 MFPDk,R≤T(G,Dk,１)调度问题.在此模型下,工作

集G 中的任意一个工作J 的 RＧ处理时 间 不 大 于 TＧ处 理

时间.

５．１　理论准备

首先证明以下引理:

引理２　令S′＝‹J１′,J２′,􀆺,Jq′›为 MFPDk,R≤T(G,Dk,

１)模型下单个两阶段机器上按 TＧ处理时间非递增排序而成

的序列(即调度),则在S′中所有工作的 TＧ处理是无间隙连续

执行的.

证明:假设对任一x,工作Jx′的 RＧ阶段处理时间与 TＧ阶

段处理时间分别为rx和tx.对于S′ 中任意两个相邻的工作

Jx′,J′x＋１,由于每个工作的 RＧ处理时间不大于 TＧ处理时间,

因此有:

tx≥rx,tx＋１≥rx＋１ (３)

又因为S′中的工作是按照 TＧ处理时间非递增排序,因

此有:

tx≥tx＋１ (４)

结合式(３)和式(４)可知:

tx≥rx＋１ (５)

根据两阶段工作在两阶段机器上执行的规则,工作J′x＋１

的 TＧ处理不仅要等待自己的 RＧ处理结束,而且还要等待Jx′
的 TＧ处理结束后才能开始执行.由于在S′中工作Jx′,J′x＋１

的 RＧ处理是连续执行的,所以Jx′的 TＧ处理开始时刻不会比

J′x＋１的 RＧ处理开始时刻更早.式(５)表明,Jx′的 TＧ处理时间

不会比J′x＋１的 RＧ处理时间短,且Jx′的 TＧ处理结束时刻不早

于J′x＋１的 RＧ处理结束时刻,因此J′x＋１的 TＧ处理只需等待Jx′
的 TＧ处理完成后即可立即执行.也就是说,Jx′的 TＧ处理与

J′x＋１的 TＧ处理之间没有间隙.由于Jx′和J′x＋１是S′中任意两

个连续的工作,这证明了在调度S′中所有工作的 TＧ处理是无

间隙连续执行的.引理２得证.

在以下讨论中,假设S∗ 为 MFPDk,R≤T 实例(G,Dk,１)在

单个两阶段机器上工作集合G 的一个最优调度.对每一个

i(１≤i≤k)令S∗
i ＝‹J∗

i１ ,J∗
i２ ,􀆺,J∗

i＃ ›表示由S∗ 中截止期为Ti

的工作按照 TＧ处理时间非递增排序而成的序列(即调度).

如果在S∗ 中不存在截止期为Ti的工作,则令S∗
i ＝Ø.注意,

因为两个调度S∗
i 和S∗

j 中的工作数量可能不同,这里＃并不

是一个固定数字,只是用J∗
i＃ 来表示S∗

i 中的最后一个工作.
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定理２　对于每一１≤i≤k,令S∗
i \J∗

i１ 为删除S∗
i 中的第

一个工作J∗
i１ 并仍保持其余工作的先后顺序所得到的序列.

则在拼接调度S∗″＋ ＝(S∗
１ \J∗

１１)＋(S∗
２ \J∗

２１)＋􀆺＋(S∗
k \J∗

k１)

中,每一个工作都能在不晚于其截止期前完成,即拼接调度

S∗″＋ 是一个可行调度.

证明:将构造拼接调度S∗″＋ 的过程分为两步:

第１步　对于每一个１≤i≤k,将J∗
i１ 的 RＧ处理时间ri１置

为０,而将工作J∗
i１ 变为工作J∗′i１ .然后构造一个新的调度

S∗′i ＝‹J∗′i１ ,J∗
i２ ,􀆺,J∗

i＃ ›.由于J∗′i１ 的 RＧ处理时间为０,调度

S∗′i 中J∗′i１ 的 TＧ处理开始时刻和J∗′
i２ 的 RＧ处理开始时刻均为

０.另外,注意调度S∗′i 中的工作仍然满足引理２的条件.由

引理２可知,调度S∗′i 中所有工作的 TＧ处理是无间隙连续执

行的.

将子调 度S∗′１ ,S∗′２ ,􀆺,S∗′k 拼 接 成 调 度S∗″＋ ＝ ‹S∗′１ ＋

S∗′２ ＋􀆺＋S∗′k ›.由于对每个１≤i≤k,调度S∗′i 中的第一个

工作J∗′i１ 的 TＧ处理开始时刻为０,在拼接调度S∗″＋ 中,对每个

１≤i≤k－１,调度S∗′i＋１中第一个工作J∗′(i＋１)１的 TＧ处理开始时

刻与调度S∗′i 中最后一个工作J∗
i＃ 的 TＧ处理结束时刻相同,即

调度S∗′i ,S∗′i＋１之间的TＧ处理没有间隙.因此,拼接调度S∗″＋
中第一个工作的 TＧ处理开始时刻为０,且所有工作的 TＧ处理

是无间隙连续执行的.

我们证明拼接调度S∗″＋ 中所有工作都能在不晚于其截止

期完成.对每个１≤i≤k,定义M∗′i 为在拼接调度S∗″＋ 中截止

期为Ti的最后一个工作J∗
i＃ 的完成时刻.由于拼接调度S∗″＋

中所有工作的 TＧ处理是无间隙连续执行的,M∗′i ＝ ∑
i

x＝１
　∑

＃

j＝１
txj,

这里我们假设对所有x和j,工作J∗
xj的 TＧ处理时间是txj.定

义M∗
iＧlast为在最优调度S∗ 中最后一个截止期不大于Ti的工作

J∗
iＧlast的完成时刻并假设J∗

iＧlast的截止期为TleftＧi,则TleftＧi≤Ti.

由于J∗
iＧlast是最后一项截止期不大于Ti的工作,其完成时刻

M∗
iＧlast一定不小于所有在最优调度S∗ 中截止期不大于Ti的工

作的 TＧ处理时间之和.结合不等式Tleft_i≤Ti则有:

M∗′i ≤M∗
iＧlast≤TleftＧi≤Ti (６)

式(６)表明,在拼接调度S∗″＋ 中,每一个截止期为Ti的工

作的完成时刻都不大于Ti,即截止期为Ti的工作都能在不晚

于时间Ti前完成.因这一结论对所有１≤i≤k都成立,所以

拼接调度S∗″＋ 中的所有工作都能在不晚于其截止期完成.

第２步　在调度S∗″＋ 中,对每一个１≤i≤k,删掉S∗′i 中的

工作J∗′i１ 而不改变其他工作的开始和完成时刻.

我们先证明第２步得到的工作集合(S∗
１ \J∗

１１)∪ 􀆺 ∪
(S∗

k\J∗
k１)是一个有效调度S″.工作J∗′i１ 的RＧ处理时间为０,故

删掉J∗′i１不需改变其他工作在调度S∗″＋ 中的RＧ处理开始和

结束时刻,故剩余工作在调度S∗″＋ 中仍保持TＧ处理开始时刻

不早于其RＧ处理结束时刻的性质,即S″是一个有效调度.同

时,由于拼接调度S∗″＋ 中的所有工作都能在不晚于其截止期

完成而第２步的操作不改变任何工作的结束时刻,调度S″中

的所有工作都能在不晚于其截止期完成.

最后,在不改变调度中工作顺序以及工作 RＧ处理开始时

刻的前提下,将调度S″中每个工作的TＧ处理开始时刻尽量往

前移且保持调度的有效性(即令每一工作的 TＧ处理开始时刻

等于前一工作的 TＧ处理结束时刻和本身的 RＧ处理结束时刻

中较大的值).很容易验证,这一操作所得的调度就是拼接调

度S∗″＋ ＝(S∗
１\J∗

１１)＋(S∗
２\J∗

２１)＋􀆺＋(S∗
k\J∗

k１).由于这一在

调度S″上的操作不会延迟任一工作的结束时刻,且调度S″中

的所有工作都能在不晚于其截止期完成,我们得到结论:在拼

接调度S∗″＋ ＝(S∗
１\J∗

１１)＋(S∗
２\J∗

２１)＋􀆺＋(S∗
k \J∗

k１)中,每一

个工作都能在不晚于其截止期完成.定理２得证.

５．２　最大收益拼接调度算法设计

如定理２所证,将工作按截止期分组调度然后拼接得到

的拼接调度S∗″＋ ＝(S∗
１\J∗

１１)＋􀆺＋(S∗
k\J∗

k１)是 MFPDk,R≤T模

型中实例(G,Dk,１)的一个可行调度.由于拼接调度S∗″＋ 是由

实例(G,Dk,１)的最优解S∗ 中对每个截止期删掉一个工作得

到的,S∗″＋ 也是实例(G,Dk,１)的最优解的一个不错的近似.

本节讨论如何构造一个最大收益的按截止期分组调度构造的

拼接调度.

对于一个两阶段机器上调度只有一个公共截止期 T 的

两阶段工作集G,即 MFPD１(G,{T},１)问题,Dawande等[２０]

提出了一个动态规划算法可以在 O(n􀅰T２)时间内找到最优

解.我们将该动态规划算法命名为 Dyn(G,T).考虑以下

算法.

算法２　算法BestSplice(G,Dk,１)
输入:MFPDk问题实例(G,Dk,１),其中Dk＝{T１,T２,􀆺,Tk}

输出:实例(G,Dk,１)的一个可行解

１．for(１≤i≤k)令Gi为 G中截止期为Ti的工作的集合

２．S＝‹›

３．for(０≤D１≤T１;D１≤D２≤T２;􀆺;Dk－１≤Dk≤Tk)

　　S１＝Dyn(G１,D１)

　　S２＝Dyn(G２,D２－ D１)

　　　　􀆺

　　Sk＝Dyn(Gk,Dk－ Dk－１)

４．if(P(S１)＋P(S２)＋􀆺＋P(Sk)＞ P(S))S＝‹S１◇S２◇􀆺◇Sk›

５．输出(S)

定理３　算法BestSplice输出的调度S是实例(G,Dk,１)

的一个可行调度,其收益不小于任何实例(G,Dk,１)的按截止

期分组拼接得到的可行拼接调度.

证明:考虑拼接调度S′＝‹S１＋S２＋􀆺＋Sk›.第３步中

第１条语句S１＝Dyn(G１,D１)保证在拼接调度S′下序列S１中

的所有工作(其截止期均为T１)都可在时刻D１≤ T１前完成.

现归纳假设对i,１≤i≤k－１,在拼接调度S′下序列Si中的

所有工作(其截止期均为Ti)都可在时刻Di≤ Ti前完成.由于

第３步的第i＋１条语句Si＋１＝Dyn(Gi＋１,Di＋１－ Di)保证了在

调度Si＋１ 下,序 列Si＋１ 中 所 有 工 作 均 可 在 时 间 限 制Di＋１ －

Di内完成,结合归纳假设,我们得到在拼接调度S′＝‹S１＋􀆺＋

Si＋Si＋１＋􀆺＋Sk›中,序列Si＋１中所有工作均可在时刻Di＋

Di＋１－ Di＝Di＋１≤ Ti＋１前完成.这就完成了归纳证明,从而

证明了拼接调度S′为可行调度.

连接调度S＝‹S１◇S２◇􀆺◇Sk›可通过将拼接调度S′＝
‹S１＋S２＋􀆺＋Sk›的工作的开始时刻尽量往前移得到.为

此,从调度S′的第１个工作开始,依次将每个工作的 RＧ处理

开始时刻置为前一工作的 RＧ处理结束时刻,然后将其 TＧ处理

开始时刻置为前一工作的 TＧ处理结束时刻和本工作的 RＧ处
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理结束时刻中较大的值.这一操作不会延迟任何工作的结束

时刻,因此第４步所得连接调度,以及算法输出的调度S,都

是一个可行调度.

下面证明算法输出的连接调度S＝‹S１◇S２◇􀆺◇Sk›的

收益不小于任何按截止期分组得到的可行拼接调度的收益.

因为连接调度S 的收益等于其对应的拼接调度S′＝‹S１＋

S２＋􀆺＋Sk›的收益,我们只需证明拼接调度S′的收益不小于

任何按截止期分组得到的可行拼接调度的收益.令S＋ ＝
‹S＋

１ ＋S＋
２ ＋􀆺＋S＋

k ›为任一按截止期分组得到的可行拼接调

度,其中对每一个i,S＋
i 是由截止期为Ti的工作组成的序列.

令D＋
０ ＝０,对i＞０,令D＋

i 为拼接调度S＋ 中序列S＋
i 最后一个

工作的结束时刻.由于S＋ 是可行调度,D＋
i ≤ Ti.按拼接调

度的定义,每个序列S＋
i 的开始时刻为D＋

i－１,结束时刻为D＋
i .

从而,如果将S＋
i 看作一个独立的调度,则S＋

i 的完工时刻为

D＋
i － D＋

i－１,即S＋
i 是实例 MFPD１(Gi,{D＋

i － D＋
i－１},１)的一

个可行解.当算法 BestSplice第３步对所有i取值Di＝D＋
i

时,我们得到Si＝Dyn(Gi,Di－ Di－１)是实例 MFPD１(Gi,

{D＋
i － D＋

i－１},１)的一个最优解.因此,P(Si)≥P(S＋
i ).由

于这个不等式对所有i都成立,当第３步取这些Di值时,将得

到一个收益不小于P(S＋ )的可行调度.由于算法第４步保

证算法的输出调度S是第３步所得可行调度中收益最大的调

度,算法输出的调度S的收益P(S)不会小于P(S＋ ).因为

S＋ 是实例(G,Dk,１)的任意按截止期分组得到的可行拼接调

度,定理３得证.

下面分析算法BestSplice的时间复杂度,主要是算法第３
步的时间复杂度.由于对所有i,Di≤ Ti,算法第３步循环的

次数不大于T１×T２×􀆺×Tk≤Tk
k.每次循环调用k次算法

Dyn,共花时间 O(kn􀅰T２
k).因此,算法 BestSplice的时间复

杂度为 O(kn􀅰Tk＋２
k ).

５．３　MFPDk,R≤T算法设计

有了以上准备,我们得到以下 MFPDk,R≤T问题的算法.

算法３　算法 MFPDk,R≤T(G,Dk,１)

输入:MFPDk,R≤T问题实例(G,Dk,１),其中Dk＝{T１,T２,􀆺,Tk}

输出:实例(G,Dk,１)的一个可行解

１．　S＝‹›

２．　for(１≤i≤k)令Gi为 G中截止期为Ti的工作的集合

３．　for(eachJ∗
i inGi,１≤i≤k)

　３．１．if({J∗
１ ,J∗

２ ,􀆺,J∗
k }是１Ｇ机器上的可行集合)

　　构造{J∗
１ ,J∗

２ ,􀆺,J∗
k }的一个可行调度S１

　３．２．if(P(S１)＞ P(S))S＝S１

　３．３．for(１≤i≤k)

Gi′＝Gi中 TＧ处理时间不大于J∗
i 的所有工作

　３．４．G′＝G１′∪G２′∪􀆺∪Gk′

　３．５．S２＝BestSplice(G′,Dk,１)

　３．６．if(P(S２)＞ P(S))S＝S２

４．　输出(S)

定理４　算法 MFPDk,R≤T的近似比为２.

证明:采用５．１节中的符号.令调度S∗ 为 MFPDk,R≤T实

例(G,Dk,１)的一个最优调度.对每一个i,令S∗
i ＝‹J∗

i１ ,

J∗
i２ ,􀆺,J∗

i＃ ›为S∗ 中截止期为Ti的工作按照 TＧ处理时间非递

增排序而成的序列.当算法 MFPDk,R≤T的第３步对所有１≤

i≤k考虑工作J∗
i ＝J∗

i１ 时,{J∗
１１,J∗

２１,􀆺,J∗
k１}显然是一个可行

集合(因为它是可行调度S∗ 的一个子集).因此,算法３第

３．２步保证了算法输出的调度的收益不小于P({J∗
１１,J∗

２１,􀆺,

J∗
k１}).

按照算法３第３．４步所给的工作集合G′的定义,按截止期

分组拼接所得的拼接调度S∗″＋ ＝(S∗
１\J∗

１１)＋(S∗
２\J∗

２１)＋􀆺＋
(S∗

k\J∗
k１)是 MFPDk,R≤T问题实例(G′,Dk,１)的一个调度.由

定理２,拼接调度S∗″＋ 是一个可行调度.由定理３,由算法３第

３．５步得到的调度S２是 MFPDk,R≤T 问题实例(G′,Dk,１)的一

个可行调度,其收益不小于任何按截止期分组的拼接调度.

因此第３．６步保证了算法输出的调度的收益不小于P(S∗″＋ ).

由于实例 (G′,Dk,１)最 优 解 值 P(S∗ )等 于 P({J∗
１１,

J∗
２１,􀆺,J∗

k１})＋P(S∗″＋ ),我们得到结论,算法输出的调度的收

益不小于最优解值的１/２,即算法 MFPDk,R≤T 的近似比为２.

定理４得证.

分析算法 MFPDk,R≤T的时间复杂度,其主要步骤是第３
步.每个子集Gi包含不超过n个工作.第３步是遍历一个集

合,该集合中的每个元素由G１,G２,􀆺,Gk 中各取一个元素组

成.因此,第３步的循环一共执行不超过nk次.第３步循环

每次执行的时间主要是第３．５步调用算法BestSplice(G′,Dk,

１).由５．２ 的讨论可知,算法 BestSplice的时间复杂度为

O(kn􀅰Tk＋２
k ).同时注意到第３．１步的执行时间不会超过

O(n􀅰k!)(即将所有{J∗
１ ,J∗

２ ,􀆺,J∗
k }的排序检查一遍),得

出结论:算法 MFPDk,R≤T 的时间复杂度为 O(nk(k! ＋n􀅰

Tk＋２
k )).因此,当截止期个数k 是固定常数时,算法 MFPＧ

Dk,R≤T是近似比为２的伪多项式时间算法.

结束语　基于云计算领域研究和应用的需求,本文建立

了以追求收益最大化的云计算系统工作调度问题的理论模型

MFPDk.现有文献中有关研究只考虑了这一模型下只有一

个公共截止期的工作调度问题.本文首次研究了此模型下带

有多个截止期的工作调度问题.当截止期的个数为一固定常

数时,本文提出了常数近似比的多项式时间近似算法.基于

云计算应用的一种特殊情况,即当磁盘读写速度不慢于网络

传输速度时,本文建立了模型 MFPDk,R≤T.当截止期的个数

为一固定常数时,为该模型提出了一个近似比为２的伪多项

式时间近似算法.

本文提出的近似算法的时间复杂度较高,算法的近似比

也还不够理想.进一步的研究工作将着重于改善算法的近似

比和降低算法的时间复杂度.
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