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摘　要　构造了一种能够产生多翼吸引子的三维混沌系统.通过对系统的相图、Lyapunov指数谱、分岔图和复杂度分析发现,

该系统表现出复杂的动力学特性.通过研究多组参数发现,该系统存在丰富多样的多翼吸引子,且吸引子的拓扑结构由四翼转

变为双翼,再转变为四翼的形式.此外,系统存在瞬态和吸引子共存现象.利用 Multisim 对系统进行模拟电路仿真,实验结果

与数值分析结果相吻合,验证了混沌系统的可实现性.最后,基于有限时间理论,设计了同步控制器,实现了不同结构系统的有

限时间同步,为混沌保密通信提供了良好的基础.

关键词:多翼吸引子;瞬态混沌;共存吸引子;电路仿真;有限时间同步
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Abstract　AthreeＧdimensionalchaoticsystemthatcangeneratemultiＧwingattractorsisconstructed．Throughtheanalysisofthe

phaseportraits,Lyapunovexponentspectra,bifurcationdiagrams,andcomplexity,itisfoundthatthesystemexhibitscomplex

dynamicalcharacteristics．Bystudyingmultiplesetsofparameters,itisdiscoveredthatthesystemexhibitsdiversemultiＧwingatＧ

tractors,andthetopologicalstructureoftheattractorschangesfromfourＧwingtodoubleＧwing,andthenbacktofourＧwing．InadＧ

dition,thesystemexhibitscoexistenceoftransientsandattractors．Multisimisusedtoperformcircuitsimulationsofthesystem,

andtheexperimentalresultsareconsistentwiththenumericalanalysis,verifyingthefeasibilityofthechaoticsystemimplementaＧ

tion．Finally,basedonthefinitetimetheory,asynchronizationcontrollerisdesignedtorealizethefinitetimesynchronizationof

differentstructures,whichprovidesagoodbasisforchaoticsecurecommunication．

Keywords　MultiＧwingattractor,Transientchaos,Coexistingattractor,Circuitsimulation,Finitetimesynchronization
　

１　引言

混沌是一种特殊的非线性系统,被广泛应用于信息、医

学、经济等领域[１Ｇ５].混沌系统因其高度敏感性和伪随机性等

特点而成为研究热点.为了探索更复杂的混沌系统,研究人

员提出了许多种类的混沌系统.例如,Yang等[６]提出了一种

具有隐藏吸引子的新型六维超混沌系统.Bai等[７]构建了一

类具有复杂结构的三涡巻混沌系统.多翼吸引子指吸引子的

拓扑结构具有多个翅膀,展示了系统的结构多样性[８Ｇ９].多翼

吸引子 的 多 稳 态 混 沌 系 统 具 有 更 加 丰 富 的 动 力 学 特 征.

Zhang等[１０]通过引入忆阻器,提出了一种能够产生偏移和隐

藏吸引子的混沌系统.基于已有模型,提出了一种能够产生

双翼吸引子的混沌系统[１１].２０１７年,Lai等[１２]基于sgn函数

构建了一种具有四翼四涡旋奇异吸引子的四维自治混沌

系统.随着参数的变化,这些吸引子会分解为两个共存的蝴

蝶吸引子和两个共存的双涡旋吸引子.Zhang等[１３]引入状

态反馈控制器,提出了一个具有单翼、双翼、三翼和四翼隐藏

吸引子的四维混沌系统,并观察到了复杂的瞬态跃迁行为.

瞬态指混沌运动中不属于混沌集的轨迹聚集演变为瞬态混

沌,瞬态跃迁是混沌系统一个重要且有趣的现象.文献[１４]

提出了一种具有无平衡点的隐藏堆叠吸引子的双忆阻多稳态

混沌系统.Gu等[１５]构建了一种存在两种复杂的瞬态转变行

为的四维非哈密顿保守超混沌系统.Zhang等[１６]提出了一

个新的具有宽参数范围的五维保守超混沌系统,证明了该系

统满足 Hamilton能量保守且具有超混沌特性.Zhao等[１７]将

所设计的反馈元胞自动机作为扰动加入混沌系统中,提出了

一种基于扰动时空混沌的三维 OFDM 星座加密方案.文献

[１８]提出了一类概周期驱动分段光滑混沌系统,并证实了
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存在奇异非混沌吸引子.

近年来,由于混沌序列具有复杂性,对混沌系统的应用研

究不断增加.Bai等[１９]基于四维四翼混沌系统,实现了同步

控制及在微弱信号中的检测应用.Yan等[２０]采用线性反馈

法对吸引子共存混沌系统进行同步控制.目前,混沌同步在

保密通信、图像加密、信号检测[２１Ｇ２２]等领域都得到了应用,因
此人们提出了许多混沌同步研究方法.如自适应同步、鲁棒

同步、耦合同步等[２３].然而,这些同步方法均属于渐进同步

且收敛时间无限,这是实际应用中需要解决的问题.对于同

步应用来说,时间的稳定性至关重要,因此提出了有限时间同

步.在混沌系统中,有限时间同步的研究也得到了广泛的关

注.例如,Mishra等[２４]提出了基于多涡旋混沌系统的有限时

间同步方法.文献[２５]研究了分数阶混沌系统的有限时间同

步.为了提高保密通信系统的安全性,Dong等[２６]提出了一

种基于有限时间理论的异结构超混沌系统组合—组合同步方

案,并将其应用于混沌掩盖保密通信中,有效提高了通信系统

的安全性.

本文采用混沌系统作为驱动系统,经典 Lorenz系统作为

响应系统,实现了不同结构系统的有限时间同步.第２章提

出并证实了一种新的多翼吸引子混沌系统;第３章从 LyaＧ

punov指数、分岔图、共存吸引子、瞬态混沌和复杂度等方面,

验证了新系统的动力学特性;第４章介绍了混沌系统的电路

设计和仿真结果;第５章设计了同步控制器并实现了两个不

同结构混沌系统的有限时间同步;最后,总结研究结果并给出

了结论.

２　多翼混沌系统

２．１　系统的数学模型和混沌吸引子

系统的微分方程如下:

x􀅰＝－ax＋yz

y
􀅰＝xz－y３

z􀅰＝(－ac/８)xy＋bz
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î

í

ïï

ïï

(１)

其中,x,y,z是系统的状态变量,a,b,c是系统的参数.当参

数a＝８．５,b＝１０．１,c＝８,初始值为(１,２,３)时,系统表现出复

杂的四翼蝶形吸引子,如图１所示.

(a)xＧy 平面 　(b)xＧz 平面

(c)yＧz 平面 　(d)xＧyＧz 三维映射图

图１　四翼吸引子相图

Fig．１　FourＧwingattractorphasediagram

２．２　平衡点和稳定性分析

令式(１)右边全部等于０,可以得到系统的平衡点为:

S１＝(０,０,０)

S２,３＝(±( １０１０∗ ８５８５)/８５０,∓ １０１０/１０,

－ ８５８５/１０)

S４,５＝(±( １０１０∗ ８５８５)/８５０,± １０１０/１０,

８５８５/１０)

ì

î

í
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ï

(２)

所有平衡点的雅可比矩阵可以表示为:

Jac＝

－a z y
z －３y２ x

－(ac/８)y －(ac/８)x b

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

(３)

令det(J－λI)＝０,得到系统的特征值为λ１＝７．０２３９,

λ２＝－３．７０５５,λ３＝－１３．７１８３,存在小于零的特征值,为不稳

定平衡点,满足混沌特性.

３　动力学特性分析

３．１　参数对系统的影响

参数的变化影响混沌系统的稳定性,并且吸引子的拓扑

结构随之发生变化.当参数b＝１０．１,c＝８,初始值为(１,２,３)

时,图２(a)给出了a的Lyapunov指数谱、分岔图和吸引子相

图.从图中可以看出,当a＝５．５时,系统产生混沌双翼吸引

子;当a＝１３．５时,双翼吸引子转变为四翼混沌吸引子;当

a＝１７．５时,系统变为双翼周期吸引子.通过改变参数b,也

可以观察到吸引子的变化.图２(b)给出了b的 Lyapunov指

数谱、分岔图和吸引子相图.当b＝５时,系统为双翼周期吸

引子;当b＝９．１时,系统为四翼拟周期吸引子;当b＝１４时,

系统为双翼混沌吸引子.综上所述,随着a,b的变化,混沌系

统存在多种结构的吸引子.

(a)随a变化 　(b)随b变化

图２　不同参数下的Lyapunov指数谱、分岔图和吸引子拓扑结构图

Fig．２　Lyapunovexponentialspectrum,bifurcationdiagramand

attractortopologicalstructurediagramwithdifferentparameters

３．２　共存吸引子

混沌系统对初始条件高度敏感,固定参数,当初始条件发

生变化时,系统的轨迹会收敛到不同的吸引子上.固定参数

b＝１０．１,c＝８,初始值为(１,±２,３)时,参数a不同取值下的

２４０３０００５６Ｇ２
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共存吸引子如图３所示,混沌相图共存行为由双翼到四翼变

化.类似地,固定参数a＝８．５,c＝８,参数b不同取值下的共

存吸引子如图４所示.综上所述,随着a、b的变化,系统存在

多种结构的共存吸引子.

(a)a＝１８ (b)a＝３ (c)a＝５．５ 　 (d)a＝９．５

图３　参数a不同取值下的共存吸引子

Fig．３　Coexistingattractorswithdifferentvaluesofparametera

(a)b＝５ (b)b＝９．１ (c)b＝１３ (d)b＝７

图４　参数b不同取值下的共存吸引子

Fig．４　Coexistingattractorswithdifferentvaluesofparameterb

３．３　瞬态现象

混沌行为中存在着周期窗口,从混沌状态开始到周期状

态结束的运动称为混沌系统的瞬态现象.固定参数不变,图

５(a)展示了变量x随时间变化的时间序列.可以观察到,随

着时间的推移,系统的运动状态在混沌和周期之间交替变化.

当t∈[０,６０]时,系统处于混沌状态;当t∈[６０,１００]时,系统

进入周期状态;当t∈[３００,３３０]时,系统再次回到混沌状态,

该混沌吸引子和周期吸引子如图５(b)、图５(c)所示.

(a)变量x的时域波形

　(b)t∈[０,６０]的混沌吸引子 (c)t∈[６０,１００]的周期吸引子

图５　瞬态混沌

Fig．５　Transientchaos

３．４　复杂度分析

复杂度算法可以用来衡量混沌系统中随机序列与混沌序

列的相关程度,混沌系统的高复杂度更适合于安全通信.本

文选用SE和CO复杂度算法来计算系统的复杂度.通过傅

里叶变换(FFT)得到能量谱分布,然后根据香农公式计算

谱熵值,即SE复杂度.基于FFT变换,得到序列中不规则部

分所占比例越大,即 CO复杂度越高.固定参数a＝８．５,b＝

１０．１,c＝８,初始值(１,２,３),图６(a)、图６(b)显示了系统在参

数a变化下的SE和CO复杂度,与图６(c)、图６(d)中绘制的

参数a的复杂度混沌图一致,这证实了系统的混沌特性.

(a)SE复杂度 (b)CO复杂度

(c)SE复杂度混沌图 (d)CO复杂度混沌图

图６　系统的复杂度

Fig．６　Systemcomplexity

４　电路仿真

本章利用线性电阻、线性电容、运算放大器和模拟乘法器

来设计混沌系统的电路原理图,如图７所示.电阻和电容用

于调节系统的参数,运算放大器用于实现电路的积分运算,而

模拟乘法器则用于实现非线性项.为了方便电路测试,首先

将变量压缩为原来的１/１０,令τ＝τ０t,τ０＝１０００可得:

２４０３０００５６Ｇ３
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x􀅰＝－８５００x＋１０００yz

y
􀅰＝１０００xz－１０００y３

z􀅰＝－８５００xy＋１０１００z

ì

î

í

ïï

ïï

(４)

根据电路定律,得到电路状态方程如下:

x􀅰＝－ １
R１C１

(x)－ １
R２C１

(－y)z

y
􀅰＝－ １

R３C２
(－x)z－ １

R４C２
(－y)３

z􀅰＝－ １
R５C３

(xy)－ １
R６C３

(－z)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(５)

图７　电路原理图

Fig．７　Circuitschematicdiagram

(a)xＧy 平面 (b)xＧz 平面 (c)yＧz 平面

图８　电路仿真结果

Fig．８　Circuitsimulationresults

对比式(４)与式(５),令C１＝C２＝C３＝１００ηF,可以计算得

到电 阻 阻 值 R１ ＝１．１７６kΩ,R２ ＝R３ ＝R４ ＝１kΩ,R５ ＝

７９．７６１kΩ,R６＝１．６６７kΩ,其余电阻阻值均为１０kΩ.调试电

路后得到系统的仿真图如图８所示,证明了系统的物理可

行性.

５　有限时间同步

在实际应用中,研究两个不同结构的混沌系统之间的同

步问题更具有意义.本文以四翼混沌系统作为驱动系统,选

取经典的 Lorenz系统作为响应系统,其数学模型如式(６)、

式(７)所示:

x􀅰１＝－ax１＋y１z１

y
􀅰
１＝x１z１－y３

１

z􀅰１＝－(ac/８)x１y１＋bz１

ì

î

í

ïï

ïï

(６)

x􀅰２＝k(y２－x２)＋μ１

y
􀅰
２＝ωx２－y２－x２z２＋μ２

z􀅰２＝x２y２－rz２＋μ３

ì

î

í

ïï

ïï

(７)

将同步控制器μ１,μ２,μ３ 加入到式(７)中,在 Lorenz系统

中,当参数k＝１０,ω＝２８,r＝８/３,初始值(x２,y２,z２)＝(１,１,

１)时,满足混沌特性.定义响应系统与驱动系统的误差为同

步误差公式,进而得到同步误差函数为:

e􀅰１＝x２－x１＝ky２－kx２＋ax１－y１z１＋μ１

e􀅰２＝y２－y１＝ωx２－y２－x２z２－x１z１＋y３
１＋μ２

e􀅰３＝z２－z１＝x２y２－rz２＋ac/８x１y１－bz１＋μ３

ì

î

í

ïï

ïï

(８)

为了保证驱动Ｇ响应系统的有限时间同步,必须满足当

t１＞０时,lim
t→t１

|ei|＝０;当t１＞t时,|ei|＝０.

定理１　如果存在一个可微的正函数W(t)如下:

W
􀅰
(t)≤－αWβ(t),∀t＞t０,W(t)≤０ (９)

当α＞０,０＜β＜１且t１＞t＞t０,W (t)满足 W１－β(t)≤

W１－β(t)－α(１－β)(t－t０)且∀t＞t１,W(t)＝０,则稳定时间

t１≤t０＋W１－β(t０)
α(１－β).

定理２　对于任意实数τ１,τ２,τ３,􀆺,τn,０＜β＜１,下列不

等式成立.

∑
n

i＝１
τβ＋１

i ≤(∑
n

i＝１
τi)

β＋１
２ (１０)

为了满足系统(６)、系统(７)达到同步,根据误差函数所设

计的控制器如式(１１)所示:

μ１＝－me１－nsgn(e１)|e１|γ＋k(x２－y２)－ax１＋y１z１

μ２＝me２－nsgn(e２)|e２|γ＋x２z２＋x１z１＋y１－y３
１－ωx２

μ３＝me３－nsgn(e３)|e３|γ＋rz２＋bz１－x２y２－
(ac/８)x１y１

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(１１)

其中,m,n是大于０的常数,γ∈[０,１],构造 Lyapunov函数

V＝１
２∑

３

i＝１
e２
i,对其求导可得:

V
􀅰

＝e１e
􀅰
１＋e２e

􀅰
２＋e３e

􀅰
３

＝e１(ky２－kx２＋ax１－y１z１＋μ１)＋e２(ωx２－y２－

x２z２－x１z１＋y３
１＋μ２)＋e３(x２y２－rz２＋

(ac/８)x１y１－bz１＋μ３) (１２)

将式(１１)代入式(１２)中,可得:

V
􀅰

＝e１(－me１－nsgn(e１)|e１|γ)＋e２(me１－

nsgn(e２)|e２|γ)＋e３(－me３－nsgn(e３)|e３|γ)

＝－me２
１＋me２

２ ＋me２
３ －n[sgn(e１)|e１|γ＋１ ＋sgn(e２)

|e２|γ＋１＋sgn(e３)|e３|γ＋１]

≤－n[sgn(e１)|e１|γ＋１＋sgn(e２)|e２|γ＋１＋

sgn(e３)|e３|γ＋１] (１３)

根据定理２可得:

V
􀅰

≤－n[sgn(e１)|e１|＋sgn(e２)|e２|＋sgn(e３)|e３|]
１＋γ
２

≤－n(２V)１＋γ
２

≤(－２)１＋γ
２ (nV)

１＋γ
２ (１４)

此时,满足定理１的条件,可以得到系统(６)和系统(７)能

够在有限时间内达到稳定状态,同步时间为:

t１≤
(V(t０))

１－γ
２

２γ－１
２ n(１－γ)

(１５)
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令m＝n＝１,γ＝１/２,系统(６)、系统(７)的初始条件分别

为(１,２,３)和(１,１,１),对同步系统进行了仿真.图９(a)展示

了同步仿真的结果,图９(b)、图９(c)展示了变量x,y的时域

波形.可以观察到,系统(６)和系统(７)在极短的时间内(约

０．６s)达到了同步.此外,还与其他有限时间同步方法进行了

比较,如表１所列,验证了本文方案的高效性.与其他驱动—

响应系统的同步方案相比,本文方案具有更强的抗攻击能力.

表１　有限时间同步效果对比

Table１　Finitetimesynchronizationeffectcomparison

本文 文献[２７] 文献[２８] 文献[２９]

达到同步

时间t/s

０．５ ２．１ １．２ ２．４
文献[３０] 文献[３１] 文献[３２] 文献[３３]

１．５ ２ １．３ １．８

(a)同步误差

(b)变量x的时域波形 (c)变量y的时域波形

图９　同步误差效果图

Fig．９　Synchronizationerroreffectdiagram

结束语　本文提出了一种具有多翼吸引子的新型混沌系

统.分析该系统的Lyapunov指数谱、分岔图和吸引子相图发

现,该系统的吸引子拓扑结构随着参数变化由四翼转变为双

翼;讨论了在不同的时刻和初始条件下,系统分别存在瞬态混

沌和吸引子共存的现象,证明了系统具有复杂的动力学行为;

搭建了该系统的模拟仿真电路,验证了其可行性;最后,将新

系统作为驱动系统,将 Lorenz系统作为响应系统,设计了控

制器实现了有限时间同步,并进行了数值仿真以验证理论的

正确性.未来的研究计划包括提高同步速率和效率,并将其

应用于保密通信领域.
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