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基于多面体模型的矩阵乘法自动混合精度优化

何昊天 周　蓓 郭绍忠 张作言 郝江伟 许瑾晨

信息工程大学网络空间安全学院　郑州４５０００１
　(m１８５０３８８０２５１＠１６３．com)

　
摘　要　混合精度是计算机中的一种数值计算技术,通过将计算中的部分数据类型从高精度转换成低精度来提高计算效率.

矩阵乘法在计算机科学和数学中有着重要而广泛的应用,在矩阵乘法中使用混合精度技术来加速计算过程是一项很有挑战性

的工作.现有的混合精度优化存在一些问题,例如存储开销大,必须在特定的硬件单元上实现,限制了模型或算法的部署选项

并降低了其可移植性.针对上述问题,提出并实现了基于多面体模型的混合精度代码自动生成工具 AGMMMPC.通过将低

精度乘高精度加基础混合精度矩阵乘代码生成功能添加到“源Ｇ源”的PPCG编译器中,并使用精度调优算法(PrecisionTuning,

PT)找到基础混合精度计算中的高频误差点,将这些点用高精度计算,其余点用基础混合精度计算,有效减小基础混合精度计

算中的误差,首次实现了源到源的面向矩阵乘计算的混合精度代码自动生成.实验表明,以高精度计算为基准,AGMMMPC
生成的高级混合精度代码在 X８６平台上的最大加速比为１．３９,几何平均加速比为１．１４.
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OptimisationofAutomaticMatrixMultiplicationMixingAccuracyBasedonPolyhedralModels
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SchoolofCyberspaceSecurity,UniversityofInformationEngineering,Zhengzhou４５０００１,China

　

Abstract　MixedprecisionisanumericalcomputationtechniqueincomputersthatimprovestheefficiencyofcomputationbyconＧ

vertingsomeofthedatatypesinthecomputationfromhighprecisiontolowprecision．Matrixmultiplicationhasanimportantand

wideapplicationincomputerscienceandmathematics,usingmixedprecisiontechniquesinmatrixmultiplicationtospeedupthe

computationalprocessisachallengingtask．ExistingmixedＧprecisionoptimisationsuffersfromseveralproblems,suchashigh

storageoverhead,havingtobeimplementedonspecifichardwareunits,limitingthedeploymentoptionsofmodelsoralgorithms

andreducingtheirportability．Inthefaceoftheaboveproblems,thispaperproposesandimplementsanautomaticmixedＧprecision

codegenerationtoolbasedonpolyhedralmodelsAGMMMPC．ByaddingthelowＧprecisionＧbyＧhighＧprecisionＧplusＧbasicＧmixedＧ

precisionmatrixmultiplicationcodegenerationfunctionalitytothesourceＧsourcePPCGcompiler,andusingtheprecisiontuning
(PT)algorithmtofindhighＧfrequencyerrorsinthebasicmixedＧprecisioncomputation．ThesepointsareprocessedbyhighpreciＧ

sioncalculationmethod,whiletherestareprocessedbythebasicmixedprecisioncalculationmethod,whicheffectivelyreduces

theerrorinthebasicmixedprecisioncalculation,andrealisestheautomaticgenerationofsourceＧtoＧsourcemixedＧprecisioncode

formatrixmultiplicationforthefirsttime．ExperimentsshowthatthemaximumaccelerationratiooftheadvancedmixedＧpreciＧ

sioncodegeneratedbyAGMMMPCis１．３９andthegeometricmeanaccelerationratiois１．１４onX８６platformwithhighＧpreciＧ

sioncomputationasthebenchmark．
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１　引言

提高基本计算效率可能会产生广泛的影响,因为它直接

影响到大量计算任务的整体速度[１].矩阵乘法是一种常见的

基本计算任务,是许多计算任务的核心,例如矩阵求逆、计算

行列式和求解线性系统.矩阵乘法被广泛应用于图像处理、

机器学习、神经网络[２]和科学计算等领域,因此,如何更好地

提升矩阵乘法的执行效率变得尤为重要.

混合精度技术在矩阵乘法优化方面取得了许多进展.目

前,混合精度优化主要有两种混合方式,一种是计算精度与存

储精度分离,即使用一种精度进行计算,另一种精度进行存

储.例如,Huang等[３]提出的混合精度方法在混合精度训练

时,矩阵乘运算使用FP１６进行计算,但最终结果会被累积并

存储在FP３２格式中,从而获得了１．５~３倍的加速效果.然

而,这种混合方式需要将计算阶段得到的结果转换为高精度

浮点数并存储起来,此过程需要占用额外的存储空间,会导致



存储开销过大;并且由于存储精度不同,在计算和存储阶段之

间进行数据转换可能会增加内存访问延迟,并降低计算效率.

另一种混合方式是计算阶段精度划分,即同时在计算阶段使

用不 同 精 度.例 如,NVIDIA 推 出 的 硬 件 加 速 器 Tensor

Cores实现了混合精度计算,在矩阵乘法过程中,使用半精度

浮点数(FP１６)进行乘法操作,而使用单精度浮点数(FP３２)进

行加法操作.这种混合精度计算方式能够显著加快矩阵乘法

的计算速度,相比传统的单精度矩阵乘法能提高 ８倍以上的

计算速度,目前这种混合方式只在硬件上实现了.但是用硬

件实现低精度乘高精度加混合精度计算,需要在特定硬件单

元上实现.由于硬件实现更容易受到舍入误差和数值不稳定

性引起的噪声干扰,没有这种特定硬件支持的系统则无法

使用.

为解决现有问题,本文在软件层面上实现了低精度乘高

精度加混合精度方法对矩阵乘计算进行优化.然而,在软件

层面实现低精度乘高精度加混合精度优化复杂度较高.一方

面需要分析数据结构并设计相应的算法,进行数据类型转换

和存储管理,这可能会给开发者带来更大的工作量和技术挑

战.因此,本文基于多面体模型,利用PPCG[４]对矩阵乘计算

中的数据流进行分析,通过调度树转换进行数据类型的转换,

将低精度乘高精度加混合精度矩阵乘代码生成功能添加到

“源Ｇ源”的PPCG编译器中,从而自动生成性能更加高效的基

础混合精度矩阵乘代码.

另一方面,与高精度矩阵乘计算相比,低精度乘高精度加

混合精度矩阵乘计算势必会引入误差.为了平衡性能和精

度,需要统计混合精度计算中的误差分布,并使用高精度计算

来处理误差较大的点,以降低误差.然而,不同的输入会引入

不同的误差,并且高于误差阈值的点也各不相同,难以确定混

合精度计算中误差较大的点.如果每组输入都要找到误差较

大的点,这将变得繁琐并且费时费力.因此,本文提出精度调

优算法(PT),在基础混合精度矩阵乘计算中找到出现频率较

高且误差较大的点.为了降低误差,采用高频且误差大的点

用高精度计算,其余点使用混合精度计算的策略,并根据此策

略自动生成高级混合精度代码.最后对生成的代码进行测

试.实验结果表明,以高精度计算为基准,生成的高级混合精

度代码在 X８６平台上的最大加速比为１．３９,几何平均加速比

为１．１４.

本文的主要贡献如下:

１)结合多面体模型和混合精度技术,自动生成低精度乘

高精度加基础混合精度矩阵乘代码.

２)提出精度调优算法(PT)对基础混合精度代码进行精

度分析,结合性能收益设计并实现了一个面向矩阵乘计算的

自动 混 合 精 度 工 具 AGMMMPC(Automatically Generated

MatrixMultiplicationMixedPrecisionCode).

３)选取不同规模下的矩阵乘法测试用例进行实验,结果

表明,本文所实现的面向矩阵乘计算的自动混合精度工具能

够自动生成混合精度优化后的代码,并且可以充分挖掘矩阵

乘计算中潜在的精度冗余和性能.

本文第２章介绍了研究现状以及多面体模型和调度树的

相关基础知识;第３章介绍自动混合精度工具 AGMMMPC

的框架及实现;第４章对生成的混合精度代码进行测试和分

析;最后总结全文并展望未来.

２　相关工作

２．１　矩阵乘优化

近年来,矩阵乘优化成为了计算机科学和高性能计算领

域的研究热点.矩阵乘法是一种常见的数值计算操作,被广

泛应用于图像处理、机器学习、科学计算等领域.然而,由于

矩阵乘法的计算复杂度较高,因此,如何提高其执行效率成为

了学术界和工业界的关注焦点.为了提高矩阵乘法的执行速

度,研究人员探索了多种方法和技术.２０２２年,Fawzi等[１]提

出了一种深度强化学习方法,用于发现有效且可证明正确的

算法,以解决任意矩阵乘法的问题;Dughmi等利用随机化技

术对矩阵乘法进行优化[５],提出了一种算法,该算法利用随机

采样来近似矩阵乘法,在保证结果精度的前提下,显著降低了

计算复杂度.还有一些方法使用基本优化技术,包括循环展

开、数据重用、寄存器变量和数据对齐.这些技术旨在降低计

算量和内存访问延迟,提高指令级并行性和局部性.此外,还

有一些缓存友好的算法被提出,例如 Demmel[６]提出了基于

分块技术对矩阵乘法进行优化,将大规模矩阵乘法分解成较

小的分块矩阵乘法,以利用计算和存储资源的局部性,提高并

行性能.编译器优化是另一个重要的方向,自动向量化[７]和

循环重排等技术可以由编译器自动完成,其将代码转换为更

高效的形式,从而提高执行效率.

２．２　混合精度

混合精度是一种在计算过程中同时使用不同精度数据类

型的技术,主要应用于存在精度冗余的程序中,可以同时使用

高精度计算和低精度计算.目前,混合精度技术的研究分为

两类:一类是算子级混合精度,主要用于人工智能领域的深度

学习训练;另一类是变量级混合精度,主要用于各种精度调整

和分析工具.分析精度调整后的混合精度程序是否满足要求

有动态和静态分析两种方法,使用静态分析的混合精度工具

包 括 AMPTＧGA[８],FPTuner[９],Daisy[１０],Rosa[１１]、TAFＧ

FO[１２]等,使 用 动 态 分 析 的 混 合 精 度 工 具 包 括 PrecimoＧ
nious[１３],Blame Analysis[１４],ADAPT[１５],fpPrecisionTuＧ

ning[１６],GPUMixer[１７]等.无论是算子级混合精度还是变量

级混合精度,它们的目标都是在保持适当计算精度的同时,提

高计算效率和降低资源消耗.混合精度技术的研究和应用对

于深度学习训练、HPC计算和其他相关领域的性能优化具有

重要意义.通过合理选择和应用混合精度技术,可以取得更

好的计算效果,并提高解决各种复杂问题的效率.

２．３　多面体模型

多面体模型是(PolyhedralModel)[１８]将语句实例抽象成

空间多面体,并通过这些多面体上的集合操作来分析和指导

循环变换的编译优化模型.多面体模型通常使用迭代空间

(语句实例集合)、访存关系(语句实例与数据访问的映射关

系)、依赖关系(语句实例之间的依赖关系)和调度(语句执行

顺序)表示程序及其语义.

多面体编译工具的一般编译流程如图１所示,其一般由

抽象分析、调度变换和代码生成３个阶段组成,且线性整数

１１１何昊天,等:基于多面体模型的矩阵乘法自动混合精度优化



规划始终贯穿其中[１９].抽象分析过程用于提取程序的多面

体模型,并进行依赖分析.多面体模型是对程序结构和计算

依赖关系的抽象表示,根据依赖分析的结果,调度变换被应用

于实现合法的循环变换组合.通过调度变换,程序的循环结

构可以被重新排列和优化,以提高并行性和性能.代码生成

阶段,将基于多面体模型的中间表示根据目标体系结构的编程

模型生成相应的并行程序.这意味着生成的代码可以与目标

体系结构的特点和要求相匹配,以充分发挥并行计算的优势.

图１　多面体模型一般编译流程

Fig．１　Generalcompilationflowofpolyhedralmodels

以图２的矩阵乘计算为例,多面体模型将该计算抽象成

三维空间上的多面体形式.其调度可以被表示为:

{S０(i,j)→(０,i,j);S１(i,j,k)→(１,i,j,k)} (１)

其中,S０(i,j)和S１(i,j,k)表示语句的实例,分别对应图２中

S０初始化语句和S１矩阵乘计算语句;(０,i,j)和(１,i,j,k)表

示语句的执行顺序;“→”表示从语句实例到语句执行顺序的

映射关系.以S０语句为例,它有i和j两个维度,因此本文用

三维数组(i,j,k)来表示所有S０语句实例的执行顺序.其中,

(i,j,０)表示在i轴上执行完后,再按照j轴的顺序执行;而
(i,j,１)则表示在j轴上执行完成后再执行.需要注意的是,

数组中的０和１并不是实际的时间单位,而是用来区分执行

顺序的常量.在数组的某一维度上,任何一个被标记为１的

语句实例都必须在标记为０的语句实例之后执行.根据计算

出的循环嵌套依赖关系,多面体模型能够计算出一个新的调

度,其结果为:

{S０(i,j)→(i,j,０);S１(i,j,k)→C(i,j,１,k)} (２)

＃pragmascop

for(i＝０;i＜M;i＋＋)

　　　for(j＝０;j＜N;j＋＋)

S０　　　C[i][j]＝０;

for(i＝０;i＜M;i＋＋)

　　for(j＝０;j＜N;j＋＋)

　　　　for(k＝０;k＜K;k＋＋)

S１　　　　　C[i][j]＝C[i][j]＋A[i][k]∗B[k][j];

＃pragmaendscop

图２　矩阵乘计算C语言代码

Fig．２　Clanguagecodeformatrixmultiplicationcalculation

从式(１)到式(２)的转换是应用多面体模型对矩阵乘法计

算实施循环合并优化得到的.在优化后的代码中,循环合并

的过程被表示为多面体模型,可以看作是一种更高级别的抽

象.这个优化的过程使得程序的执行效率得到了提升,代码

简化程度也得到了增强.图３展示了优化后的代码.

在程序自动并行化领域,多面体模型已经取得了许多引

人注目的成果.此外,它还被广泛应用于Pluto编译工具[２０]、

PPCG编译工具、GCC 中的 Graphite框架[２１]和 LLVM 中的

Polly[２２]模块等开源工具和商业应用中.因此本文基于多面体

模型开展面向矩阵乘计算的自动混合精度优化研究.

for(i＝０;i＜M;i＋＋)

　for(j＝０;j＜N;j＋＋){

　　　C[i][j]＝０;

　　　for(k＝０;k＜K;k＋＋)

　　　　C[i][j]＝C[i][j]＋A[i][k]∗B[k][j];

　　}

图３　循环合并后矩阵乘计算C语言代码

Fig．３　Clanguagecodeformatrixmultiplicationafterloopmerge

２．４　调度树

调度树(ScheduleTree)是一种用于表示程序循环嵌套结

构的数据结构,主要用于在并行计算中对程序进行并行和优

化.由于多面体模型用于表示程序中语句实例的执行顺序,

因此调度在本质上可以被看作是树的形式.在多面体模型

中,除了常见的集合和映射之外,还存在多种其他中间表示形

式(IntermediateRepresentation,IR)用于表示调度过程,如

Kelly等[２３]提出的中间表示、“２d＋１”形式的中间表示[２４]、

Presburger算术表达式[２５]以及调度树等.本文采用调度树

作为多面体模型的中间表示形式.

调度树通常由多个结点组成,每个结点代表一个循环结

构,包括循环体、循环范围、迭代次数等信息.一般而言,调度

树中可以包含 domain,sequence,filter,band,mark和extenＧ

sion等类型的结点.其中domain结点是调度树的根结点;

sequence结点的子结点必须按先后顺序执行;filter结点一般

是sequence等结点的子结点,表示当前子树中所有语句实例

的集合;band结点与循环嵌套相对应;mark结点表示当前子

树中的附加信息;extension结点是一个可由程序员操作的扩

展结点.有关调度树的结点信息以及由其生成 AST的算法

和实现原理可以参考文献[２６].

基于调度树,本文可以很方便地对矩阵乘循环程序进行

各种优化.调度树的形状类似于树形结构,易于理解和修改,

程序开发人员可以方便地进行修改和插入操作以实现特定的

功能.此外,多面体编译器如 PPCG可以根据调度树生成其

对应的抽象语法树(AST),由此自动生成针对特定体系结构

的并行代码,程序员只需确保调度树等信息符合规范即可.

因此,本文采用调度树作为多面体模型中调度的中间表示形

式,以实现针对矩阵乘计算的自动混合精度优化.

３　AGMMMPC的框架及实现

本文面向矩阵乘计算设计实现了一个混合精度代码自动

生成工具 AGMMMPC.流程图如图４所示,以高精度矩阵

乘源程序作为输入,利用 PPCG对输入的矩阵乘程序进行初

始化和基础混合,生成低精度乘高精度加混合精度代码,采用

精度调整算法(PT)循环多次随机初始化输入矩阵的值,用高

精度矩阵乘计算的结果矩阵和混合精度矩阵乘计算的结果矩

阵的差值得到多组误差矩阵(如图中灰色矩阵所示),设置误

差阈值,其中,深灰色为误差矩阵中高于误差阈值的点.初始

化和结果矩阵同等规模且元素值全为０的record矩阵,用来

统计误差分布,根据误差分布记录高频误差点,将这些点的
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行列号保存在json文件中.为了减小混合精度矩阵乘计算

的误差,采用高级混合精度策略,即在混合精度矩阵乘计算时

将json文件中的高频误差点用高精度计算,其余点用混合

精度计算.此外,将高级混合精度策略自动生成代码输出.

其中,利用精度调整算法找到高频误差点,确定高级混合精度

策略并自动生成代码是本文工作的核心.

图４　AGMMMPC框架示意图

Fig．４　SchematicdiagramofAGMMMPCframework

　 　 本 章 以 常 见 的 矩 阵 乘 计 算 为 例,详 细 介 绍 了

AGMMMPC的基本工作流程.AGMMMPC主要分为初始

化、基础混合、精度调优和高级混合４个模块.

３．１　初始化

初始化子模块包含抽象分析和调度变换两个阶段.在抽

象分析阶段,预处理模块使用 PET[２７]库,从用户输入的 C语

言矩阵乘源代码中识别出指定的程序段,然后构建该程序段

的多面体模型,其中包括迭代空间、访存关系以及调度,均以

仿射约束的形式表示.

迭代空间指用来表示输入程序中语句实例集合的空间.

在这个空间中,每个语句实例都可以通过迭代变量的值来唯

一确定.示例矩阵乘计算的核心代码如图３所示,其迭代空

间如式(３)所示,其中每一个迭代向量(i,j,k)都与语句S０和

S１的一次执行实例一一对应.

{S０(i,j):０≤i＜M∧０≤j＜N;S１(i,j,k):

０≤i＜M∧０≤j＜N∧０≤k＜K} (３)

访存关系是语句实例与其访问的数据元素之间的映射关

系,包括了写访存关系与读访存关系.示例矩阵乘计算在满

足式(１)中迭代空间约束的前提下,其写访存关系为:

{S０(i,j)→C(i,j):(０≤i＜M∧０≤j＜N);S１(i,j,k)→

C(i,j):(０≤i＜M∧０≤j＜N)} (４)

读访存关系为:

{S１(i,j,k)→A(i,k):(０≤i＜M∧０≤k＜K);S１(i,j,k)→

B(k,j):(０≤k＜K∧０≤j＜N);S１(i,j,k)→C(i,j):

(０≤i＜M∧０≤j＜N)} (５)

调度被用来表示程序中语句实例的执行顺序,并将每个

语句实例映射到一个整数元组上.这些整数元组按照字典序

的方式进行排序,以确定程序中语句实例的执行顺序.例如,

在矩阵乘法计算中,原始的调度如式(１)所示.

依赖关系是判断程序是否正确执行的关键和保证程序变

换合法性的前提.无论是针对循环或其他重排序变换,都必

须先满足依赖基本定理,才能保证程序按照预期正确执行.

因此,在使用调度变换来发掘程序并行性之前,必须对程序的

依赖关系进行仔细分析处理,以确保程序的正确性和可靠性.

以矩阵乘计算为例,根据计算出的访存关系,本文获得了

其语句实例间的依赖关系:

{S０(i,j)→S１(i,j,０);S１(i,j,k)→S１(i,j,k＋１)} (６)

调度变换(ScheduleTransformation)指对程序的调度进

行变换,以达到提高程序并行性和减少执行时间的目的.调

度变换是多面体模型中的核心.为了能让程序有更好的并行

性和局部性,AGMMMPC在依赖分析的基础上,采用isl库

中改进的isl调度算法[２８]来对循环嵌套进行变换.调度变换

前后的调度示意图如图５所示.

(a)调度变换前 (b)调度变换后

图５　调度变换前后的调度树示意图

Fig．５　Schematicofschedulingtreebeforeandafterscheduling

transformation

３．２　基础混合

基础混合子模块主要对经过预处理子模块得到的调度树

进行数据流分析、调度树转换、代码生成等操作.最终,基础

混合模块会生成一个基础混合精度矩阵乘代码.

３．２．１　数据流分析

矩阵乘法是由乘法操作和加法操作组成.在计算矩阵乘

法时,乘法操作的数量通常远远多于加法操作的数量.因此,

在优化矩阵乘法性能时,可以通过减少乘法操作的性能开销

来提升矩阵乘法的计算速度.众所周知,计算机中,低精度乘

法的计算速度比高精度乘法的计算速度快,低精度乘法可以

在同一时间内处理更多的数值,从而提高计算性能.加法操

作涉及相对较小的数值计算,并且它们更容易受到累积误差

的影响.使用高精度加法可以减小数值计算过程中的舍入误

差.为了平衡性能和精度,对矩阵乘法的乘法操作使用低精

度,而对加法操作使用高精度,可以在保持计算性能的同时获

得较高的数值精度.

该模型首先通过对程序中的数组引用和语句实例进行分

析;然后根据访存映射、数组引用等情况对它们进行分组.
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分组策略是首先进行初始化分组,即将一个数组的引用以及

与之相关的信息初始化为一个组.但是,如果两个组的访问

关系都只是读取,那么将这两个组合并为一组;如果两个组的

访问关系是写入或者写入和读取,则将这两个组合并为一组.

然后对合并后的数组引用分组进行遍历、判断和合并,根据合

并结果计算索引偏移量等信息,最后更新本地数组副本中的

信息.利用数组引用分组信息计算本地数组被引用部分的大

小,并将其与预处理阶段提取的上下文等信息相结合,以更新

和简化本地数组中的大小和索引偏移量等信息.

以矩阵乘计算为例,输入矩阵A和B 两个数组都只是被

一个一次读取的引用组所访问,所以将A 和B 这两个组合并

为一组,还需要根据数组引用组计算本地数组被引用部分的

大小,其大小即为混合精度优化阶段需要申请的低精度数组

大小,从而降低开销.

在处理完所有数组引用组后,对所有非空的本地数组进

行标记,并为这些数组生成强制类型转换的流映射关系,将其

存储在对应数组引用组中.同时,在低精度所在的子树中插

入一个包含流映射关系的extension结点,从而使计算机能够

快速访问并使用这些流映射关系.以上操作可以有效实现混

合精度计算,提高算法的运行效率和精度.矩阵乘计算实例

的强制类型转换的流映射关系如式(７)所示:

[[]→A(i,j)]→low_A(ii,j)

[[]→B(i,j)]→low_B(i,j){ (７)

对于输入流,其作用是从数据源中读取矩阵A与B 的数

据,并将其存储在相应的low_A 与low_B 的位置上.而对于

输出流,其含义则与输入流相反.经过数据流分析之后的调

度树如图６所示.

图６　数据流分析之后的调度树

Fig．６　Schedulingtreeafterdataflowanalysis

３．２．２　调度树转换

调度树转换主要是根据数据流分析的结果,通过对原始

调度树中的结点进行各种操作,将其转换成符合混合精度计

算的新的调度树的过程.其过程具体步骤如下:

１)利用本地数组中的信息计算低精度计算所需的输入和

输出流,再结合流映射关系,从而计算得到强制类型转换对应

的调度,并生成对应的band结点.

２)在extension结点处创建一个sequence结点作为子结

点,然后将强制类型转换后得到的低精度band结点和原始的

高精度band结点按照计算的先后顺序依次插入sequence结

点下.由于调度转换过程中需要对调度树中的结点进行各种

操作,设置大量 mark结点来标记子树的附加信息,以方便用

户理解和修改,最后将这些 mark结点删除,保证调度树的

简洁.

以矩阵乘计算为例,其低精度计算的输入流和输出流可

以用式(８)表示,其转换之后的调度树如图７所示,

{read[[]→A[o０,o１]]:０≤o０≤M－１and０≤o１≤K－１}
{read[[]→B[o０,o１]]:０≤o０≤K－１and０≤o１≤N－１}
{write[[]→C[o０,o１]]:０≤o０≤M－１and０≤o１≤N－１}

(８)

图７　转换之后的调度树

Fig．７　Schedulingtreeafterconversion

３．２．３　代码生成

代码生成子模块将经过混合精度优化后的调度树作为输

入,利用多面体模型中的多面体扫描技术生成与调度树相对

应的抽象语法树(AST),最终参照 C语言规范使用 AST 生

成相应的代码.多面体扫描技术的任务是遍历调度树中迭代

空间的每一个点,并按照调度树所表示的信息生成对应的

AST.

在该模块中,本文选择“调度树→AST→C语言代码”的

代码生成流程,其中由调度树生成 AST的过程可利用isl库

实现;从 AST 到最终代码的生成仅需要遍历抽象语法树

(AST),根据其结点信息向目标文件中输出相应的语句.最

后,通过基础编译器进行编译链接,生成可执行文件,即可得

到最终的目标程序.

本文在实现过程中对 PPCG 的代码生成模块进行了一

定的扩展和改进,以支持混合精度优化等特殊情况下的强制

类型转换等特殊代码的生成.由于 PPCG 的代码生成模块

已经非常细致和完善,因此这些改进只是对其进行了一些补

充,故此处不再赘述代码生成的细节.

生成的低精度乘高精度加混合精度矩阵乘计算的代码如

图８所示,代码中首先根据计算出的本地数组大小声明了低

精度的数组,然后将高精度的数组强制类型转换为低精度的
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数组,最后进行了低精度乘高精度加混合精度矩阵乘计算.

经过一系列的实验,结果表明,混合精度优化后的代码与原始

代码相比具有更快的执行速度和更好的性能.

floatlow_A[１０２４][１０２４];

floatlow_B[１０２４][１０２４];

//low
//amp_kernel
{

for(intc０＝０;c０＜＝１０２３;c０＋＝１)

　　for(intc１＝０;c１＜＝１０２３;c１＋＝１)

　　　low_A[c０][c１]＝(float)A[c０][c１];

for(intc０＝０;c０＜＝１０２３;c０＋＝１)

　　for(intc１＝０;c１＜＝１０２３;c１＋＝１)

　　　low_B[c０][c１]＝(float)B[c０][c１];

for(intc０＝０;c０＜＝１０２３;c０＋＝１)

　　for(intc１＝０;c１＜＝１０２３;c１＋＝１)

　　　for(intc２＝０;c２＜＝１０２３;c２＋＝１)

　　　　C[c０][c１]＝(C[c０][c１]＋(low_A[c０][c２]∗ low_B[c２]

[c１]));

}

图８　矩阵乘混合精度计算代码核心段

Fig．８　Codecoresegmentofmatrixmultiplicationmixedprecision

calculation

３．３　精度调优

精度调优模型由初始化多组矩阵、计算每组误差矩阵、统

计误差分布、记录高频误差点等子模块组成,４个子模块通过

精度调优算法实现.本节主要是通过精度调优算法找到基础

混合精度矩阵乘计算中误差出现频率较高的点,从而为后续

的高级混合提供依据,优化矩阵乘法的计算结果,减小计算误

差,并提高计算的准确性和可靠性.

与高精度矩阵乘计算相比,基础混合精度矩阵乘计算势

必会引入误差,当误差超过用户所能接受的误差阈值时,需要

降低误差,从而提高计算的准确性.因此本文通过精度调优

(PT)算法找到混合精度计算中出现的高频误差点,其算法描

述如算法１所示.

算法１　精度调优算法

输入:(A,B,low_A,low_B,threshold)

输出:(recordmatrix)

１．fori←１tonum_trialsdo:

２．randomlyinitializematrixAandmatrixBwiththerequireddimenＧ

sions;

３．　C＝zeros(M,N);

４．　fori←１toMdo

５．　　 forj←１toNdo

６．　　　 fork←１toKdo

７．　　　　 C[i][j]＝C[i][j]＋ A[i][k]∗ B[k][j];

８．　C_mix＝zeros(M,N);

９．　fori←１toMdo

１０．　　forj←１toNdo

１１．　　　fork←１toKdo

１２．　　　C_mix[i][j]＝C_mix[i][j]＋low_A[i][k]∗low_B[k]

[j];

１３．　initializerecordmatrixwiththesamesizeasCandC_mix;

１４．　fori←１toMdo

１５．　　forj←１toNdo

１６．　　ifabs(C[i][j]ＧC_mix[i][j])＞thresholdthen:

１７．　　　record[i][j]＋＝１;

１８．　recordthresholds＝ num_trials∗０．０１;

１９．　result＝[];

２０．　fori←１toMdo

２１．　　forj←１toNdo

２２．　　　ifrecord[i][j]＞recordthresholdsthen:

２３．　　　　result．append((i,j,record[i][j]));

２４．returnrecord,result．

此算法主要分为４个子模块,１－１２行是初始化多组矩

阵子模块,主要通过多次随机初始化输入矩阵A和B,针对每

组不同的输入矩阵计算出每组高精度矩阵乘计算的结果矩阵

C和基础混合精度矩阵乘运算的结果矩阵C_mix.１３－１７行

是计算每组误差矩阵子模块和统计误差分布子模块,主要通

过计算每组C矩阵和C_mix矩阵的绝对误差得到多组误差

矩阵.设置误差阈值,初始化一个和误差矩阵同等规模的reＧ
cord矩阵,用来记录超过误差阈值次数即超过误差阈值的频

率,每次都将误差矩阵中高于误差阈值的点在record矩阵的

对应位置上累加１,经过多次训练后,最终得到的record矩阵

即为误差分布.record矩阵的元素值表示在混合精度计算过

程中,某个点的误差超过误差阈值的次数,因此,record值越

大,就意味着该点在混合精度计算中出现大误差的频率越高.

１８－２４行高频误差点子模块,主要是为了识别出频率较高的

点,设定了一个record阈值,该阈值代表了超过这个次数的

点具有较高的频率.通过设置这个阈值,可以确定哪些点经

常出现较大的误差.

３．４　高级混合

高级混合是一种针对基础混合精度计算中引入的误差进

行优化的方法.经过精度调优算法的分析,能够找到那些在

计算中频繁引起较大误差的高频误差点.为了减小这些误差

并提高计算的准确性,本文采取了高级混合精度计算策略.

具体而言,本文选择使用高精度计算方法来处理这些高频误

差点,以保证其计算结果的准确性,对于其他点,则继续使用

基础混合精度计算.这样的策略能够有效地减小基础混合精

度计算中引入的误差,进而提高整体计算的准确性.同时,为

了方便应用高级混合精度计算策略,本文方法还能自动生成

相应的高级混合精度代码,从而简化开发过程并提高代码的

可维护性.高级混合方法的工作流程如图９所示.

图９　高级混合工作流程

Fig．９　Advancedhybridworkflow

通过精度调优算法找到高频误差点,将这些点的行列号

保存在json文件中.首先利用脚本读取json文件中的内容,

将其解析为数据结构,以便后续处理.接着根据ison文件的

结构,提取出高频误差点的行列号信息,这些信息将用于后续

的代码生成过程.然后根据高频误差点的行列号信息,编写

生成混合精度代码的逻辑.使用条件语句来判断某个点是否
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为高频误差点,如果是,则生成高精度计算的代码,否则生成

混合精度计算的代码.最后将代码生成逻辑封装在脚本中,

并将数据提取与代码生成过程结合起来,实现自动化的代码

生成.这样遍历所有数据点,并根据其行列号信息判断是否

为高频误差点,然后生成相应的混合精度代码.这种自动化

的方式可以显著提高开发效率,减少手动工作的时间并降低

发生错误的风险.

４　实验分析

面向矩阵乘计算自动生成的混合精度代码都用 C语言

实现.将生成的高级混合精度代码与原始程序的高精度代码

和低精度代码的运行结果进行对比,以准确地评估其性能和

误差.

４．１　实验平台及测试用例

实验选取了１３个规模在１２８∗１２８∗１２８到１０２４∗１０２４∗

１０２４之间的矩阵乘法程序作为测试用例.实验平台信息如

表１所列.

表１　测试平台信息

Table１　Testplatforminformation

type X８６platform
CPU Intel(R)Core(TM)i７Ｇ９７００KCPU

Compiler GCC９．４．０
ICC ＧO０
PPCG ０．０８．１
PPCG ＧＧtarget＝c
OS Ubuntu２０．０４．４LTS

TAFFO TAFFOV０．３．０

４．２　性能测试

为了更准确地测试高级混合精度代码的性能,同时还测

试了基础混合精度代码、高精度矩阵乘代码的性能.为了保

证性能测试的稳定性,采用以下性能测试方法:获取１０次程

序运行时间,对１０次程序执行时间求平均值.只要有一次执

行时间超过平均值的５％,就重新获取１０次程序运行时间,

计算新的平均值,重复判断,判断５次后,若结果仍不符合条

件,则去掉这组数据中高于平均值５％的值,对其余执行时间

求取平均值.

从表２的测试数据可以看出,record阈值越大,混合精度

矩阵乘计算时用高精度计算的点越少,性能越好.因此可以

得出record阈值的大致范围,record阈值的下界是式(９)求得

的值,record阈值依次加５生成混合精度方案,直到方案中需

要用高精度计算的点是０为止.

argmax(count([floor(A(１,１)/１０)×１０,􀆺,floor(A
(m,n)/１０)×１０])) (９)

其中,A(i,j)表示矩阵中的元素,floor(x)表示向下取整函

数,argmax表示取最大值对应的参数.

确定循环初始化输入矩阵的次数时,一方面,若循环次数

太多,则执行时间较长,性能开销较大,而且生成混合精度方

案时,record阈值较小的改变可能会生成不同的混合精度方

案,因次需要多次设置record阈值才能找到合适的混合精度

方案;另一方面,若循环次数太少,则生成的混合精度方案不

稳定.因此本文选取循环初始化输入矩阵的次数为１００次.

表２　不同混合精度方案的性能表现

Table２　Performanceofdifferenthybridaccuracyschemes

Matrixsize
Record

thresholds
Error

thresholds
interval

Pointstobe
calculatedwithhigh
precision(number)

execution
time

１０２４×１０２４×１０２４ ４５ ０．００００００５ [０,１] ２ ５．１６８７５８

１０２４×１０２４×１０２４ ４０ ０．００００００５ [０,１] ２５６ ５．４４７３８２

１０２４×１０２４×１０２４ ３５ ０．００００００５ [０,１] ７７４６ ５．６９２９３４

１０２４×１０２４×１０２４ ３０ ０．００００００５ [０,１] ９２９５１ ７．３９７９８８

１０２４×１０２４×１０２４ ２５ ０．００００００５ [０,１] ４３３６０８ ７．８８８６６９

　　对基础混合精度代码、高精度矩阵乘计算代码、高级混合

精度代码进行性能测试,实验选取了１３个规模在１２８×１２８×

１２８到１０２４×１０２４×１０２４之间的矩阵乘法程序作为测试用

例.首先测试了１３个不同矩阵规模在相同的误差阈值下(误

差阈值为０．００００００１)找到各自的最短执行耗时,并以double
精度计算为基准计算基础混合精度计算的加速比和高级混合

精度计算的加速比,从而量化高级混合精度的加速效果.加

速比的计算式如式(１０)所示:

speedup＝Tbefore

Tafter
(１０)

其中,Tbefore代表加速前的执行时间,Tafter代表加速后的执行

时间.所有测试规模的性能表现如图１０所示,其中 mix是低

精度乘高精度加基础混合精度代码,recompute是高级混合精

度代码.从图１０中可以看到,基础混合精度计算的最大加速

比为１．４９,几何平均加速比为１．１６;高级混合精度计算的

最大加速比为１．３９,几何平均加速比为１．１４.

图１０　不同测试规模的加速比

Fig．１０　Accelerationratiosatdifferenttestsizes

为了更加充分地考虑测试的各种情况,验证高级混合精

度程序的效果,又测试了４个矩阵规模在不同误差阈值下各

自的最短执行耗时,并以double精度计算为基准计算基础混
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合精度计算的加速比、高级混合精度计算的加速比,从而量化

高级混合精度的加速效果.２５６∗２５６∗２５６规模的矩阵性能

表现如图１１所示,基础混合精度计算的最大加速比１．４０,几

何平均加速比为１．３９;高级混合精度计算的最大加速比为

１．３９,几何平均加速比为１．３８.

５１１∗５１１∗５１１规模的矩阵性能表现如图１２所示,基础

混合精度计算的最 大 加 速 比 为 １．０９,几 何 平 均 加 速 比 为

１．０７;高级混合精度计算的最大加速比为１．１１,几何平均加

速比是１．０６.

图１１　２５６∗２５６∗２５６规模的矩阵性能表现

Fig．１１　Matrixperformanceat２５６∗２５６∗２５６scale

图１２　５１１∗５１１∗５１１规模的矩阵性能表现

Fig．１２　Matrixperformanceat５１１∗５１１∗５１１scale

５１２∗５１２∗５１２规模的矩阵性能表现如图１３所示,基础

混合精度计算的最大加速比为１．０５,几何平均加速比为１．０５;

高级混合精度计算的最大加速比为１．０６,几何平均加速比为

１．０４.

图１３　５１２∗５１２∗５１２规模的矩阵性能表现

Fig．１３　Matrixperformanceat５１２∗５１２∗５１２scale

１０２４∗１０２４∗１０２４规模的矩阵性能表现如图１４所示,

基础混合精度计算的最大加速比为１．３３,几何平均加速比为

１．３０;高级混合精度计算的最大加速比为１．３２,几何平均加

速比为１．２９.

图１４　１０２４∗１０２４∗１０２４规模的矩阵性能表现

Fig．１４　Matrixperformanceat１０２４∗１０２４∗１０２４scale

为了更准确地评估本文面向矩阵乘进行自动混合精度计

算生成与优化的实际效果,本文将自动混合精度计算系统(下

文简称 AGMMMPC)与国际主流的精度优化工具TAFFO[１２]

工具和国内主流的混合精度工具 AMPOＧSC[２９]进行对比测

试.AGMMMPC和 AMPOＧSC都是源到源的工具,而 TAFＧ

FO[１２]是基于 LLVM 实现浮点数到定点数转换的自动混合

精度工具,其生成的结果是二进制可执行文件.为了保持和

TAFFO对比时环境配置的一致性,本文对其脚本进行了统

一的修改,之后用该脚本来测试 AGMMMPC 和 AMPOＧSC
生成的源代码,以保证各种环境配置的统一.

AMPOＧSC混合精度方法主要是对循环嵌套程序中的最

外层循环进行拆分,一部分用高精度计算,其余部分用低精度

计算,从而实现混合精度计算,用double占比控制混合精度

计算.在测试时,为了准确得到 AMPOＧSC工具在每个矩阵

规模下最大的加速比,本文测试每个矩阵规模的性能表现时

选取的混合比例是{rate|rate％５＝０,rate∈[５,９５]},测试各

个混合比例下的加速比并选出最大的加速比作为这个矩阵规

模的最大加速比.

以double计算为基准,在每个的矩阵规模下,对比３个

工具的最大加速比.对比结果如图１５所示.当矩阵规模为

５１２∗５１２∗２５６,５１１∗５１１∗５１１,５１２∗５１２∗５１２时,AMPOＧSC
加速比高于 AGMMMPC的加速比;矩阵规模为５１１∗５１１∗

５１１时,TAFFO 加 速 比 高 于 AGMMMPC 的 加 速 比.

AGMMMPC在多个矩阵规模下的加速比高于 AMPOＧSC和

TAFFO的加速比,同时当矩阵规模越大时,AGMMMPC加

速比明显高于 AMPOＧSC和 TAFFO.

图１５　性能对比测试结果

Fig．１５　Performancecomparisontestresults

总体而言,AGMMMPC 的加速比明显高于 AMPOＧSC
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和 TAFFO.主要是因为本文实现的 AGMMMPC工具提出

的混合精度方法是根据矩阵乘计算的规律:乘法操作的次数

通常比加法操作多得多.在矩阵乘计算过程中实现混合精

度,将乘法操作采用低精度实现,能够大幅加快计算速度.

４．３　精度测试

在对生成的高级混合精度代码进行误差测试时,本文采

用平均误差来刻画不同结果的可靠程度,并以高精度矩阵乘

计算为基准,以低精度计算的结果作为对比.选取了１３个规

模在１２８∗１２８∗１２８到１０２４∗１０２４∗１０２４之间的矩阵乘法

程序作为测试用例,在相同误差阈值下,测试各个矩阵规模的

平均误差,每次测试得到的误差可能会因为计算过程中的舍

入误差和数值不稳定性而有所不同.为了选择评估指标,可

以通过记录每次测试的误差,并从中选择最大值.选择最大

误差作为评估指标是一种保守的方法,确保在各种测试情况

下都能满足预期的精度要求.平均误差的计算方法是用矩阵

中的绝对误差总和除以矩阵规模.

图１６中,数据类型１．０表示double和float的平均误差,

数据类型２．０表示double和 mix的平均误差,数据类型３．０
表示double和recompute的平均误差.从图中可以看出,各

个规模下,低精度计算的平均误差最大,recompute计算的平

均误差最小.recompute可以减小低精度乘高精度加混合精

度计算中引入的误差,从而在尽可能提升程序性能的前提下,

提高程序的正确性.

图１６　各个矩阵规模的平均误差

Fig．１６　Averageerroratdifferentmatrixsizes

选取每个矩阵规模下性能最好时的代码进行精度测试,

以double计算为基准,测试３个工具在每个的矩阵规模下引

入的平均误差,对比结果如表３所列.

表３　误差对比测试结果

Table３　Errorcomparisontestresults

Matrixsize AGMMMPC AMPOＧSC TAFFO
１２８×１２８×１２８ ９．２０１×１０－１０ ２．３６×１０－１ ２．４１×１０－４

２５６×１２８×１２８ ９．２０１×１０－１０ ２．３６×１０－１ ２．４２×１０－４

２５６×２５６×１２８ ９．５８１×１０－１０ ２．２３×１０－１ ２．４３×１０－４

２５５×２５５×２５５ ６．６２８×１０－１０ ２．２５×１０－１ ４．８７×１０－４

２５６×２５６×２５６ ６．６００×１０－１０ ２．２３×１０－１ ４．８７×１０－４

５１２×２５６×２５６ ６．６６１×１０－１０ ２．２４×１０－１ ４．８８×１０－４

５１２×５１２×２５６ ６．７７０×１０－１０ ２．１２×１０－１ ４．８８×１０－４

５１１×５１１×５１１ ４．７５９×１０－１０ ２．３７×１０－１ ９．７６×１０－４

５１２×５１２×５１２ ４．７６７×１０－１０ ２．２４×１０－１ ９．７６×１０－４

１０２４×５１２×５１２ ４．７８１×１０－１０ ２．３７×１０－１ ９．７６×１０－４

１０２４×１０２４×５１２ ４．７５５×１０－１０ １．８８×１０－１ ９．７６×１０－４

１０２４×１０２４×１０２４ ３．３３６×１０－１０ ２．３７×１０－１ １．９５×１０－３

　　AGMMMPC的误差远小于 AMPOＧSC和 TAFFO 的误

差,即 AGMMMPC在减少高精度计算中的精度冗余时不会

产生过大的误差.主要是因为本文实现的 AGMMMPC工具

提出的精度调优算法可以提前找到误差出现频率较高的点,

并且通过高精度计算减小计算误差,并提高计算的准确性和

可靠性.

结束语　为了生成高效的矩阵乘法代码,本文基于多面

体模型,利用PPCG对矩阵乘计算的数据流进行分析,通过调

度树转换进行数据类型转换,将低精度乘高精度加混合精度

矩阵乘代码生成功能添加到“源Ｇ源”的 PPCG[６]编译器中,从

而自动生成性能更优的基础混合精度矩阵乘代码.通过精度

调优算法(PT)统计基础混合精度计算中的误差分布,找到出

现频率较高且误差较大的点.为了减小误差,对高频且误差

大的点用高精度计算,其余点使用混合精度计算的策略,并根

据此策略自动生成高级混合精度代码.最后对生成的代码进

行测试.

本文虽然实现了混合精度矩阵乘代码自动生成,但是仍

有很多有待优化的地方,因此,下一步的工作有:１)结合循环

分块手段,进一步进行混合精度优化,提升矩阵乘法的性能;

２)在生成混合精度代码之后,对其误差和性能的提升以及损

耗进行建模,并通过计算该模型直接得到较好的混合精度方

案,不需要用户指定record阈值参数,从而直接自动生成最

优化的混合精度代码.
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