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摘　要　有向图的有向边可以表示关系的指向或数据的传递,在稠密子图挖掘中引入并拓展一些无向图的经典稠密子图模型

对图挖掘工作有着重要帮助.为此,结合有向图的特点与kＧplex的定义,称有向图中任意一个顶点的非出边邻居和非入边邻居

均不超过k的子图结构为有向kＧplex.已有工作给出了在无向图中枚举极大kＧplex的输出敏感算法,然而它们无法直接应用

于有向图.为了解决这一问题,提出了一种基于图分解的递归枚举算法.为了更进一步优化运行效率,引入了基于支撑点的剪

枝策略,还提供了基于有向kＧplex上界的优化算法来终止一些无效的搜索分支.在真实图数据上进行实验,结果表明,图分解

算法与剪枝优化均取得了良好的效果,所提算法在处理真实图数据时具有很强的实用性,能在２h内完成对 KONECT 数据集

中数百组真实世界有向图的处理.
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Abstract　Thedirectededgeofadirectedgraphcanrepresentthedirectionofarelationshiporthetransferofdata．Itisofgreat

helptointroduceandexpandsomeclassicaldensesubgraphmodelsofundirectedgraphsindensesubgraphmining．Therefore,

combiningthecharacteristicsofdigraphswiththedefinitionofkＧplex,thesubgraphstructureinwhichthenonoutgoingneighbors

andnonincomingneighborsofanyvertexinadigraphdonotexceedkiscalledadirectedkＧplex．Outputsensitivealgorithmsfor

enumeratingmaximalkＧplexinundirectedgraphshavebeenproposed,buttheycannotbeapplieddirectlytodirectedgraphs．To

solvethisproblem,arecursiveenumerationalgorithmbasedongraphdecompositionisproposedformaximaldirectedkＧplexenuＧ

merationproblem．Inordertofurtheroptimizetheefficiencyofthealgorithm,apruningstrategybasedonsupportpointsisintroＧ

duced,andanoptimizationalgorithmbasedontheupperboundofdirectedkＧplexisprovidedtoterminatesomeinvalidsearch

branches．Experimentalresultsonrealgraphdatashowthatboththegraphdecompositionalgorithmandpruningoptimization

haveachievedgoodresults．Theproposedalgorithmhasstrongpracticabilityinprocessingrealgraphdata,andcancompletethe

processingofhundredsofgroupsofrealworlddigraphsinKONECTdatasetwithin２h．

Keywords　Densesubgraph,DirectedkＧplex,Graphdecomposition,Supportpointpruning,Upperboundestimatedpruning
　

１　引言

稠密子图挖掘是图研究中常见的方法之一.现实世界的

图数据通常可以被建模为有向图的形式,如社交网络[１Ｇ２]、电
子邮件通信网络[３]、网站链接网络[４]等.有向图中的有向边

体现了信息的方向性和流动性,使得在有向图中挖掘稠密子

图能更好地解决寻找紧密社团、分析欺诈行为等问题[５Ｇ６].

由于早期研究的局限性,现有针对稠密子图结构的研究

大多仅专注于无向图,忽视了图中边的方向会丢失顶点之间

的不对称关系,进而导致挖掘结果不准确[７].近年来,陆续有

研究工作开始将目光转向有向图研究.目前,kＧ核、kＧ团等稠

密子图模型已经被陆续扩展至有向图,它们的出现使得从有

向图中挖掘出更准确的稠密子图成为图分析中新的热点研究

方向[８Ｇ１０].kＧ核、kＧ团作为限制条件相对严苛的稠密子图模

型,在现实世界的图数据中会因为数据噪音、数据误差等因素

无法获取到足够准确的稠密区域[１１Ｇ１２],当它们被拓展到有向



图中时,该问题同样存在.在无向图研究中,研究人员针对这

一问题提出了松弛团模型的概念.松弛团模型往往在顶点度

数、路径长度、连通性等方面做出妥协,这使得它们能更好地

从现实世界的图中获取稠密子图[１３].松弛团模型的代表之

一是kＧplex,因此,为了在有向图中更好地搜索稠密子图,将

kＧplex的概念拓展至有向图至关重要.

本文重点研究有向图中的有向kＧplex.由于kＧplex模型

目前还缺乏在有向图中的定义,因此首先结合无向图kＧplex
的定义将kＧplex模型拓展到有向图中.之后,重点研究了kＧ

plex模型的经典枚举问题,即极大kＧplex枚举问题.针对极

大有向kＧplex枚举问题,本文受传统的 D２K 算法思想的启

示,提出了一种基于图分解的递归搜索算法.为了进一步提

升算法的运行效率,本文还为算法引入了基于支撑点的剪枝

策略和基于有向kＧplex上界的剪枝优化算法.最后,对算法

处理真实世界图数据的表现进行了实验.实验结果表明,本

文提出的优化算法均起到了实质性的效果,能很快处理有向

图中的极大有向kＧplex枚举问题,当k＝２且q＝１０时,算法

能在１s内解决 KONECT数据集中超过４０组实例,能在２h
内解决 KONECT数据集中超过１００组实例.

２　相关工作

kＧplex模型是由Seidman等[１４]于１９７８年提出的经典的

稠密子图模型.kＧplex要求顶点集中的任意一个顶点的非邻

居数不超过k,换言之,对于一个顶点数为n的kＧplex,它的任

意一个顶点的度都大于等于n－k.

１９７３年,Bron等提出了著名的 BK 算法,它通过维护结

果集、候选集和排除集３个顶点集合来确定当前搜索状态,还

利用一种名为pivot的方法缩小搜索树规模,来求解k＝１时

的特殊极大kＧplex,即极大团[１５].BK 算法虽然是一种极大

团枚举算法,但它提出的这种递归枚举思想为后续的极大kＧ

plex枚举算法提供了重要的支撑,是后续所有相关枚举算法

的基础.２００７年,Wu等基于 BK 算法提出了一种并行枚举

图中所有极大kＧplex的算法[１６],但由于kＧplex是一种松弛团

模型,因此实际得到的大多数kＧplex规模很小,且存在不连通

的现象,这显然不符合kＧplex作为一种稠密子图模型的意义.

２０１７年,Conte等提出了一种全新的枚举极大kＧplex的算法,

这种算法要求枚举出的kＧplex顶点数必须大于指定阈值[１７].

利用该约束,算法去除了大量不连通的无效极大kＧplex,有效

提高了枚举效率.２０１８年,Conte等进一步将这种对kＧplex
约束大小的思想和BK 算法结合,并给出了一种被称作 D２K
的算法[１８].D２K算法利用图分解技术进一步提升了kＧplex
枚举的效率,还提供了一种基于size的剪枝方法,这些贡献使

得在大规模无向图上枚举极大kＧplex不再像过去一样困难.

从极大kＧplex的研究历程中不难发现,在无向图中搜索

极大kＧplex已经拥有众多解决方案,但针对有向kＧplex问题

的研究却十分匮乏,现有针对有向kＧplex的研究更多的集中

于k＝１时的特殊有向kＧplex.２０２１年,Conte等首次对有向

图中的团模型给出了定义,并着重探讨了如何从有向图中搜

索满足强连通性的有向团[１９].他们提出了一种输出敏感算

法来枚举满足强连通性的有向团,并给出了图中有向团的

数量上限.２０２３年,Chen等对有向团枚举做出了更进一步

的优化,他们提出了一种多分枝递归枚举算法,这种算法维护

了一个有向团和一个无向团,并逐步向有向团中添加顶点来

获取极大有向团,这也是目前效率最高的极大有向团枚举算

法[２０].考虑到朴素的有向图kＧplex不应当仅局限于k＝１这

一种情况,定义有向kＧplex并解决极大有向kＧplex枚举问题

就显得十分必要,这也正是本文要解决的问题.

３　相关定义

本文研究的主要对象为简单有向图.对于任意一个简单

有向图G
→
＝(V,E

→),V 为有向图G
→

的顶点集,E
→

为有向图的边

集.在边集E
→

中,每对顶点‹u,v›∈E
→

表示图中存在一条由

顶点u指向顶点v 的有向边,其中顶点u被称为顶点v 的入

边邻居,顶点v被称为顶点u的出边邻居.Nv(G
→)表示顶点v

的所有邻居集合,N＋
v (G

→)表示顶点v的所有出边邻居集合,

N－
v (G

→)表示顶点v的所有入边邻居集合.p跳邻居是kＧplex
中的一种重要概念,它代表了与顶点距离为p的所有顶点所

组成的集合,在本文中用 Np
v(G

→)表示.对应地,顶点v通过p

跳能到达的顶点,本文用 Np＋
v (G

→)表示;通过p跳能到达顶点

v的顶点,本文用 Np－
v (G

→)表示.

在无向图中,kＧplex的定义是顶点集中任意一个顶点的

非邻居数不超过k的无向子图.通过kＧplex的定义不难发

现,kＧplex是一种对邻居关系做出松弛的伪团模型,考虑到在

过去稠密子图扩展研究中,Guo等对有向伪团给出的定义是

有向图中的每个顶点的出度、入度均超过一定比例的有向子

图[１０],Conte等为有向团给出的定义是满足强连通性且底图

为团的有向子图[１９].本文结合它们的拓展思想与kＧplex自

身的定义,给出了有向图中有向kＧplex的定义.

定义１(有向kＧplex)　对于有向图G
→
＝(V,E

→)的一个子

图 H
→ ,若其中的任意一个顶点的非入边邻居和非出边邻居均

不超过k,则称该子图 H
→

为图G
→

的一个有向kＧplex.

图１　有向图

Fig．１　Directedgraph

例如,在图１所示的有向图中,由顶点{３,４,５}构成的子

图的每个顶点有且仅有一个入邻居和一个出邻居,它的每个

顶点的非入邻居和非出邻居均为２,因此可以称{３,４,５}这个

子图为图{１,２,３,４,５}的一个有向２Ｇplex.

同无向图kＧplex一样,有向kＧplex作为一种松弛模型,若
不对其顶点规模加以限制,算法将花费大量的时间寻找一些规

模小且不具有实际意义的非连通kＧplex.为了避免这一点,在

７６１侯景乐,等:面向有向图的kＧplex稠密子图挖掘算法



有向kＧplex枚举问题中,本文也引入了特定的顶点边界.

定理１(强连通性)　对于有向kＧplexH
→ ,若 H

→
的顶点数

|H
→
|≥２k－１,则 H

→
中的任意两个顶点u和v 之间存在一条

从u到v的路径,且该路径长度不超过２.

证明　对于有向kＧplexH
→

中任意两个顶点u和v,它们

之间存在两种关系,即u为v的入邻居或非入邻居.

１)若u为v 的入邻居,则此时u到v 之间存在一条长度

为１的路径,定理１成立.

２)若u为v的非入边邻居,则根据有向kＧplex的定义,此

时 H
→

中最多有k个非顶点不是u 的出边,k个顶点不是v 的

入边,除去u和v自身,此时 H
→

内部至少存在|H
→
|－２k＋２个

顶点既是u的出边,又是v的入边.通过这样的顶点w,H
→

中

存在一条从u到w 再到v的路径,由于|H
→
|≥２k－１,因此 H

→

中至少存在一个这样的顶点w,使得 H
→

中任意两个顶点距离

不超过２,定理得证.

定理１给出的顶点边界使得有向kＧplex能通过简单的限

制顶点数就确保得到的稠密子图满足强连通性.在有向图稠

密子图挖掘中,基于求解强连通分量的挖掘涉及到程序分

析[２１]、安全检测[２２]等多个领域,结合有向kＧplex作为一种松

弛团模型的特点,满足顶点规模大于２k－１的有向kＧplex将

能探索相关领域中更加复杂的稠密区域.结合顶点边界,本
文研究的主要问题如下:

问题(极大有向kＧplex枚举问题)　对于给定有向图,找出

图中所有顶点数大于q的极大有向kＧplex.其中,q≥２k－１.

４　极大有向kＧplex枚举

４．１　基于图分解的搜索算法

在正式设计算法之前,首先讨论有向kＧplex的拓展性.

定理２(继承性)　对于任意有向kＧplexH
→ ,若S

→
是它的

子图,则S
→

也是一个有向kＧplex.

证明　对于有向kＧplexH
→ ,它的任意一个顶点的非出边

邻居和非入边邻居均不超过k个.S
→

可以看作是由 H
→

删除

顶点所得到的新的子图,而删除顶点并不会增加顶点的非邻

居数,因此S
→

也是一个有向kＧplex.

定理２证明了有向kＧplex满足继承性,这意味着算法可

以通过向一个已有的有向kＧplex不断添加新顶点来尝试获得

一个更大的有向kＧplex,当无法继续添加顶点时,算法就获得

了一个极大有向kＧplex.对于有向图G
→
＝(V,E

→),V 中的任意

一个顶点u 均是一个大小为１的有向kＧplex,而根据定理１,

包含顶点u的有向kＧplex中的所有顶点与u的距离一定不超

过２,因此,对于一个包含顶点u的极大有向kＧplex,它一定处

于子图u∪N＋
u ∪N－

u ∪N２＋
u ∪N２－

u 中.图分解的算法的核心

思想就是在这样一个子图中搜索极大有向kＧplex.

定理３(图修剪)　给定一个有向kＧplexH
→ ,对于 H

→
中的

任意两个顶点u和顶点v,若顶点u和顶点v 不相邻,则它们

的出边邻居的交集满足条件|N＋
u (H

→ )∩N＋
v (H

→ )|≥|H
→
|－

２k＋２.

证明　当顶点u和v不相邻时,在集合 H
→
－{u,v}中,顶

点u和v均至少存在|H
→
|－k条出边邻居,此时,H

→
－{u,v}的

大小至少为二者的出边邻居之和再减去重复部分,即|H
→
|－

２≥２|H
→
|－２k－|N＋

u (H
→ )∩N－

u (H
→ )|.化简可得 N＋

u (H
→ )∩

N＋
v (H

→ )≥|H
→
|－２k＋２.

表１　图修剪关系

Table１　Relationshipofgraphpruning

顶点关系 邻居 N＋
v (H

→) N－
v (H

→)

u、v
不相邻

N＋
u (H

→) ≥|H
→
|－２k＋２ ≥|H

→
|－２k＋２

N－
u (H

→) ≥|H
→
|－２k＋２ ≥|H

→
|－２k＋２

u、v互为

出入邻居
N＋

u (H
→) ≥|H

→
|－２k ≥|H

→
|－２k

N－
u (H

→) ≥|H
→
|－２k ≥|H

→
|－２k

u是v 的

入边邻居
N＋

u (H
→) ≥|H

→
|－２k＋１ ≥|H

→
|－２k

N－
u (H

→) ≥|H
→
|－２k＋２ ≥|H

→
|－２k＋１

u是v 的

出边邻居
N＋

u (H
→) ≥|H

→
|－２k＋１ ≥|H

→
|－２k＋２

N－
u (H

→) ≥|H
→
|－２k ≥|H

→
|－２k＋１

定理３给出了一种图修剪的方法.由于算法需要在子图

u∪N＋
u ∪N－

u ∪N２＋
u ∪N２－

u 中搜索包含顶点u 的极大有向kＧ

plex,因此子图u∪N＋
u ∪N－

u ∪N２＋
u ∪N２－

u 中无法与顶点u满

足定理３的顶点必然不在有向kＧplex中,故可以被提前排除.

定理３中仅给出了顶点u和v 在一种情况下的邻居关系,它

们的完整关系被记录在表１中,证明方式与定理３类似,此处

不再赘述.

算法１　基于图分解的搜索算法

输入:有向图 G
→
＝(V,E

→),极大有向kＧplex下界q,k
输出:顶点数不小于q的极大有向kＧplex

１．对底图 G做简并排序获得顶点排序{v１,v２,􀆺,vn}

２．　 foru∈{v１,v２,􀆺,vn}do

３．　　 C←{v|N＋
u ∪N－

u ∪N２＋
u ∪N２－

u ,v＞u}

４．　　 X←{v|N＋
u ∪N－

u ∪N２＋
u ∪N２－

u ,v＜u}

５．　　 使用表１将C和 X中与u无法共存的顶点删除

６．　 　Enum(C,X,{u},q,k)

７．　 End

８．　 Enum(C,X,S,q,k)

９．　 ifC＝Ø且 X＝Ø且|S|≥q

１０．　　OutputS

１１．　　Return

１２．　foru∈Cdo

１３．　C１←{v|v∈C且S∪{u,v}是一个有向kＧplex}

１４．　X１←{v|v∈X且S∪{u,v}是一个有向kＧplex}

１５．　　Enum(C１,X１,S∪{u},q,k)

１６．　　C←C\{u},X←X∪{u}

１７．End

利用定理３的图修剪,算法能在一个更小的范围内搜索

极大有向kＧplex.本文采用BK算法的经典思想在单个子图

中搜索极大有向kＧplex.在搜索过程中,算法维护３个经典

集合来代表当前搜索状态,即结果集、候选集和排除集.对于

顶点u和它经过修剪的子图顶点集合V′,算法初始时的结果

集合为{u},候选集为V′中还未搜索过的顶点集合,排除集为

V′中已经搜索过的顶点集合.递归枚举算法将依次尝试将候

选集中的顶点添加到结果集中,以获得一个更大的有向kＧ
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plex.当无法继续添加顶点时,若排除集为空,则证明当前获

得的有向kＧplex是一个极大且未被搜索过的有向kＧplex.此

时,算法将输出该极大有向kＧplex,并尝试 开 启 下 一 轮 的

搜索.

简并序作为稠密子图枚举中常见的一种排序方法,最大

特点是可以使得各个顶点在排序大于它们的顶点集合中的邻

居变得很少,通常远小于图的最大度.递归搜索算法指数型

时间复杂度的算法,若使用简并排序来依次枚举各个顶点对

应的有向kＧplex,能很好地降低算法的时间复杂度.本文在

极大有向kＧplex的枚举算法中应用了这种经典的排序算法,

如算法１第１行所示.在算法１中,本文给出了基于图分解

的递归搜索算法的具体步骤,其中递归算法的思想基于定理

２(继承性),而算法１中第３－５行则基于定理３(图修剪).

４．２　基于支撑点的剪枝优化

作为一种基于图分解的递归搜索算法,算法１能枚举出

有向图的所有极大有向kＧplex.但考虑到现实世界的图数据

通常十分庞大,对算法进行剪枝优化来提高效率是十分必要

的.因此,本文提出了一种基于支撑点的剪枝优化方法.

基于支撑点的剪枝优化原理是,在当前结果集为 H
→

的一

轮递归中,若存在候选点v能与支撑点p 同时加入有向kＧ

plex构成一个更大的有向kＧplex,则在当前递归分支中,算法

仅需枚举支撑点p 与不满足该条件的候选点.对于被排除

的候选点v而言,它递归产生的极大有向kＧplex存在两种可

能,即包含p或不包含p.对于包含p的极大有向kＧplex,p
产生的递归分支可以覆盖它.对于不包含p 的极大有向kＧ

plex,其中必定还包含除p,v,H
→

中的其他顶点.此时,极大

有向kＧplex可以被该顶点找出.通过以上推理可以发现,利

用支撑点提高算法效率的关键在于找出并排除能与支撑点共

同加入当前结果集的候选点.

定理４(支撑点)　在递归枚举过程中,若顶点p 为支撑

点,那么对于p的任意一个出入边邻居v,若 H
→
\(N＋

p (H
→ )∪

N＋
v (H

→ ))和 H
→
\(N－

p (H
→ )∪N－

v (H
→ ))均为空集,则对于当前有

向kＧplexH
→ ,H

→
∪{v,p}能形成一个更大的有向kＧplex.

证明　顶点p和顶点v 均在候选集中,因此它们都可以

单独与 H
→

构成一个新的有向kＧplex.p和v 互为出入邻居,

因此制约p和v同时加入H
→

的因素在于 H
→

中的顶点是否满

足有向kＧplex约束.对于 H
→

中的任意一点w,w 在H
→
∪p和

H
→
∪v中的非出边邻居均不超过k 个.若p是w 的出边,则

当p加入H
→
∪v中时,w 的非出边邻居均不超过k 个.同理,

若v是w 的出边,则当v加入H
→
∪p中时,w 的非出边邻居也

不超过k个,即w 以p 或v 的任意一点为出边时,w 可以满

足p 和v同时加入H
→

的出边邻居约束条件.因此,若条件 H
→

\(N＋
p (H

→ )∪N＋
v (H

→ ))为空满足,则H
→

中的所有顶点均满足p

和v同时加入 H
→

的出边条件,当集合 H
→
\(N＋

p (H
→ )∪N＋

v

(H
→ ))和 H

→
\(N－

p (H
→ )∪N－

v (H
→ ))均为空集时,p 和v 可同时

加入H
→ .

算法２　基于支撑点的剪枝优化

输入:有向图 G
→
＝(V,E

→),极大有向kＧplex下界q,k
输出:大小超过q的极大有向kＧplex

１．选取在C中出入边最多的顶点为支撑点p

２．foru∈{v１,v２,􀆺,vn}do

３．　ifu∈N＋
p (C)且u∈N－

p (C)

４．　　ifS\(N＋
p (S)∪N＋

u (S))＝Ø且S\(N－
p (S)∪N－

u (S))＝Ø

５．　　　Continue

６．End

算法２给出了利用支撑点优化算法的具体过程.考虑到

能被跳过的候选集顶点必定是支撑点的出入邻居,为了尽可

能多地跳过候选点,本文选取在候选集中出入邻居最多的顶

点作为候选点.算法２的步骤将取代算法１中第１３行中的

内容,进而提高算法效率.

４．３　基于有向kＧplex上界的剪枝优化

在极大有向kＧplex枚举过程中,所有有向kＧplex都被要

求必须大于一个q≥２k－１的下界来保证得到有向kＧplex满

足强连通性.因此,若算法能提前预估当前搜索分支所能找

到的最大有向kＧplex的顶点规模,就能提前结束一些无效分

支,提高算法效率.

定理５(搜索分支对应的最大有向kＧplex)　在算法１递

归枚举过程中,若顶点u加入了有向kＧplexH
→ ,则当前分支能

找到的最大有向kＧplex的顶点数不超过|H
→
|＋k－ℓ,其中ℓ＝

min(|N＋
u (H

→ )|－|N＋
u (C)|,|N－

u (H
→ )|－|N－

u (C)|).

证明　顶点u加入 H
→

后,在仅考虑顶点u的约束条件

下,它的非出边邻居最多还能添加k－|N＋
u (H

→ )|个,非入边

邻居最多能添加k－|N－
u (H

→ )|个.由于添加的顶点会破坏

其他顶点的kＧplex约束,因此实际产生的有向kＧplex只会更

小,定理得证.

定理５阐述了一种仅关注顶点u的有向kＧplex上界预估

方法.在定理５中,算法认为u的出边邻居、入边邻居均能在

不产生任何影响的情况下加入 H
→ ,但这显然是不可能的.H

→

内部所有顶点还能接受最多 ∑
v∈H

→
N＋

v (H
→ )个非出边邻居、∑

v∈H
→

N－
v (H

→ )个非入边邻居,而u的任意一个邻居w 加入H
→

都将

为 H
→

带来N－
u (H

→ )个非出边邻居和N＋
u (H

→ )个非入边邻居.

利用该性质,算法可以缩减加入 H
→

的顶点数.此外,有向kＧ

plex的约束是针对kＧplex中的每一个顶点的,因此在每次新

顶点加入时,算法可以判断它的加入是否与 H
→

中已有顶点的

出度、入度限制冲突,进而缩减加入 H
→

的顶点数.为了简化

预测过程,在本文中算法将只利用出度或入度来预测有向kＧ

plex的上界.判断使用出度或入度的标准为定理５中|N＋
u

(H
→ )|－|N＋

u (C)|与|N－
u (H

→ )|－|N－
u (C)|的大小关系.算

法３展示了仅利用出度预测有向kＧplex上界的算法.

算法３　基于有向kＧplex上界的剪枝优化

输入:顶点u,有向kＧplexH
→ ,候选集C

输出:顶点u加入 H
→

后的有向kＧplex上界

１．fori＝０tok－１do
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２．　 B[i]＝Ø

３．End

４．forv∈N＋
u (C)do

５．　 B[N－
v (H

→)]．push(v)

６．End

７．forv∈H
→
do

８．　 s[v]＝k－|N＋
v (H

→)|

９．s← ∑
v∈H

→
k－|N＋

v (H
→)|

１０．ub←|H
→
|＋k－|N＋

u (H
→)|

１１．End

１２．fori＝０tok－１do

１３．　ifs≥ithen

１４．　　forv∈B[i]do

１５．　　　w←min{w|w∈N－
v (H

→)}

１６．　　　ifs[w]≥０then

１７．　　　　ub←ub＋１　s←s－i

１８．　　　　s[w]←s[w]－１

１９．　　End

２０．End

算法３首先计算了顶点u加入所有非出边邻居后产生的

kＧplex上限,之后尝试向kＧplex中添加顶点u的出边邻居.

按照这些邻居对 H
→

中出边邻居的影响依次将它们添加到 H
→

中,并着重判断它们是否破坏了 H
→

中某一顶点在有向kＧplex
中的约束条件.算法３的意义在于,在算法１每次进行Enum
前,算法３可以运行并判断得到的ub是否超过q.若ub＜q,

则证明当前搜索分支已经无法搜索到满足条件的极大有向kＧ

plex,此时当前分支可以提前终止,算法效率将得到提升.

４．４　算法分析

定理６(时间复杂度)　由算法１－算法３共同构建的极

大有向kＧplex 求 解 算 法 的 时 间 复 杂 度 为 O(|E|＋|V|

∂２d２２∂d),其中,∂为有向图G
→

的简并序,d 为有向图G
→

的最

大度.

１)http://konect．cc/networks/

证明　算法１是整个有向kＧplex求解算法的基础框架,

而算法２和算法３则是对算法１中第１３－１５行递归构建有

向kＧplex的优化.算法１首先进行简并排序,该步骤可以在

O(|E|)的时间内完成,然后算法１将从图G
→

的每个顶点出

发,递归构建极大有向kＧplex.从算法１的第３、第４行不难

看出,候选集大小|C|和排除集大小|X|均不超过∂＋∂d.对

于递归算法Enum而言,它的每次递归都是从候选集C 中选

择一个顶点加入结果集S 中,因此递归搜索树共有２|C|个顶

点,每个顶点都需要单独完成向结果集添加顶点后重新构建

候选集、排除集的过程,该过程的时间复杂度为 O(|C||S|),

由于|S|≤|C|＋１,因此每个顶点的时间复杂度为 O(∂２d２),

算法１的时间复杂度为 O(|E|＋|V|∂２d２２∂d).

算法２、算法３是对递归搜索树中重新构建候选集、排除

集过程的优化.其中,算法２仅需遍历结果集并判断它们与

顶点p和u的关系即可,时间复杂度为 O(|S|);算法３中统

计顶点u的出边邻居在有向kＧplex中的非入边邻居可以在

O(|C|)的时间内完成,而计算整个有向kＧplex中还能接受的

非出边邻居数量可以在 O(|S|)时间内完成,因此算法３的时

间复杂度为 O(|C|＋|S|),显然算法２和算法３的时间复杂

度均小于 O(|C||S|),即它们可以在几乎不增加运算时间的

前提下完成算法优化.综合以上分析,由算法１、算法２、算法

３共同构建 的 极 大 有 向kＧplex求 解 算 法 的 时 间 复 杂 度 为

O(|E|＋|V|∂２d２２∂d).

定理７(空间复杂度)　由算法１－算法３共同构建的极

大有向kＧplex求解算法的空间复杂度为 O(∂d２∂d).

证明　算法的空间占用主要来源于递归搜索树中顶点的

空间占用.虽然图G
→

的每个顶点都能构建一颗单独的递归

搜索树,但在算法运行的每个时间点,实际存在的递归搜索树

有且只有一棵,搜索树的每个顶点的主要内存占用来源于三

大集合:C,S,X.结合定理６证明中对搜索树节点以及三

大集合顶点 上 限 的 计 算,可 得 求 解 算 法 的 空 间 复 杂 度 为

O(∂d２∂d).

５　实验与分析

５．１　实验设置

有向kＧplex的概念由本文首次提出并定义,在传统的算

法中并没有专门用于解决极大有向kＧplex枚举的相关算法.

为了体现本文算法的特点,并对比算法的实际优化效果,本文

在传 统 极 大kＧplex 枚 举 算 法 (D２K 算 法[１８]和 BKＧplex 算

法[１６])的基础上进行修改,使得它们可以用于有向kＧplex枚

举.改进后的BKＧplex算法与 D２K 算法之间的最大差异在

于图分解,改进后的 D２K算法与本文算法之间的最大差异在

于两种剪枝优化算法.实验结果很好地体现了本文提出的图

分解和剪枝优化的实际效果.将第３章中的算法命名为 DＧ

plex,用于与其他两种算法作区分.

在本次实验中,算法采用的有向图数据均来自于 KONEＧ

CT１).KONECT是由德国科布伦茨Ｇ兰道大学收集的用于网

络分析的真实世界图数据.它的覆盖范围非常广,包含了不

同领域、不同大小、不同结构的多种现实世界图数据.我们测

试了 KONECT中符合测试条件的大部分图数据,并重点展

示了在以下６组图数据上的实验结果.

表２　实验数据集

Table２　Experimentaldatasets

图数据集 顶点数 有向边数 底图简并度

Epinions ７５８７９ ５０８８３７ ６７
OpenFlights ２９３９ ３０５０１ ２８
Stanford ２８１９０３ ２３１２４９７ ７１

WikipediaＧlinks(csb) ５５６１ １９１２５５ ３８７
WikipediaＧlinks(gag) ２９２９ １１８６０３ １００

TRECWT１０g １６０１７８７ ８０６３０２６ １４０

这些图数据的顶点从数千到数百万、边从数万到数百万、

简并度从数十到数百,且来自各个不同的领域.例如,EpinＧ

ions数据集来自在线社交网络,而 OpenFlights则来自世界各

地机场的航班,属于交通网络.本文选取的这６组图数据很
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好地覆盖了 KONECT数据集中大多数可实验图数据的涉及

领域与数据结构.通过对比,能充分展现 DＧplex算法对现实

世界图数据的分析与处理能力.

本文的所有算法均采用C＋＋语言实现,GCC编译并设

置 O３的优化等级.本文实验所采用的 CPU 为 AMDRyzen

Threadripper３９９０X,它具有６４个核心数,１２８线程,主频为

２．９GHZ,睿频为４．３GHz.

５．２　实验结果

本文将３种算法分别运行在表２所列的数据集上,并

在实验中设置了不同的k值和q值,以测试不同限制条件

下各算法的表现.表３列出了３种算法的实际运行结果.

值得一提的是,本文在测试过程中提前终止了运行时间超

过１０h的测试样例,它们在表３中被置为 TE(TimeError),

代表超时.

表３　实验结果

Table３　Experimentresults

data k q kＧplex/s DＧplex/s D２K/s BKＧplex/s

Epinions

Open
Flights

Stanford

２

３

４

２

３

２

３

４

１２ １０２９５２ ３２ １２３ TE
１２ ７２３１６５５ ３８４８ TE TE
２０ ６１４ ３１ １９９ TE
２０ ９９８０４ ２７１２ TE TE
１２ ９５９５０ ４１ ２２３ ２５８５
２０ ３５７８ ３ ２８ ４２５
１２ ３７８２９６０ ６０８３ TE TE
２０ ５４６５５ ４０９ １５８７ ２４０８８
１２ １０６１ １９ ９０ ３２７１９
２０ ３２５ １０ ６１ ３０１６７
３０ ４５ ３ ４０ ２７８１０
１２ １１８４６ ２４ １８１ TE
２０ ５７７５ １２ ７２ ２９７１８
３０ ９１ ４ ３２ ２９０１６
１２ ６０２７２ ８２ TE TE
２０ １５０７２ ２９ １８１ TE
３０ ４２７ ５ ５１ ３１７３３

data k q kＧplex/s DＧplex/s D２K/s BKＧplex/s

WikipediaＧ
links
(csb)

WikipediaＧ
liks
(gag)

TRECWT
１０g

２

３

４

２

３

２

１２ １８ １．６ ４６ ３１０９
２０ １６ １．６ ４５ ２９９６
３０ １ １．７ ４４ ２８２１
１２ １０８ ２．１ ４８ ３４８７
２０ １０６ ２ ４７ ３３１２
３０ １ ２．６ ４５ ３１８７
１２ ４６２ ７．７ ９８ １０８９７
２０ ４５６ ６．８ ８７ １０７２８
３０ １ １．６ ６４ ９６１５
１２ ３４５６２ ６．４ １７２ ３２７５
２０ ６２６５ ２１．７ ８５ ４８５１
３０ １４８ １０．９９ ４４ ６６１６
１２ １１７６３１０５ ４３１３ TE TE
２０ ７３４１５７ ２８０５ TE TE
３０ ５６２７ ４５０ ２０９０ TE
１２ ５５６０００ １４１９ TE TE
２０ １７６９３０ ５０４ ３０１４ TE

　　观察表３可以发现,DＧplex算法总是能在最短的时间内

结束,而 D２K算法通常比BKＧplex算法更加高效.这证明了

本文提出的有向图分解算法、剪枝优化算法在现实世界有向

图中是十分有效的.观察 D２K 算法与 BKＧplex算法的运行

时间,可以发现在有向图 OpenFlights上,BKＧplex的运行时

间通常不超过 D２K算法的２０倍,但在有向图Stanford上,这
一数据则上升到数百倍以上.产生该结果的原因是,有向图

Stanford的有向边远多于 OpenFlights,D２K可以利用图分解

降低有向图的复杂度,但 BKＧplex算法却缺乏这样的能力.

这意味着本文给出的有向图分解更适用于大规模图.此外,

对比 DＧplex算法与 D２K 算法可以发现,DＧplex算法的效率

通常优于 D２K 算法数倍,但在简并度较大的图 WikipediaＧ
links上,这一结果将上升到数十倍.造成该结果的原因是,

本文提出的两种剪枝优化算法作用于图分解后的递归搜索

树,而递归搜索树的规模与图的简并度相关,更大的候选集将

为剪枝算法带来更大的优化空间.考虑到超大规模图相较于

小图最大的区别在于图分解后生成的搜索树数量,以及搜索

树中候选集的规模,这样的结果也意味着 DＧplex算法能很好

地完成对大型图数据的分析.

为了更进一步展示 DＧplex算法处理现实世界图数据的

能力,本文使用这３种算法依次求解 KONECT 数据集中各

个有向图的极大有向kＧplex.将 KONECT 数据集中的有向

图按照有向边从少到多的顺序排列,并依次处理.图２展示

了当q＝１０,k值为２,３,４时３种算法在１s,１０s,１００s,９００s,

１８００s,３６００s时处理完成的实例数.

从图２可以看出,DＧplex算法在实例处理方面的效率较

另外两种算法具有较大优势.随着有向图数据的复杂化,

DＧplex的优势变得更加明显.DＧplex算法在k＝２的情况下,

能在１s内在 KONECT数据集中完成对超过４０组小规模实

例的处理,在２h内能完成超过１００组实例.这证明了DＧplex
算法能作为一种有向图的常规图挖掘手段,来为有向图挖掘

稠密子图,而这也正是 DＧplex算法的价值所在.

图２　实例运行结果

Fig．２　Instancerunningresults

结束语　本文讨论了有向图中极大有向kＧplex的枚举问

题,并提出了一种基于图分解的递归枚举算法.首先对顶点

做简并排序,之后依次枚举包含当前顶点的极大有向kＧplex.

算法论证了包含当前顶点的有向kＧplex一定处于一个与当前
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顶点距离不超过２的有向图中,并尝试将当前有向图的顶点

划分为候选集与排除集,最后通过维护候选集与排除集来递

归枚举极大有向kＧplex.为了提升算法的运行效率,本文还

为该递归枚举算法引入了基于支撑点的剪枝算法和基于有向

kＧplex顶点上界的剪枝优化算法,从而进一步提升了算法的

运行效率.

对提出的算法在现实世界图数据上的表现进行了实验.

实验结果表明,本文提出的优化算法具备实际效果,能有效解

决真实世界有向图的极大有向kＧplex枚举问题.考虑到极大

有向kＧplex枚举仅是有向稠密子图中的一种,未来的工作方

向还包括最大有向kＧplex枚举问题研究、有向伪团等其他松

弛团模型的挖掘研究,以及进一步探索有向kＧplex在真实场

景中的具体应用.
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