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1 引言 

C．A．R．Hoare基于 R_W．Floyd在 1967年发表的工作 

“给程序赋义(Assigning Meanings to Programs)”l1 ]，提出了 

一 种形式化处理程序的方法——Hoare逻辑 3 ]。它不仅能 

够证明程序的性质 ，而且还能用于解释程序结构的含义[=3 ]。 

Hoare的这种“以公理或是规则来表示程序结构的含义，并说 

明如何证明程序性质”[6]的方法被称为公理语义。 

Hoare提出的逻辑，是一种可以对程序正确性进行证明 

的形式化方法。如下面的程序 z： z+1可以通过 Hoare逻 

辑证明理论上是正确的： 

{z≥O) ：一 +1{z≥1} (1) 

但是，我们说实际程序的实现还需要借助于一定的硬件 

设备或物理条件，而在程序的执行过程中这些相关设备或条 

件未必能保证完全可靠 。因此，如果将上面的程序例子(1)放 

到实际环境中执行 ，就有可能会出错。如，将 z：一 +1在计 

算机上执行，运行 ：一32767+1(-z的数据类 型为 signed 

short int)，我们发现 由于数据溢出等原因，实际的执行结果 

可能为一32767，是错误的。又如 ： 

{O≤z≤ 1000)z：一 {O≤z≤ 1000000) (2) 

表 1所列的程序 Square．e 100 实现了上面的(2)吗?事 

实上，我们说一个程序的运行依赖于环境 ，很可能在有些环境 

下程序的运行是正确的，但在其它的环境就未必正确。根据 

不同的实际运行环境，如，在 16位、32位或是 64位计算机上， 

程序 Square．C被实现程度可能会不一样。再如下面的例子： 

例 1 在 32位计算机上的程序满足： 

{0≤z≤192} ：一z {0≤z≤32767} (3) 

将上面的(3)移植到 64位计算机上 ，实现情况会怎么样? 

还有，使用 C语言在计算机(数据类型是 long double)计 

算 25 1时，实际往往可能因数据溢 出等原因而出现问题，导 

致结果是不正确的。 

出现这些情况的根本原因是 Hoare逻辑是不考虑环境 

的。因此我们说，对具体的实际执行而言，Hoare逻辑是理想 

化的，它描述程序正确性的方法本质上是绝对的。在 Hoare 

逻辑框架下，程序本身只有两种属性：正确或者是错误。 

注意到 Hoare逻辑理论上证明是正确的程序，实际执行 

时却可能会 出现错误以及 Hoare逻辑不考虑环境等情况。 

接下来，基于经典 Hoare逻辑，我们先研究、讨论如下的问题 ： 

(1)若所给的条件比最弱前置还要弱 

程序的执行局限于一定的物理设备和条件等，而这些相 

关的物理设备和条件未必完全可信。注意到这种情况，我们 

考虑如下的理论问题 ： 

假定有经典的 Hoare三元组{A}C{B}，其 中，A是 c{B) 

的最弱前置，且有A A 。如果以A 替换{A)c{B)中的 A，那 

么程序 f就会出现虽然当前状态满足A，但是 C未必能正确 

执行的情况。此时，被修改后的“三元组”{A )r{B)的语义如 

何来描述? 

吴新星(1981一)，男，博士，工程师，CCF会员，主要研究方向为形式化方法、随机过程，E-mail：xinxirNwu@yeah．net；胡国胜(1965 )，男，博士， 

教授，主要研究方向为机器学习、负荷预测 ；陈仪香(1961一)，男，博士，教授 ，主要研究方向为物联网、实时协同规范语言设计、程序语义模型、 

软件可信度量与评估理论。 

· 93 - 

～一 一一一一一一 



 

(2)若所给的条件比最强后置还要强 

从程序的使用者(或是说用户)角度出发 ，程序 的执行结 

果不满足其使用者的要求(出现这种现象有两种原因：1)程序 

执行的结果出错了；2)程序虽然执行没有出错，但是程序的这 

种功能是使用者所不需要 的或是不要求的)。注意到这种情 

况，便有如下的理论问题 ： 

假定有经典的 Hoare三元组{A)c{B)，B是{A)C的最强 

后置，有 B B。如果以 B 替换{A}C{B}中的 B，那么程序 c 

即使是成功执行并且终止，回状态也可能不满足 B 。此时， 

被修改后的“三元组”{A}c{B }的语义如何来描述? 

基于前面的问题和讨论，本文主要基于 Hoare逻辑提出 

了一种概率拟 Hoare逻辑，用于刻画程序执行的正确度 ，将 

经典 Hoare逻辑框架下程序属性的两种取值状态(0和 1)推 

广到整个[O，1]区间。具体的工作如下 ： 

· 首先，给出a正确蕴含、 正确包含和程序诱导分布等 

定义和命题，并进一步地给出概率拟 Hoare三元组等定义。 

· 然后，在 Hoare逻辑的基础上，针对 IMP语言l_6]给出 

一 种[ ，az]1一概率拟 Hoare逻辑并证明了其可靠性。 

在本文的讨论中，若非特别说明，有如下假设 ： 

(i)∑表示可数状态集，Assn表示扩充的布尔表达式集， 

Corn表示命令集 ，Loc表示存储单元的集合，N表示正整数、 

负整数和零的集合，IndeJ：表示任意指标集，是 L程序 c的关 

系语义或说明，{A)c{B}表示部分正确性断言，[A] B]表示 

完全正确性断言。 

(ii)若称 Prob是 A( ∑)上的概率测 度，实际上是指 

Prob是可测空间(A， (A))上的概率测度，而所构成的三元 

组(A， (A)，Prob)称为概率测度空间。在不引起混淆的情况 

下，A上的概率测度 Probn(或 ProbsA)简记为 Prob。其 中 

(A)表示由状态空间A的一切子集所生成的 代数。 

(iii)如果 Prob是 A( )上 的一个概率测度 ，那么有 

V ∈A，Prob({ })>O。 

(iv)程序运 行环境 为 Intel(R)Core(TM)2 Duo CPU 

E8400@3．O0GHz，2．99GHz，2．。0GB，Windows XP SP3，采 

用 Win-TC编译器； 

(v)另外，考虑到程序实际运行中数据溢出等物理环境问 

题，认为指称函数是概率意义下成立的。为了区别文献[6]中 

的符号，我们分别记 ， 和 为 ，玩 和 。 

2 预备知识 

这一节中将给出 a正确蕴含、a正确包含、程序诱导分布 

以及程序正确度 a规则等定义和命题。 

下面首先给出一些本节后面讨论要用到的约定和定义。 

在本节中约定： 

设 A∈A ，所有满足 A的状态的集合记为 

Ŝ 一{ ∈∑l }A} 

定义 1(状态)Ⅲ 一个状态是一个以 Loc作为定义域 ， 

集合N作为值域的函数，即X∈Loc， (x)表示在状态 下存 

储单元X的求值结果。 

定义 2(程序说明) 7 程序的关系语义或说 明(用 lc表 

示)是状态空间∑上的二元关系( ， )E Ic，当且仅当存在一 

个可执行的程序 c，它以初始状态 开始，以终结状态 结束。 

定义3(定义域)[ 给定一个关系Rc~．X ，R的定义 
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域表示为Dora．R，即 Dom．R一{32I ∈∑  ̂ -z (z ∈∑̂ (z， 

-z >ER)}。 

定义 4(值域) 给定一个关系RCE~∑，R的值域表示为 

Range．R，即 Range．R一{z l 2C E∑  ̂ 32(zE∑^(z，z )E 

R)}。 

定义 5(定义域限制) ] 给定一个关系 Rc∑×∑和一 

个集合 YcE，关系 R的定义域由y限制 ，记为 y十R，即y十 

R一{(32，z )IzEY^(z，z )ER}。 

定义 6(值域限制)l7] 给定一个关系RC∑×∑和一个 

集合 Zc∑，关系 R的值域由 z限制，记为 R Z，即 R Z一 

{(z， )I．32EZ八(z，z >ER}。 

定义 7(旷代数)_8] 称集合 n的子集类 为 Q中的 代 

数 ，如果它满足下列条件： 

(a)nE9．1； 

(b)若 AE9．1，则A ∈ ； 

(c)若 A ∈ ， 一1，2，⋯，则 UA ∈9．1。 
"一 l 

定义 8_8 ] 设 为 Q的子集类 ，0∈ 。集函数 ：2【一 

R，如果 

(a)非负性：VAE9．1， (A)≥ (D)一0； 

(b)矿可加性：设 A (n一1，2，⋯)两两不交(即 A nA1一 

D， ≠ )，且 ∑A ∈2l，则 
n— l 

(∑A )一 ∑ (A ) 
"一 1 H= 1． 

称 为测度。如果 VA∈ ，有 (A)<+。。，则称 为有限测 

度；如果存在一列 A ∈9．1， ≥ 1，使得 U A 一n且 (A )< 

十CND， ≥1，则称 为 有限测度。具有性质 (Q)=1的测 

度称为正规测度 ，亦称概率测度，一般用 Prob表示。 

注 1 ：从上面测度的定义可知，测度的自然定义域应当 

是 一代数 。 

定义 9l】叩 设 为 n上一 一代数 ，称序偶(Q，2【)为可测 

空间， 中的元素称为 一可测集。设 为可测空间(Q，9．1)上 

的测度 ，则称三元组(Q， ， )为测度空间。若 是有限测度 ， 

则称(Q， ， )为有限测度空间；若 是概率测度，则称(Q，9．1， 

)为概率测度空间。 

定义 10E ] 设(Q，9．1)为可测空间，E是 Q的一个子集 ， 

厂是定义在 E上的有限实函数。如果对于一切实数 ，集合 E 

(c≤_厂)都是E(c≤_厂)上的可测集(即 E(f≤_厂)∈Q【)，那么则称 

厂是 E上关于(n，2【)的可测函数，简称是 E上可测函数。 

定义 11[ ] 设 (Q，2【， )为一测度空间。若 A∈2【，且 

(A)一O，则称 A为 零测集。 

定理 1(积分变换定理)[9] 设 是测度空间(Q，9．1，／1)到 

可测空间(II，2【 )上的可测映射， r为由厂导出的测度。又 

设 g是(II，9．1 )到(R，国(R))的可测函数 ，则 VB∈9．1 ， 

r r j厂1(
B g(厂) 一J Bg 

上式的意义是一方有意义，则另一方也有意义，且两者相等。 

命题 1[“ 2【上的任何测度 的原子是一个使 ({z})> 

0的单元。 一有限测度的原子个数是可数的。 

文献 [12，13]中讨论了布尔表达式(公式)真度的概念。 

在这里 ，我们也引入类似的概念。 

定义 12(a正确蕴含) 我们说 A 以正确度 蕴含 A：， 



如果有 

j s (0A ̂Az D)(co)Proba (d )一 (4) 

记为 A1 A 2。其 rtl，A1，A2∈Assn，Proba1是 SA1上 的 

概率测度或分布。若A ̂A。为真，；rJ~／z,0A ̂A：0=1，否则 

0A ̂A：0=o。 
注 2：(i)在式(4)中，若 A1~false，则 a一0；(ii)在式(4) 

中，若A ~--true，我们称 为A 的正确度(类似于文献[13]的 

真度定义)；(iii)在式(4)中， 一1蕴含 A A2，但是注意到 
1 

false-->A2，因此，若 A1 A2，未必会有 A1 ccA2；(iv)A1 ccA2 

表示A 以大于等于a的正确度蕴含A ，于是有I (0A ̂ 
。A1 

A2 (~o)ProbA1(山)≥ )；(v)A1 ooA 2表示 A1 ocAz且 Az Cx： 

Al。 

定义 13(a正确包含) 我们说 以正确度 a包含于 

SA2，如果有 

I (Ŝl nSA2)(oJ)ProbA1(d )一 (5) 
Ĵ 1 

记为 Ŝ1 sA2。其中，A1Az∈Assn，Proba1是 SA1上的 

概率测度或分布。 

注 3：(i)在式(5)中，若 SA 一D，则 一0；(ii)在式 (5)中， 

一1蕴含 5A 。但是，注意到 D sA。，因此 ，若 

5A2，未必会有ŜlE1SA2；(iii)若I )[(SAl nSA2)( )ProbAl 
。A1 

( )≥a，则记为SAlG<-Sa2。 

命题 2 A1 ocAze=~Sa1 ≤SA2。证明：由定义 12、定义 

13、注 2和注 3可知 

A1 ocA2~ProbAl(SA1 n SA2)≥ (6) 

及 

SAlEn≤SA2~ProbAl(Sa1 nSa2)≥口 (7) 

从而由式(6)和式(7)易知结论成立。 

3 概率拟 Hoare三元组 

在这一节中将给出一种概率拟 Hoare三元组，来用于量 

化程序执行的正确性，刻画程序的正确度或是理论被实际程 

序实现的程度。 

下面给出概率拟 Hoare三元组的定义。这里主要介绍 

了概率拟 Hoare三元组以及其 6种特殊情况，我们统称这些 

为概率拟 Hoare三元组。 

定义 14(区间拟 Hoare三元组) 设 A ，B ∈Assn，c∈ 

Com．{A ](c) ，岛]{ )为区间拟 Hoare三元组。其中， 

O≤ ≤az≤1，O≤ ≤ ≤1，A 是程序c的区间拟前置条件， 

B 是程序c的区间拟后置条件。其意思是说：程序 C的当前 

状态满足A 。那么程序段 C以a∈[a ，az]的概率执行并能正 

常终止，且返回值以卢∈ ， ]的概率满足 B ’。 

注4：特别地，(i)[口l，口2]1一拟 Hoare三元组 

{A ) ⋯ 1(f)l{B } 

其中，A 是程序c的[a ， z]～拟前置条件，B 是程序 c的 1一拟 

后置条件。其意思是说：程序 C的当前状态满足A 。那么程 

序段C以a∈ ]的概率执行并能正常终止，且返回值以1 

的概率满足 B 。 

(ii)1[ ， ]一拟 Hoare三元组 

{A，)1(c) ，岛]{B } 

其中，A 是程序c的 l_拟前置条件，B 是程序c的 ， ]一拟 

后置条件。其意思是说：程序 c的当前状态满足A 。那么程 

序段C以1的概率执行并能正常终止，且返回值以卢∈[ ， 

]的概率满足 B 。 

(iii) 一拟 goare三元组 

{A } (c)8{B } 

其中，A 是程序c的if-拟前置条件，B 是程序 c的卢一拟后置条 

件。其意思是说：程序 A的当前状态满足 A 。那么程序段 c 

以a的概率执行并能正常终止，且返回值以口的概率满足 B 。 

(iv)~l一拟 Hoare三元组 

{A ) (c)1{B ) 

其中，A 是程序 c的a一拟前置条件，B 是程序C的 卜拟后置条 

件。其意思是说：程序 c的当前状态满足A 。那么程序段 c 

以 的概率执行并能正常终止，且返回值以1的概率满足B 。 

(v)1口一拟 Hoare三元组 

{A )1(c)B{B } 

其中，A 是程序c的 1一拟前置条件，B 是程序c的口一拟后置 

条件。其意思是说：程序c的当前状态满足A 。那么程序段 

C以 1的概率执行并能正常终止 ，且返回值以 口的概率满足 

B 。 

(vi){A } ≤(c)≤口{B )表示程序 c的当前状态满足 A 。 

那么程序段C以大于等于a的概率执行并能正常终止，且返 

回值以小于等于口的概率满足B 。 

定义 15(程序正确度 (或称实现度)a规则 ) 概率拟 

Hoare三元组正确度 d规则有如下说明： 

I[／A，}f 2](c)吗， ]／B，}] 

一(SA E[。1 ]Dora．Ic)八(Range．(5 十j )E ， ]s ) 

(8) 

其中， 一r1×r2，rl∈[ 1， 2]， ∈ ， ]，o≤ 1≤d2≤1，0≤ 

≤ ≤ 1。 

4 [口1，口2]1一概率拟 Hoare三元组 

第 3节中给出了概率拟 Hoare三元组的定义，这一节中 

将讨论[a ，a ]1一拟 Hoare三元组。首先给出其形式化语义， 

然后再进～步地给出其概率拟 Hoare规则一一[a ， ]卜拟 

Hoare规则，最后证明[a ， ]1一拟 Hoare规则的可靠性。 

·a一拟 Hoare规则 

为了便于下面的讨论，首先给出一些约定和定义。 

在本节中约定 ： 

设A ∈Assn，I是一个解释。在解释 J下所有满足A 的 

状态的集合记为 S ，一{ ∈∑l } A )。 

定义 16(有效性) (i)设 J是一个解释。如果对应于解 

释 J，有 

V ∈Z． } {A } ，。。](c)1{B ) 

则称，对应 于解释 J，{A ](c) {B )是有 效 的，记 为 

} {A，)[ 。。](c) {B }。 

’为了避免与c下标的混淆，将{A )『a1． ] ，＆]{B }写成{A )[。】，。2](f) ， ]／B } 
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(ii)若对于一切解释 I，有 

} {A ](f) {B } 

则称{A 。，](c) {B )是有效的，记为 }(A )[口_ ](c) 

{B )。特别地，若对于一切解释 I，有V ∈∑． } A ，则称 A 

是有效的，记为 #A 。 

由上面的定义可知，}(A }[口1，。 ](c) {B }(其中，A ，B 

EAss12，cECorn)，当且仅当对于所有的解释 I ，在满足 A 的 

状态下执行程序段C，那么c以口∈ 吡]的概率执行并能正 

常终止，且返回值以 1的概率满足 B 。其形式化语义表示如 

下：对于所有的解释 J 

Prob{~}XA l V ∈∑． } A Dc 0 } B })一 
a(∈[ 1，d2]) (9) 

且 

f ( ，NDorn．j )E1sI， (1o) 

其中，Prob是{ 1 } A )上的概率测度。如果 没有 

定义，则记 9一上。约定对于所有的断言B，有J_l≠B， 
这表示将不终止的计算指称到上，并且不满足任一后置条件。 

换而言之，如果程序 C的执行是不终止的，那么我们认为 C不 

能正确被执行或是说 c不是我们所需要的，是不可信的。 

注 5：显然地 ，若 V ∈∑． l≠IA ，则有 

Prob({ }IA l v E∑． }IA 』c 9 } B })Prob 
(D)一0 

于是 ，有如下命题： 

命题 3 设 Prob是 Q上的概率测度。VA ∈n， ∈In 

dez，有 

Prob(A )一1㈢?rob( n A )一1 

证明：“ ”。假设 Prob( n A )≠1，于是有 ]A 
} i艇 e 

Q( E lnde~r)，使得Prob(A >o)。于是，有 Prob(A ＼A ) 

一 Prob(A )一Prob(Ay )< 1。 

与假设矛盾，故结论成立。 
“c=”

。 注意到V ∈Index，有 ，，n．A ， A ，易知结论 

成立。 

命题 4 I是解释，(i)若 Pr0bA，(n{ } A j V E∑． 

} A 乜 0c 0 } B，})<~infProbn，({ } A 【V ∈∑． 

# A 0c 0 } B })<~ProbA，({ } A }v口∈∑． } A 

0 # B }) 

(ii)特别地，Prob~，(n{ } A I V ∈∑． } A c 

} t3 })一1，当且仅当 n ProbA，({ } A I V ∈∑． } A 

‘ 』lC } B })一1；当且仅当，对于所有的解释J 

Proba，({ } A 1 v ∈∑ } A 0口} B ))一1 
证明：(i)注意到 

nd}=，A l vd∈∑．d} A f1c } B } { }A l 

V ∈∑． } A } B } (11) 

故有 

r]{ }IA l V口∈∑． } A 0c 0口} B } 厂{ 

} A l V E∑． } A 0c 0d} B ) (12) 
于是，由式(11)、式(12)以及概率测度 PrfJ ，的单调性可 

知，结论成立。 
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(ii)由命题 3和(i)可知，结论成立。 

命题 5 对于任 意的解释 ，，假定 Range．( 一十 ) 

[1S ，，且 Dom．L[ ，。那么有 Dom．IL—Dom．(L (S ，fl 

{ 0c ∈s ))。 

证明：显然Dom．( (s n{ 0c 4 J ∈ ，})) 
Dora．I 。 

下证Dom． D。 ．(I ( ，n{ 0c 0 l ∈ )))。 

使用反证法。假设Dom．j Dora．(I (s n{‘ 0c 0 
l ∈sI，}))，即有 j ∈Dom．L，但 

D0m．(J (s ，)n{ (棚 8 i ∈s ，})) (13) 
于是，由式(13)可知，j ，有 

( 0，O'o )E- (14) 

但 

O'o ∈s ，n{ 0c 0 Io∈ŝ，} (15) 
故由式(15)可以知道 ，有以下两种情况 ： 

(i) ∈s／， 

由假设及定义 12可知 O'o Range．(S 一十I )，又由式 

(14)可知 ① ，。于是 ，由题设 Dom．，f[ ，可知 口。 

Dom．Ic，与假设矛盾。 

(ii) { 0 I ∈ŝ，} 
由假设以及式(14)可知O'o ，，于是，南(i)中的证明可 

知 ，显然地，亦得到与假设矛盾。 

综合(i)和(ii)，结论成立。 

命题 6 对 于任意 的解释 I，假定 Range．( ，十J ) 

[1s ，，且 Dom．J [1 ，。那么有 Range．(J )=Range．(， 

(s n{ 0c 0 1 ∈s ))。 

证明：显然Rn ge．(J (s ，n{ HC 0 【 ∈ 一})) 
Range．(j )。 

下证Rang ．(J )~Rang ．(J (s分n{ 0f 0 I ∈ 
S ，}))。 

使用反证法。假设 Range．(J ) Range．(，f (s ，n 

{ 0 l ∈ }))，即有了 Range．(J )，但 

~Range．(I (s ，n{ f ∈ŝ，))) (16) 

于是，由式(16)可知， O'o，有 

( ，o'o )E-J (17) 

但 

s ，n{‘ 0c 0 1 ∈ŝ，) (18) 
故由式(18)可以知道，有以下两种情况 ： 

(i)口。 S 

由假设及定义 12可知0"o Range．( ，十， )，又由式 

(17)可知 ，。于是 由题设 Dom．j [ ，可知 o 

Range．(J )，与假设矛盾。 

(ii)c~o { 0c ∈s／，} 
由假设以及(17)可知 。 ，，于是，由(i)中的证 明可 

知，显然地 ，亦得到与假设矛盾。 

综合(i)和(ii)，结论成立。 

推论 1 对于任 意的解释 ，，假定 Range．( ，十，【) 

[ s ，，且D。 ．L[ s-，。那么有r 一r (s＆，n{c 4 ld 
∈S-，})。 

证明：由命题 5和命题 6可知，结论成立。 



 

定理 2 对于任意的解释 ，设 Prob是{ l } A }上的 

概率测度，并且假设 Range．( 一十L)[
一

-

1s 以及 Dom．L 

E ，。于是有 
， 2]Dom．J (19) 

当且仅当 

Prob(Dom．(L ( ，n{ 0c 0 f ∈ ，))))一a(E 
[ l，o：2]) (2O) 

当且仅当 

，E
_ Ea1,a2]Dom．(L (5 ，n{ 0f 0 l ∈ ，})) (21) 

当且仅当 

Prob( }，A l v E∑． }，A { 0c 0 } B })一 
口(E[ 1吡 ]) (22) 

证明：“式(19) 式(2O)”。由定义 12可知 Prob(SeA，N Dom． 

)一口(∈ ，a2])。 

于是 ，由命题 5可以得到 

Prob(Dom．(L ( ，n{ c 0 l ∈ ，})))一a(E 
l，or2]) 

“式(2O) 式(21)”。由命题 5显然可知结论成立。 

‘‘式(21) 式(22)”。显然地，有s ，n{ 0c 0 l ∈ 
，})ZRang巴(I )。于是，有s§，n{ 0c 0 I aE ，}一 

Rang ．(L)ns ，N{ 0c 0 laES~，})。故有 

Dom．(J (sB，n{ 0 l ∈ ，})) 
一 { E~．1aE ，{ 0c 0 I ∈s̈ 

={ } A l V E2． } A Bc 0 } B } (23) 

于是得到Prob({ # A l V ∈∑． } =>{ 0 c 0 
} B })==a(E[a1， 2])。 

“式(22) 式(19)”。注意到命题 5和式(23)，显然地 ，结 

论成立。 

注6：注意到_．_∈∑，显然地 N{ Bc 0 l ∈ }＼上)一 

se，n{ Dc 0 laES~，}。 
定理 3 对于任意的解释 I，设 Prob是{ J }fA )上的 

概率测度，并且 Dom．L E1 ，。于是有 

Range．( ，十 )E s ， (24) 

当且仅当 

Range．(J { 0c 0 l ∈ ，})E s ， (25) 
当且仅当 

Pr06({ c 0盯l ∈s ，nDom．Ic}ns ，)一1 (26) 
当且仅当 

{ 0c 0 oE ，NDom． }E SL， (27) 
当且仅当 

Prob({ 0 c 0 V E∑． } A 0 c 0 } B 且 
A })一1 (28) 

证明：“式(24) 式(25)”。只需证明如下等式成立： 

Rang巴( ，十L)=Rang巳(J { 0c 0 laESA，)) 
(29) 

先证Rang ．( ，十Ic)~_Rang ．(J { 0c 0 l ∈ 
S ，})。 

设 口 ERange．( ，十Ic)。于是有 ， ，使得 

∈Si，日< ，口 )∈ (30) 

由式(3o)可知 (一 口f 0 )ERange．(L)，故有 E 

Range．(J { l ∈ ，))。 

再证Range．(J { llc l aE ，))~Range．( ，十 

J )。设口 ERange．(L { 0f l aE ，})。于是有，j ， 
使得 

∈{ llc l ∈ ，}且( ， >EL (31) 
注意到 Dom．Lrl ，，于是有 

aE ， (32) 

由式(31)和式(32)可知结论成立。 

“式(25) 式(26)”。只需证明如下关系成立： 

{ ∈ ，UDom．j }[ s ， 

由假设可知Range．(I { c l ∈ ，)E s ，。 

因此，只需证明 

{ 0c 0 l ∈ ，N Dom．J }C-Range．(L { 0c 0 l 
∈ ，})。 

设 ∈{ ljf_I I ∈ ，NDom．L)。于是 和 ，使 

得 ∈Sin，且 (口， )∈L。 

故有 一 ∈~_Range．(L)。因此 ，结论成立。 

“式(26) 式(27)”。由定义 12可知，结论显然成立。 

“式(26) 式(27)”。由假设以及式(27)可知 

{ ∈ ，NDom． )n ， 

一 { llc laEDom． }N ， 
一 { 0c 0 laED⋯ 0c 0 ∈s̈  
一

{ llc i ∈Dom．Ic} (33) 

于是，由式(33)有{ 0c 0 IoE ，且 Oc 0 ∈ }N 

{ Hc 0 I ∈ ，)N Dom．L}一{ 0 c 0 l Dom．L且 

0c 0 ∈s ，)={ Dom．L}。 
故得结论成立。 

“式(28) 式 (24)”。设 o- E Range．( ，十 )，于是有 

o-，使得 aE ，且( ，o- )∈ 。 

注意到式(28)，有{ 0c 0 l ∈ n 吼 } { 0c 0 

l ∈ ，且 0f 0aE ，}，于是便有 (一 0c 0 )ESI，。 
故得结论成立。 

注7：定理2和定理3说明了，对于{A，}[ 。。](c) {B }形 

式化语义的描述至少可以有 20种，并且它们都是等价的。 

推论 2 对于任意解释 I，设 Prob是{ l }，A )上的概 

率测度，Prob 是{ llc j ∈ ，NDom．j }上的概率测度。 

则有( ，E口 Dom．L)̂ (Range． ，十L E 一)，当且仅当 

Prob(o} A I VdE∑． } { } B })一a(E 

[a ，a ])̂ Prob ({ 0 c 0 l V ∈ ． }JA { 0 c 0 
} B 且 #fA 且 EDom．L})一1。 

证明：由定理 2和定理 3易得结论。 

注 8：推论 2是上面定理 2和定理 3揭示形式化语义描述 

的一种情况。它的意义在于，说明了{A，)- (c) {B )的形 

式化，以集合的可信包含关系刻画(式(8))与以状态集上的概 

率测度刻画(式(9)和式(1O))本质上是一致的。 

给出[ 1，口2]1一拟 Hoare规则如下。 

拟(Skip)规则： 

{A }1Skip1{A } 
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拟赋值规则： 

若Prob(a}A [a／x]l }A ／x] [ {la／x]# 

A )一a，则A [ ／x]。(x：一n) {A} ，a(∈[ ， 2])。其中， 

Prob是 }A ／x]}上的概率测度。而条件 Prob(a)}A 

Is~x]}V ∈乏． }A [a／X]oa[d~ lIa／X]}A )=or(∈ 
[m，a。])是为了表示因为局限于一定的物理设备和条件，赋 

值可能会因为溢出或是强制类型转换等原因而出错。 

拟顺序规则 ： 

{A } ](co)l{D ){D }[ ，](c1)1{B } 

{A )『。， 。。，](fo；c1)l{B } 

拟选择规则： 

{A ̂ 6} ，](co)l{B }{A ̂ 一6}[ ，咖，](c1)l{B }中 

{A )『。山。v 。，)](if b then co else C1)l{B } 

拟循环规则： 

{A 八b)[d' ](c)l{A }中 

{A，}_。l1_(while b do c)l{A ̂ 一6} 

其中，Prob是 }b}上的概率测度，Prob 是 l≠b}上的 

概率测度；并记 为条件Prob({ }b{V ∈∑． #bo jl 

一true})≤ l且 Prob ({ l≠bj V ∈∑． }6 一 

false})≤1，表示布尔条件b从(拟)前置条件到程序中布尔条 

件的过程中，由于程序实际的执行可能会遇到内存溢出等问 

题，而使得其正确性降低。 

拟推理规则 1： 

1 

{A) ](f)l{B )B 0 B 

{A ⋯。](f)1{B} 

拟推理规则 2： 

A ccA {A ⋯。](f)l{B} 

{A}ro．1-(c)1{B} 

5 [ 1， 2]1一拟 Hoare规则可靠性 

在上一节中，给出了概率拟 Hoare规则一一[a ， z]l— 

Hoare规则，在这一节中我们将证明[ ， z]1一拟 Hoare规则 

的可靠性 。 

定理4 给出[ 1， 2]l一拟 Hoare三元组{A }[a ，](f)1 

{B，}c如果 卜{A，)r 。](c) {B，)'那么 }{A，}[ 。2](c) 

{B }。 

证明：显然地，如果能证明上面的[a ，az]l一拟 Hoare规 

则每条规则是可靠的，那么由规则归纳法知道，每条定理都是 

有效的。 

拟 Skip规则：显然地}{A，)1(c) {A }成立，因此拟Skip 

规则是可靠的。 

拟赋值规则 ：记 c兰(X：—n)，设 J是一个解释，显然地 ， 

有 

0x：一口0(s ，|d／X_nDora．I(X：一n))E s (34) 
由假设 

Pm6( }A，[。／x]I v ∈∑． }A [。／X] [ 0n 0 
／X]}A)一d(∈ 1，口2]) (35) 

从而由式(34)和式 (35)得到 }{A [a／X] ，。，](X ：一 

Ⅱ) {A } 

因此拟赋值规则是可靠的。 

拟顺序规则：设 }{A ]( ) {D )且 }={D 2 ] 
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(C1)l{B )，J是一个解释。于是由 } {A } ]( ) {D }可 

得 

Probs~，({ } l VaE乏· } A 0 } D }) 
一口(∈ 1，口2]) (36) 

且 

co ( ，NDom．Irn)E Sb一 (37) 

而由} {D} [。 ， 一](c ) {B }得到 

Prob@,({ } D j VaE∑．d} D 0c1 0 B }) 
：a (∈[d ，口2 ]) (38) 

且 

c 0c 0(sb，ND。阮 )E ， (39) 
于是，由式(36)和式(38)得到 ProbslA (Io}= A l V ∈ ． 

} A 。0c 0( 0 )} D，})≤az·az 。 

故有Pro I，({ } A l VaE∑． # A ㈣ 0 
} D })≤a2·az 。 

又由式(37)和式(39)得到c ；f。ll( ，N Dom． 

，(( )E Sjj 。 

因此拟顺序规则是可靠的。 

拟选择规则：设 }{A ̂ b ](c。) {B }且 }{A ̂  

一 6 ， ，](c1)1{B }，，是一个解释。假定 a} A ： 

(a)z} 6 

显然地，有 } A ̂ b。由于 } {A 八b}[口_ ](co) {B }， 

故有Probda ({d} A ̂bl Vd∈ ．d}JA 八bo％ 0c。 

} B ) 口(E[ ，az])，且 0( ADorn．Ic )E s ，。 
(h)a 一 6 

显然地 ，有 } A ̂ 一6。由于 } {A A 6 ， ，](c ) 

{B }，故有 Pro ， 
一  

({ } A ̂ 一6l VaE∑。口} A 八一6 

j 0c 0 } B })一a (∈[a ，az ])，且 0(sA，n一 n 

Dora．jq)E1 5 

注意到Prob({ }bl vaE∑． } llb 一true))≤1 

和Prob ({ I：~bl v EE． l≠6 池 0b 0a=false})≤1。 
综合(a)和(b)得到Probs~，( }A I V ∈∑．口} A 

0if b then c0 else 0 } B，})≤az V a。 ，且 0if b then印 

else c1 0( ，ND0m．if b then Co else C1)E1s ，。 
因此拟选择规则是可靠的。 

拟循环规则：假定}=(A A 6) 。](c) {A )，即A 是循环 

语句w=while b do f的一个不变式。设 J是一个解释。因为 

0while b do c 0=fix(F)，所以用 表示 ( )，就有 0 
w  0一U、 ，其中，0o—D， + 一{( ， )I 0b 9 —true( ， 

)∈ }U{( )1％ 0b 0a=false)。 

显然地，有 ilwhile b do f【j(s 一N Dora．I(whil do )) 

E s ，。 

定义 P( )为：对所有的 ∈N，P( )∞d<fProbs~，(( } A I 

V口，ap∈ ( ， )E 且 }IA }，A A一6))≤1。 

若能证得 P( )，V ∈N成立。那么就有 ProbdA，({ } 

A 1 V o．t∈∑． } A Ilw } A A一6))≤1。于是，有 
}(A ](while b do c)】{A ̂ 一6}。 

下面采用数学归纳法证明 P( )，V nC-N成立。 

奠基步：令 n=0，则 0o—O，故 P(O)为真。 



 

归纳步骤：假设 ≥O，P( )为真，下面证明 P(n十1)亦为 

真。设( ， )∈ +1，且 口} A ，贝0 

(a) }IA ̂ b 

对某个状态 使得( ， )∈ 0c 0，A(J， )∈ 。由 
于 }{A A b)E (c) {A }，故有 

Pr0 ({ }rA 八b l V ∈∑． }rA ^6 }⋯A }) 

一口(∈[a1， 2]) (40) 

而由假设 P( )为真，可以得到 

P，、。 ({ }⋯A Abl Va'E~· } A  ̂ }『A ̂  

一 6})一a(∈[口1，d2]) (41) 

从而由Prob({ }6l V ∈∑． } 【Jb =true})≤1 

以及式(4O)和式(41)可得 

Probs~ ({ }rA I V ∈∑．d} }rA 八_7 ))≤ 

口≤ 1 

(b) } A A_76 

显然地 ， 一 。从而由 }IA ̂ 一6得到 }IA ̂ 一6。 

注意到Prob ({ 6f V口∈ ． l≠6 [1b ffa=false}) 

≤1，故有 P，1p ({口}IA l V ∈乏． } A }zA A 

一 6))≤1。 

这样，就证明了P(n+1)为真。从而 V nE N，P( )为真 ， 

因此拟循环规则是可靠的。 

拟推理规则 1：设}=B Cx：B且}：{A)[。_ ](c)1{B }。I是 
一 个解释。假定 }lA ，于是 Probs{({ } A}Va∈∑． }IA 

Hc 0 } B ))一 (∈[ ，a ])且 0c 0( NDom．Io) 
E ，。 

从而再由定义 12可知 Probs‘({ } A l V ∈∑． }IA 

0c 0 } B})一a(∈[a ，az])且 0c 0( N Dom．Ic) 
E s 。 

于是 }{A}[0． ](c) {B}。故拟推理规则 1是可靠的。 
1 

拟推理规则2：设}A。cA 且}{A，)[ 。](c) {B}。I是 
一 个解释。假定 d}IA ，于是 Pr0 ，({ }= f V ∈∑．d 

} A 0c 0 } B})一 (∈[a ])且 0c 0( ，n 
Dom．J )ElS／,。 

从而再由定义12可知Probs‘({口} A I V ∈乏． } A 

Hc 0 } B})≤1且 0c 0( nDora．It)E_ s 。 
于是}{A}[o1 ](c) {B}。故拟推理规则2是可靠的。 

根据规则归纳原理便有，每一条定理都是有效的。 

结束语 鉴于 Hoare逻辑理论上证明是正确的程序，实 

际执行时却可能会出错等现象，同时为了对此现象进行刻画， 

本文基于经典 Hoare逻辑提出了一种 t， z]1一概率拟 Hoare 

逻辑用于量化程序的正确执行情况，度量程序实际执行与理 

论之间的差距，反映理论被实际程序实现的程度，进一步地， 

证明了该逻辑的可靠性 。在接下来的工作中，我们会深入研 

究更复杂的概率拟 Hoare逻辑形式，同时，考虑如何将本文 

所提出的[a ， z]1一概率拟 Hoare逻辑理论应用到软件工程 

的实际中，并基于该理论开发相应的工具。 
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