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人工蜂群算法的几乎必然强收敛性 ：鞅方法 
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摘 要 已有的人工蜂群算法的收敛性分析是基于算法的遍历性分析，在概率收敛意义下考虑的，这种收敛性分析不 

能确保算法在有限步内收敛到问题的全局最优解。首次尝试运用鞅论研究人工蜂群算法的几乎必然强收敛性，证明 

了人工蜂群算法确保能以概率1在有限步内达到全局最优解。这一结论为拓宽人工蜂群算法的应用范围奠定了理论 

基础，并为人工蜂群算法的改进及收敛性研究提供 了新的理论工具。 
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Abstract The most convergence analysis on artificial bee colony(ABC)algorithm is based on ergodicity analysis and 

conducted in the sense of probabilistie convergence．Such analysis cannot infer in general that the ABC algorithm will be 

convergent to a global optimum in a finite number of evolution steps．In this paper，a martingale analysis method was 

proposed to study the almost sure convergence of ABC algorithm．It is shown that ABC algorithm can surely converge 

to a global optimum with probability 1 in a finite number of evolution steps．The obtained results underlie application of 

the AN2 algorithm，and the suggested martingale analysis method provides a new technique for convergence analysis of 

ABC algorithm． 
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1 前言 

人工蜂群算法(ABC)_】]是 2005年由 Karaboga提出的一 

种新兴智能优化算法，具有控制参数少、容易实现和计算简单 

等优点，现已引起了国内外学者的广泛关注。通过 比较研究 

发现：ABC算法较其他智能优化算法具有更好的优化性能 ， 

因此该算法已广泛应用于函数优化[2。]和工程领域[4-8]等问 

题中。同时根据实际问题的特殊性，也有学者提出了一些改 

进算法_g。 。在这些研究中，算法的有效性均通过仿真实验 

来说明，未能从理论上深入阐述。虽然 ABC算法在实际应用 

中取得了很大的成功，但其数学理论基础还未能建立起来。 

与其他仿生智能优化算法[12-15]相比，ABC算法的依概率收 

敛、几乎处处强收敛等一般收敛性分析研究还不够深入 ，在很 

大程度上限制了 ABC算法的改进与发展。 

近年来有学者给出了 AN2算法的收敛性证明_1 ，其主 

要结果依赖 Markov链的数学模型分析，证明了算法是以概 

率 1收敛，即算法迭代次数趋于无穷时，一定能收敛到最优 

解。本文首次在 ABC算法的 Markov链分析中引入鞅理论 ， 

取代 Markov链的遍历性分析，讨论 ABC算法的强收敛性。 

特别地，通过把 ABC算法进化过程转化为下鞅，证明了算法 

的几乎必然强收敛性，即确保在有限步数内能以概率 1收敛 

到问题的全局最优解。证明中所使用 的鞅理论分析方法为 

ABC算法的收敛性分析提供了新的工具，从而为 AN；算法 

的应用与发展奠定了坚实的理论基础。 

2 人工蜂群算法 

ABC算法中，种群由雇佣蜂、跟随蜂和侦察蜂 3类人工 

蜂组成，其中雇佣蜂和跟随蜂数量各占种群数量的一半。雇 

佣蜂搜索蜜源并将蜜源信息与其他蜜蜂分享，跟随蜂则根据 

雇佣蜂提供的蜜源信息选择蜜源进行开采 ，雇佣蜂和跟随蜂 

的采蜜过程也即寻找问题最优解的过程。当蜜源被放弃时， 

该蜜源所对应的雇佣蜂转变为侦察蜂，探索的新蜜源替代被 

放弃的蜜源，增加种群多样性 ，防止陷入局部最优解。与雇佣 

蜂对应的蜜源代表问题可行解集，蜜源质量代表解的优劣，用 

适应度值 fit 表示。在问题的可行域内，算法使用随机初始 

化生成初始种群，种群数量为 SN，问题维数为 d，d维的向量 
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z ( 一1，2，⋯SN)表示初始种群中的一个解。之后 ，人工蜂 

群重复循环使用雇佣蜂、跟随蜂和侦察蜂的搜寻过程，直到达 

到算法的停止准则要求。 

在搜索中雇佣蜂和跟随蜂按照下式产生一个新蜜源位 

置，即新解： 

一粕 +蜘 (‘z 一铂 ) (1) 

其中，k∈(1，2，⋯SN)， ∈(1，2，⋯ )，且 是≠i；蜘为[一1，1] 

之间的随机数。按照贪婪法则在新蜜源和旧蜜源中进行选 

择，若新蜜源的适应值 fit 比旧蜜源好 ，则用新蜜源代替旧蜜 

源；反之则保留旧蜜源。当雇佣蜂完成搜寻过程后，用跳摇摆 

舞的方式在舞蹈区将蜜源质量和位置的相关信息传递给跟随 

蜂。跟随蜂根据式(2)计算选择蜜源的概率，用轮盘赌法则在 

所有蜜源中进行选择并使用式(1)进行蜜源更新： 
SN 

Pi=fitt fitk (2) 

若所有跟随蜂完成搜寻过程之后有蜜源通过有限次循环 

不能被更新，则该蜜源被放弃，与此对应的雇佣蜂变为侦察 

蜂，搜索新蜜源。新蜜源由式(3)产生： 

z =Xmi J+rand(O，1)(‰  J mXmi J) (3) 

其中， ∈(1，2，⋯D)。然后返 回雇佣蜂搜索过程，开始新一 

轮迭代。 

对于优化问题 ，分两种情况考虑。设 ，(·)是优化问题 

的目标函数，若优化问题是最小值问题，适应值用式(4)进行 

计算 ： 

fit(xi)=l ’ f (4) 
L1+abs(f(x ))， f(xi)≤O 

若优化问题是最大值问题 ，则用 目标函数值表示适应值 。 

ABC算法进行贪婪选择按下式进行： 

一 f ’ ’>= 一 (5) I一《 l I ‘ 【
五， fit(vi)≤ t(x ) 

以后若无特殊说明，都按优化最小值问题进行研究 。 

3 人工蜂群算法的Markov链模型 

首先给 出一些数学 描述和定义，来 阐述 ABC算法 的 

Markov链模型。 

定义 1 设 X表示一个集合 ，其序数为l Xl，依人工蜂群 

算法的术语，包含有限个元素的集合 S中的元素称为个体 ，用 

字母 i，J，k，⋯，表示，设 m为正整数，则所考虑的 Markov链 

的状态空间取为 S—s×sX⋯×s，其元素被称为种群，用字母 

，Y，2，⋯表示，即： 

S={(zl， 2，⋯Xm){丑∈5，1≤愚≤ } 

其中，m称为种群规模 。 

定义2 称E上定义的任何非负实值函数，是一个适应 

性函数，则可定义全局最优适应值 f =max{，( )l i∈S)，全 

局最优个体集 B 一{i∈Sl，( )一， )，每个个体都是全局最 

优个体的种群 F =lx6Sl以∈B ，1≤愚≤m}。 

定义 3 人工蜂群算法迭代过程中，对于任意两个状态 

X ∈5，Xf∈s，人工蜂 由X 一步转移至 X ，记为 (Xi)一 

xJ。 

定理 1 人工蜂群算法迭代过程中，人工蜂 由状态 X 转 

移至状态X 的一步转移概率 P( (Xi)一XJ)可由式(6)来 

计算： 

( (Xi)一X，) 

fP ( (Xi)一X，)， 由雇佣蜂实现 

IP。( (Xi)=XJ)， 由跟随蜂实现 

一 P ( (Xi)=x )， 由侦察蜂实现 (6) 

I P ( (x )一 )×Po( (Xi)一 )， 

l 由雇佣蜂和跟随蜂共同实现 

证明：证明过程详见文献E16]。 

算法是人工蜂群通过雇佣蜂、跟随蜂、侦察蜂不同 

角色之间的交流转换来实现的，所以由雇佣蜂、跟随蜂、侦察 

蜂的一步转移概率共同决定人工蜂的一步转移概率 p( 

(Xi)=X )。 

定义 4 在算法迭代过程中，对于人工蜂群的任意两个 

状态 s ∈S，sj∈S，从 S 一步转移至Sj记为 Ts(s )一 。则人 

工蜂群从 S 转移至 的一步转移概率为： 
SIC 

( ( )=s，)一 Ⅱ p( ( )=X ) 

即：人工蜂群从状态 转移至s，的一步转移概率为蜂群 S 内 

所有的人工蜂状态同时变成蜂群 内所有的人工蜂状态的 

概率 。 

4 收敛性分析 

本节将运用鞅收敛定理来考察人工蜂群算法的几乎必然 

强收敛性 。为了比较，将首先引进如下定义。 

4．1 依概率收敛 

定义5[”] 如果limp([X~nF ]≠D)一1，则称人工蜂群 
—

- ∞  

算法{ }为依概率弱收敛到全局最优；若limp([X~CF ])一 

1，则称人工蜂群算法{ )为依概率强收敛到全局最优。 

定义6[” 若 (1im[X"nV ≠刚)=1，则称人工蜂群算 

法{ }为几乎必然弱收敛到全局最优；若 p(1im[ CF ])一 

1，则称人工蜂群算法{ )为几乎必然强收敛到全局最优。 

定理 2 人工蜂群算法种群状态序列{S(￡)I￡≥O)是有限 

齐次马尔可夫链。 

证明：(1)搜索空间对任何优化算法来说都是有限的，人 

工蜂群算法中任意人工蜂群状态中的X 也都是有限的。单 

个个体的状态空间有限且离散。一个种群具有 SN个个体， 

SN为有限正整数，而空间的状态 s一(X1，X2，⋯XsN)由 SN 

个个体状态组成，所以种群状态空间 S是有限的。 

(2)由定义 4得到种群状态序列 {S(￡)l￡≥O}中任意两个 

种群的状态 s(￡一1)一(X1，( )，Xzl(f-1)，⋯XsN _1))，5(￡)= 

(x ，Xz ⋯XsN， )，它们之间的转移概率表示为： 
SN 

夕(丁5(s(￡一1))一 (z))一 II ( (X( 一1)． )一五， ) 

由定理 1可知，蜂群内任一人工蜂的转移状态 P( (X 

( 一1))一X(￡))仅与 ￡一1时刻的状态 X(￡一1)、随机可行解 

、随机参数 ％和优化问题有关，所以一步状态转移概率 

(T5( ( 一1))一5( ))也仅与 t一1时刻的状态相关，即人工 

蜂群状态序列 {S(￡)l￡≥O}具有马尔可夫性。又因状态空间 

为可列集，故人工蜂群状态序列构成一个有限马尔可夫链。 

(3)由定理 1可知，一步状态转移概率 ( (X(￡一1))= 

X( ))仅与 ￡一1时刻的状态 X(￡一1)有关 ，而与 f一1无关，因 

此人工蜂群算法种群状态序列{S(￡)l ≥0}是有限齐次马尔 

可夫链。 

证毕 。 
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定理 3 人工蜂群算法能以概率 1收敛到全局最优。 

证明：证明过程详见参考文献E16]。 

4．2 几乎必然强收敛 

根据上述讨论，可以发现几乎必然收敛性明显强于依概 

率收敛性。人工蜂群算法收敛性已有的证明结果属于依概率 

收敛，是弱大数律范畴。为了得到更强的收敛性结论，下面将 

证明人工蜂群算法的几乎必然强收敛性。为了阐述这一结 

论 ，先引人如下定义。 

定义 7[1 ] 若对ViEc，有 一1，即 自c内任意一点 

出发，始终不能达到c外的任意状态，则称状态空间c为闭集。 

定义 8_】 ] 若闭集 C无真闭子集，则称 C为不可约的， 

否则称 C为可约的。 

定义 9_】 ] 设{ ，忌≥O}与{ ，志≥O)是两个随机过程 ， 

称{Vk， ≥0)关于{ ，志≥O)是一个上(或下)鞅，如果： 

(1)El f<。。； 

(2)E( +1 l ，Z “， )≤ (或 E( + I ，Z1，⋯， 

Zk)≥ )； 

(3){ ，忌≥0}是 Z0，Z 一， 的函数 。 

Doob证明了下鞅收敛定理_1 ，为了方便分析，给出其 

结论。 

定理 4 设{ ，是≥0)是一个下鞅，sup El l<。。，则存 

在一个随机变量 y ∈{Vk，愚≥0}，使得 El y l<。。，且 

y ，即 P{limYk—y }一1。 

从直观上来说 ，人工蜂群算法的目的是找到一个最优状 

态 S(￡)，所 以可 以把 目标 函数转 换成适应 值 函数 ，写 成 

F(S)，从而可以利用 S(￡)的 Markov过程相关结论。下面设 

法把人工蜂群算法的随机过程{F(S )， ≥0}转变成为一个下 

鞅来考察{S ， ≥O}的收敛性。 

命题 1 状态空间S是一个可约闭集。 

证明：由定理 3和定义 7可知，F 为有限闭集 ，又因 F 

cs，由定义 8知 S为可约的。由定理 2可知{S，f≥O}为一 

离散空间上的有限齐次马尔可夫过程，则由马尔可夫过程的 

性质，有 ViES，∑ 声 =1，再由定义 7可知 S为一个闭集。 

由马尔可夫过程的状态空间分解定理 ，若 s是可约闭 

集，则可以把闭集 S分解成为两块，一块是{St，￡≥0}的收敛 

空间Q，另一块是 s—Q，其中 Q一{S lF(S+ )≥F(S )}。 

命题 2 Q为收敛空间的一个闭集。 

证明：由集合 Q的定义，所有满足 F(S+ )≥F(S)的状 

态全被限制在集合 Q中，而所有满足 F(St+ )<F(S )的状态 

全被限制在集合 S—Q中。因此，在集合Q中不能找到满足 

条件 F(S+ )<F(S)的状态，即集合 Q中任意一个状态的后 

继状态 只能在集合 Q中，而不能在集合 Q外，即 Vi∈Q， 

∑ P —O，所以有 Vi∈Q，∑P 一1，即集合 Q是一个闭集 ， 
，∈S—Q ，∈Q 。 

且Q∈S。 

上述做法的目的是将{sf，￡≥0}构成的有限齐次马尔可 

夫过程限制在其全状态空间 S的闭子集 Q中，即：集合 Q外 

的任意状态构成状态空间的反射壁，将其他所有满足F(S+ ) 

≥F(S )的状态约束在其内，由随机过程相关理论可知，这等 

同于状态的限制运动边界，与桶的边缘类似。 

命题 3 随机过程{F(St)， ≥O)关于{S，￡≥O}是一个非 

负有界下鞅，即对 V k≥0，有 E(F(S )l So，St，⋯，St)≥ 

F(S )。 
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证明：显然{F(S )，￡≥O}是非负有界，根据定理 2的马尔 

可夫性，可得 E(F(St+ )1 50，S 一，S)=E(F(S+ )JSt)，故 

只需要证明对 VxES有 ： 

E(F(S+1)l S 一 )≥F( )，￡≥O (7) 

又根据随机过程相关理论，有 E(F(St+ )l S—z1)一 ∑ 

F( )P (St+ 一 lS— )。根据定理 2的证明，我们得出人工 

蜂群算法所限定的状态就为反射壁，将其他状态约束与条件 

F(五+1)≥F(x )限定在状态内，故有 ： 

( ) (s 一 l Sf—z) 

一 _F( )A(s +1一 lS—z)+ 

F( )户 (sr+1—3'lSt—z) 

一  

( ) (s 一ylS,一z)十 毒 )·0 
一  

F( ) (s +1一 l s 一 ) 

因为状态z的任意后继状态 Y满足对 VyEQ，有 F(S+ 一 

)≥F(St—z)，所以： 

( ) (s 一 lS 一 ) 

≥ ∑_F(z)P (S+1一 IS 一 ) 

一F(z) t(s 十l— lSt—z) 

又因 Q是闭集，所以有 (S+ = l S=z)=1。从而 

得到 ( ) (s+ 一yls— )≥F(z)，即 (Y)Pt(s+ 一 

Yl S!一z)≥F(z)，所以有 E(F(S+，)l S—Iz)≥F(z)，所以式 

(7)得证，即{F(S)， ≥0}关于{S，￡≥0}为一个非负有界下 

鞅。 

命题 4 {F(St)， ≥0}几乎处处强收敛到全局最优解集 

F 。 

证明：由定理 3可知，{F(S)，f≥O}以概率 1收敛到全局 

最优解集 F ，又由命题 3可知{F(S)，￡≥0}为一个非负有界 

下鞅，根据定理 4，{F(S )，￡≥O}几乎处处强收敛到全局最优 

解集 F 。 

结束语 由本文的命题 4可知， F ，且 lsl仅包含 

有限个不同点，根据 Egorofff ]定理可以推导出{F(S )， ≥ 

0}具有潜在的一致收敛性，即 V￡>0， N(e)。如果 ≥N 

(￡)，则VX∈F ，l 一Xl<￡，即 墨 (￡)CF ，说明 ABC算 

法确保能够以概率 1在有限步内(N(￡))收敛到问题的全局 

最优解，即 P{U N(XkCF )}一1。 

已有文献证明了算法是 以概率 1收敛的，即算法迭代次 

数趋于无穷时，一定能收敛到最优解。本文引入鞅理论对人 

工蜂群算法的收敛性进行了分析研究。通过将人工蜂群算法 

所形成的状态序列转化为鞅过程进行分析，得出人工蜂群算 

法几乎必然强收敛到全局最优解集。与已有结论相比，得到 

了算法更强的收敛性证明结果。对人工蜂群算法改进形式的 

收敛性研究将作为后续的主要研究工作。 
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