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摘 要 数据的函数化是函数数据分析(Functional Data Analysis，FDA)的基础，也是 区别于其它分析方法的关键步 

骤。数据拟合作为数据函数化的主要方法，通常可转化为损失函数和正则项的优化问题，其中的光滑参数就起着权衡 

损失和过拟合风险的作用。在光滑参数的选择方法中，广义交叉验证(Generalized Cross-Validation，CK；V)是一种通 

用而且较好的参数选择方法，然而GCV是对离散值进行计算，欲得到较准确的光滑参数仍需做大量的计算。针对此 

问题，提出拟合优化和差分两种求解策略以提高最优光滑参数的求解效率，并在算法精度及效率方面进行 了比较分 

析。在模拟数据和真实数据上的实验结果表明：两种策略与常用的网格法相比，求解效率有较大提高，且算法精度方 

面几乎相同，此外差分求解策略在精度方面略优于拟合优化求解策略，而拟合优化求解策略的效率更高。 
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Abstract Data functionalizing is the basis of functional data analysis(FDA)and important step differed from other 

analysis methods．As the main approach of data functionalizing，data fitting usually can be converted into an optimization 

problem including loss function and the regularization term，and smoothing parameter plays a compromising role in 

weighing loss and the risk of over fitting．Generalized cross—validation(GCV)is a genera1 and better parameter selection 

way，but massive calculation may be needed in order to get a more accurate smoothing parameter because GCV is calcu— 

lated on discrete values．Aiming at this problem，the fitting optimization and the finite difference solution strategies were 

proposed tO improve the solution efficiency of selection of the optimal smoothing parameter，and their precision and effi— 

ciency were compared and analyzed．The experiment results on simulated and real data sets demonstrate that the two 

proposed strategies are greatly improved in efficiency compared with the conventional grid method with almost the same 

precision．The finite difference solution strategy is better than the fitting optimization solution strategy in terms of algo— 

rithm precision．and the 1atter is more efficient． 

Keywords Smoothing parameter，Generalized cross—validation，Finite difference solution strategy，Fitting optimization 

solution strategy 

1 引言 

函数型数据(Functional Data，FD)的概念起初 由加拿大 

统计学家 Ramsay以及 Dalian于 1982年提出[1-3]。函数型数 

据是指在某个连续集上的一组测量，这个连续集通常指时间， 

也可以是心理空间、物理空间等[4]。在实际应用中，函数型数 

据常见于生物、心理学、气象学、经济学等众多领域Is-s]，如不 

同行业的经济数据，不同地域的温度、降水量数据，能源(如煤 

炭、石油、汽油等)的消耗量 ，气象、物理、生物、心理研究领域 

的各种实验数据等。当这些离散观测数据的连续集取得非常 

密集时，数据的函数特征往往会很明显，但函数特征是数据的 

内在结构，并不是外在表现形式。为了动态地对这些数据进 

行传统的分析预测，挖掘出数据背后更多的信息，连续地展示 

比较深层的动态规律性Ig]，就需要将离散观测数据视为一个 

整体，转化为连续的函数，即进行数据的函数化处理。数据函 

数化是 FDA的基础，也是区别于其它传统分析方法的关键步 

骤 。 

目前数据的函数化通常采用函数插值和数据拟合两种方 

法实现。当观测数据 比较准确 ，或者不考虑观测误差的影响 

时 ，常采用函数插值方法，但由于通常的观测数据都存在误差 
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或者噪声，因此数据拟合是数据函数化的主要方法。通过数据 

拟合得到的近似函数并不要求近似函数在每个观测点必须与 

观测数据相同，而是使整体误差较小，能较好地体现观测数据。 

为避免观测数据存在的误差或噪声带来的影响，同时使 

拟合曲线较为光滑，数据拟合常通过光滑基函数的线性组合 

来表示函数型数据。基函数法将离散的观测数据转变成 函 

数|1 ，对于周期函数常利用傅里叶基(Fourier Basis)进行拟 

合，非周期函数则利用样条基(Spline Basis)进行拟合，而在实 

际中最常用的样条基函数是 B样条基函数[1 。基函数个数是 

的取值决定了对数据的拟合程度 ：k越大 ，对数据的拟合效果 

越好 ，但可能会拟合到噪声或者测量误差；k值过小，则可能 

会损失拟合函数的某些重要特征。 

当基函数确定时，扩张系数 Gl_l。]的值就决定 了近似 函 

数。对 的估计方法有很多，最早发展起来的光滑处理方法 

是最小二乘法，它也是最基本的方法__1 。它通过最小化最小 

二乘模型确定系数 ，然而此方法对 k的取值并没有明确的 

选择方法。Ramsay和 SilvermanE ]将正则化 的思想引入其 

中，提出了粗糙惩罚光滑法。粗糙惩罚光滑法对数据粗糙度 

进行了正则化惩罚，而光滑参数(Smoothing parameters)则决 

定对数据粗糙度的惩罚程度。当利用粗糙惩罚法代替最小二 

乘法求取近似函数时，根据基函数个数 是的取值决定光滑性 

就转变为根据光滑参数 决定光滑性[1 。图 1显示了不同 

光滑参数 A对拟合函数的影响： 过小，对拟合函数的粗糙度 

惩罚较小 ，易产生过拟合现象 ；反之则对拟合函数的粗糙度惩 

罚较大，拟合易接近于直线，不 能体 现原始 数据 的变化特 

征[1 。所以光滑参数的选取对数据拟合起着关键作用。 

图 1 FDI数据不同光滑参数示意图 

Stone提出的交叉验证法 (Cross—Validation，CV)可以求 

取光滑参数 ，其应用范围十分广泛，但这种方法会导致过拟 

合问题 ，而且计算复杂度较高，也不具有稳定性[ ]。为了避 

免上述 问题 ，Craven和 Wahba_1。 提 出了广义交叉验证 法 

(GCV)。通过最小化广义交叉验证得到的光滑参数比交叉 

验证法更可靠_】 。该方法得到了很广泛的应用，然而它是对 

离散的光滑参数值进行计算，欲得到最优光滑参数仍需做大 

量的计算，并利用在算法精度方面较准确的常规网格法来获 

取，这是一个较为复杂的过程。针对此问题，本文提出了拟合 

优化和差分两种求解策略，避免了通过大量实验求取 GCV 

所带来的计算复杂、计算量大等问题，并通过实例说明两种求 

解策略的效果。 

2 光滑参数的求解策略 

本文将求解最优光滑参数问题归结为一维无约束优化问 

题。根据优化方法设计思想的不同，大致分为解析方法、启发 

式方法和数值迭代方法。解析方法一般针对特定的优化问 

题；启发式方法(如遗传算法)多用于大型、复杂的问题；数值 

迭代方法是实际中较为常用的策略。对于光滑参数的优化问 

题采用数值迭代方法。由于变化较为简单 ，可结合高效的牛 

顿迭代法求解。然而牛顿法需要一、二阶导数的信息 ，而离散 

化的GCV无法直接得到导数信息，故本文提出拟合优化求 

解策略和差分求解策略，同时与常用的网格法进行比较分析， 

避免了网格法[1B]计算量庞大、效率不高等问题。 

2．1 拟合优化求解策略 

拟合优化求解策略的基本思想为 ：对离散的 GC ( )再 

次数据拟合 ，即对 GC ( )通过光滑 B样条基函数拟合以求 

取函数形式 ，在此基础上利用函数形式即可求取一、二阶导数 

信息，通过高效的牛顿迭代法求取最优光滑参数值。其主要 

步骤如下 ： 

Step 1 对观测数据 {(z ，Y )，i一1，2，⋯， }(”为样本 

量)通过以下处理方法得到数据{(丸，GC )， 一1，2，⋯， }。 

Step 1．1 对观测数据{(五，Yf)， 一1，2，⋯，n)建立模型 

Y 一厂( )，并利用光滑基函数的线性组合 ： 
K 

x(tj)一 EG 女(tj) (1) 

来表示函数型数据，其中 仇( )(愚一0，1，⋯，K)为基函数，k 

为基函数的个数， 为扩张系数。 

Step 1．2 通过构造 B样条基粗糙惩罚模型 PENSSRa 

( l )一∑{ --x(t~)}。+ ×PEN2(z)进行数据拟合，其中 
J 

r 

PEN2(z)一I{D z(s)}。ds= l_／)2 ll (2) 

式中，D"x(￡)表示 (￡)的 m阶导函数。 

Step 1．3 通过最小化广义交叉验证模型 

-

⋯

-*2 [y 一 ( )]。 

GCV(2)一 。7 (3) 

求取 Step 1．2模型中的光滑参数 ，以得到数据{( ，GC )， 

一1，2，⋯，n)，其中 S一西( 中+ ) 中 ， 表示全体基函 

数。 

Step 2 对数据{(九，GC )， 一1，2，⋯， }通过光滑B样 

条基函数再次数据拟合，得到函数形式 g( )。 

Step 3 求解函数 g( )的一阶导数 g 和二阶导数g 。 

Step 4 通过牛顿迭代法求取最优光滑参数 。其具体 

算法如下 ： 

Step 4．1 初始化。确定起始点 和误差阈值 e。 

Step 4．2 迭代前的准备。假设第 k步光滑参数为 ， 

计算 g ( )和 ( )。 
～

，，、 、 

Step 4．3 进行迭代。  ̈一 一 。 
g kAk J 

Step 4．4 停止准则。重复 Step 4．2和 Step 4．3，直到 

l 女+1一 l<￡。 

由上述算法可以看出，每迭代 1次需要计算 1次 g(|=【)的 
一 阶导数 g 和二阶导数 g 。 

2．2 差分求解策略 

差分求解策略的基本思想为：以差分思想代替求取 函数 

形式从而获取导数信息，对离散的 GCV(2)数据直接利用差 

分方法求取最优光滑参数。这种求解策略的主要步骤如下： 

Step 1 与拟合优化求解策略的 Step 1相同。 
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Step 2 对数据{( ，C-CV,)， =1，2，⋯， }直接通过差分 

方法求取。其具体算法如下： 

Step 2．1 初始化。确定起始点 和误差阈值￡。 

Step 2．2 迭代前的准备。假设第 k步光滑参数为 ， 

计算 GCV'( )和 GCV ( )，其中 

Step 2．4 停止准则。重复 Step 2．2和 Step 2．3，直到 

l +1一 l<￡。 

由上述算法可以看出，每迭代 1次需要计算 3次 GCV， 

分别是：GCV(2 )、GCV(2̂+ )、GCV(2 --6)。 

GCV1 ( )一 ± (4) 3 仿真实验 

GCV2 (5) 

GCV (6) 

Step 2．3 进行迭代。 抖 ~,lk-- 或者扎+ = 

、  
GC (扎) 

一  

。 

本文对模拟测试数据集以及真实测试数据集的实验均在 

Matlab环境 下实 现，其 中真实数据 (居 民消费 价格 指数 

(CPI)、邮电业务总量一当期值、进出口总值一当期值)均来源于 

国家统计局(http：／／www．stats．gov．cn)。采用本文方法选 

取最优光滑参数 ，并与网格法在算法精度方面进行 比较。所 

得结果如表 1和表 2所列。 

表 1 模拟数据实验结果 
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差分法和牛顿迭代法对于不同的测试数据在不同的初始 

点到达最优值的迭代过程如图2一图 7所示。将上述两种方 

法求取的最优光滑参数代人 B样条基粗糙惩罚模型，从而得 

到近似函数。由于近似函数曲线效果近似相同，因此通过表 

1和表 2对两种方法的算法精度以及算法效率进行比较分 

析。 

图 2 算法在(sin(x)／x)上的迭代过程 

图3 算法在(1+2× +3Xx +4× )上的迭代过程 

图4 算法在(1og(x)／x)上的迭代过程 

图 5 算法在 CPI数据集上的迭代过程 

图6 算法在邮电业务总量一当期值上的迭代过程 

图7 算法在进出口总值一当期值上的迭代过程 

从算法精度方面考虑，由误差百分比可知，从整体上说， 

对于不同的测试数据集以及初始值，差分法均可达到最优值； 

而不同的测试数据集以及初始值对牛顿迭代法则有影响：对 

模拟数据集 1以及真实数据集中不同的初始值能达到最优 

值，而对模拟数据集 2、3中不同的初始值不能够都达到最优 

值，尽管误差百分比较小。这表明牛顿迭代法对初始值较敏 

感，对初始值的设定有较高的要求。所以在算法精度方面，差 

分法的算法精度高于牛顿迭代法，差分求解策略略优于拟合 

优化求解策略。 

从算法效率方面考虑，由迭代次数及运行时间可知：牛顿 

迭代法以及差分法的算法效率明显高于网格法，说明拟合优 

化和差分求解两种策略极大地提高了求解最优光滑参数的效 

率；同时牛顿迭代法明显高于差分法，这说明了差分法因对 

GCV进行计算而耗费了时间，而牛顿迭代法首先得到函数形 

式，极大地提高了算法效率。所以在算法效率方面，牛顿迭代 

法优于差分法，拟合优化求解策略优于差分求解策略。 

结束语 本文提出了数据拟合中光滑参数的两种优化策 

略：拟合优化求解策略与差分求解策略，可以快速地求出最优 

光滑参数。与常用的网格法相 比，两种策略求解效率有较大 

提高，且算法精度方面几乎相同，为下一步的函数型数据分析 

奠定了基础。 
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