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一 种大规模支持向量机的高效求解算法 
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(天津大学计算机科学与技术学院 天津300072) 

摘 要 现有大规模支持向量机求解算法需要大量的内存资源和训练时间，通常在大集群并行环境下才能实现。提 

出了一种大规模支持向量机(SVM)的高效求解算法，以在个人 PC机 求解大规模 SVM。它包括 3个步骤：首先对大 

规模样本进行子采样来降低数据规模；然后应用随机傅里叶映射显式地构造随机特征空间，使得可在该随机特征空间 

中应用线性 SVM 来一致逼近高斯核 SVM；最后给出线性 SVM在 多核环境下的并行 实现方法以进一步提高求解效 

率。标准数据集的对比实验验证了该求解算法的可行性与高效性。 
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Efficient Algorithm for Large-scale Support Vector M achine 

FENG Chang LI Zi——da LIAO Shi——zhong 

(School of Computer Science and Technology，Tianjin University，Tianjin 300072，China) 

Abstract The algorithm for solving large-scale support vector machine(SVM )needs large memory requirement and 

computation time．Therefore，large-scale SVMs are performed on computer clusters or supercomputers．An efficient al— 

gorithm for large-scale SVM W3S presented，which can be operated on a daily-life PC．First，the large-scale training 

examples were subsampled to reduce the data size．Then，the random Fourier mapping was explicitly applied to the sub— 

sample tO generate the random feature space，making it possible to apply a linear SVM to uniformly approximate to the 

Gaussian kernel SVM．Finally，a parallelized linear SVM algorithm was implemented tO speed up the training further． 

Experimental results Oil benchmark datasets demonstrate the feasibility and efficiency of the proposed algorithm． 
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1 引言 

支持向量机_1]是在统计学习理论的基础上发展起来的一 

类重要的学习方法，是目前最为流行的数据挖掘方法。SVM 

中核的应 用，将 原始 数 据映 射 到再 生 核 希尔 伯 特 空 间 

(RKHS)中，使得在原始空间中线性不可分的问题转化成 

RKHS中线性可分的问题。求解 SVM 的本质是求解一个二 

次凸优化问题。其求解时间复杂度为 O(1。)。由于要存储核 

矩阵，因此其空间复杂度为 0( )。当样本数据规模 z较大 

时，SVM 的训练时间太长，同时核矩阵的规模太大将导致 内 

存空间不足。因此，原始 SVM 很难应用到大规模数据问题 

上。 

将 SVM扩展到大规模问题是研究 SVM 学习方法一直 

致力的目标|2]，如序贯最小优化 (SMO)分解方法 ]、核心向 

量机[4]的核心向量采样方法和 SVM并行方法[ ]等。以上方 

法虽然能在一定程度上缓解 SVM对 内存 的极大需求，但是 

随着噪声样本的增加，支持向量的个数也会线性增加。不仅 

在训练阶段计算开销会急剧增加，而且在预测阶段也是如此。 

线性 SVM有较高的求解效率 ，已提出了随机梯度下降 

法_6]、对偶坐标下降法[7]等方法。线性 SVM在超高维文本、 

基因数据上能得到较好的结果，然而对一般问题很难保证学 

习精度 。线性 SVM不需要维护大量的支持向量就可以显式 

地计算出模型权重，计算开销较少，能很好地扩展到大规模问 

题。这促进了应用线性 SVM 来求解核 SVM 的研究工作。 

随机傅里叶映射l_8]提出一种逼近平移不变核的方法，应用相 

对低维显式特征映射来一致逼近高斯核对应的无限维隐式特 

征映射，从而可应用线性SVM来一致逼近高斯核 SVM。 

本文综合海量样本子采样、随机傅里叶映射、并行线性 

SVM 方法 ，提出一种可以在个人 PC上高效求解大规模 SVM 

的算法，其包括3个步骤。首先，确定训练样本的采样规模， 

从海量样本中采样得N~JII练样本。然后，应用随机傅里叶特 

征来一致逼近核函数，将训练样本映射到随机特征空间，得到 

训练集。最后 ，应用基于交替乘子法 (ADMM)的并行线性 

SVM算法l_g]，在随机特征空间中将训练集分块得到多个子训 

练集，并行训练线性 SVM。标准数据集的对比实验验证了该 

算法的可行性与高效性。 
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本文第 2节介绍大规模SVM高效算法所用到的随机傅 

里叶特征；第 3节在优化理论的基础上，基于交替乘子法 

(ADMM)给出大规模 SVM高效算法的具体描述 ；第 4节给 

出该算法的对 比实验，验证其可行性与高效性 ；最后是结束 

语 。 

2 随机傅里叶特征 

随机傅里叶映射 。 可根据核函数显式地确定特征映射， 

将只能核化处理的非线性问题转化为映射后特征空间上的线 

性问题。下面介绍主要概念和结果。 

定义 1(平移不变核) 如果一个核 函数满足 k( ， )一 

~(x--y)，则称其为平移不变核。 

定义 2(傅里叶变换) ，(￡)是 t的函数 ，如果 ，(￡)满足 

Dirichlet条件 ：具有有限个间断点；有限个极值点；，(￡)绝对 

可积 ，则 

r+∞  

F(叫)一} 厂(￡)e一 dt 
J 一 ∞  

称为 _厂(￡)的傅里叶变换。且有 

厂(￡)一 j—F(w)e dw 
称为 F(叫)的傅里叶逆变换。 

定理 1(Bochner定理[ ) 连续函数 ，： 一e正定 ，当 

且仅当厂为某一有限非负Borel测度 的傅里叶变换， 

-厂(z)一 I e～ (￡) 

只要核函数 ( )选择合适，Bochner定理保证存在一个 

概率分布 户(叫)的傅里叶变换与 ( )对应，则有如下推论。 

推论 1 任一正定平移不变核 k(x， )= ( — )均满足 

下式 

k(x， )= l P(叫)e一 。一 dw 

其中，声(叫)为硼的概率密度函数。 

令 Z (z)一e一 ，贝4走(z， )一E[Z (z)Z ( ) ]，故 

乙 ( ) (．y) 是 k(x， )的无偏估计。为了得到 k的实值随 

机特征，注意到概率分布 P(训)和核函数 ( )均为实值，因 

此，e-／W'(x 可由 COS(W ( — ))代替，得到实 随机特 征 

乙 ( )一 cos(w )，sin(w z)] 。应用蒙特卡罗采样 ，可构造 

如下 2D维随机特征映射： 

： 面1 Ecos(训l )，⋯，c。s(WD )，⋯，sin('LU1 )， 

⋯ ，sin(wD )] (1) 

定理 2给出随机特征映射 西逼近核函数的～致收敛界。 

定理 2(随机傅里叶特征一致收敛界[。 ) 设 是R 上 

的紧子集，其直径为 diam(N0。对于式(1)定义的随机特征映 

射，任意 e∈(O，1)，有 

PrE sup l<中( )，中( ))--k(x， )l≥￡] 
·Yc m 

≤2 ( )zexp(一 ) 

其中， —E [仞 叫]为 户(训)的二阶矩。 

定理 2表明，( ( )，中( )>依随机特征采样维数 D渐近 

地依概率收敛到k( ， )。 
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3 算法 

交替乘 子法 (Alternating Direction Method of Multip- 

liers，ADMM)[。 是一种结合了对偶上升法和乘子法的算法， 

是求解 分布式 凸优 化问题 的有效 算法。首先 简要介 绍 

ADMM算法。 

对于下列有约束优化问题， 

minf(w)+g( ) 

S．t．Aw+ Bz=C 

使用乘子法得到增广的拉格朗日函数为 

L(w， ， )一，( )+g( )+“ (A训+B2～c)4-(p／2) 

ll Aw~B 一c 

其中， 是对偶变量， >O为惩罚系数。使用上升法来求解上 

述对偶问题， 

州 =argrainL(w， 。 ) 

+ = arg rain L( 户+ ， 。Uk) 

uk+ 一 +D(At + +B + --c) 

其中，k表示迭代步数。ADMM交替地更新 W和 ，更新 叫 

时不涉及函数g的计算 ，更新 z时不涉及函数_厂的计算。 

接下来分析利用 ADMM算法来设计并行线性 SVM算 

法。 

对于无约束最优化问题， 

minf(w)+g(叫) (2) 

设函数 f(ze)关于 可分，g(∞)关于 W不可分，则 ，( ) 

一 互 (叫)。使用ADMM求解优化问题，问题可以等价地转 

化为 

rain E
．

L( )+g( ) 
J (3) 

S．t．Wj— z 0， 一 1，⋯ ，m 

问题(3)对应的增广拉格朗日函数为 

Lo(叫1，⋯ ， ，“1，⋯ ，‰ ， )一 

善 ( )+善 ( 一z)+善号ll wj1 一 ll；+g( ) ，：l ，一l ，= y 

迭代求解： 

。广 一arg min( ( )+ ( 一 )+ l1 wj一 ll；) 
钟

．  Z 

(4) 

州=arg min(g(z)+ (一 +÷l【 州一 ll 1)  ̈

(5) 

州 一 +10( 一 ) (6) 

j一1，⋯ ，m 

w和 交替更新，更新 w时，不涉及原优化问题中不可 

分的函数 g。又由于函数 ，可分 ，因此 叫的更新可以并行进 

行。 

线性 L2一SVM优化问题为 

rain CZmax(1一 讪 ，o)。+÷{l训Il； 
UJ z一 1 

将其按照问题(3)进行分解 ，可得 



 

rainC∑ ∑max(1--y "U3／X ，0) +÷ l}z 
i L iE i 。f) 

s．t．wj— z= 0， =1，⋯ ，m 

其中，将训练集分成 块，日 表示第J块数据下标的集合，问 

题(7)可以根据式(4)一式(6)分布式求解。 

ADMM在满足如下两条假设条件下收敛l_g]。 

假设 1 函数 f，g：R 一 U{+o。}都是正常的闭的凸 

函数。 

假设 2 增广的拉格朗日函数 L 存在鞍点。 

当满足上述假设时，ADMM迭代有如下收敛性保证 ： 

1)当 是一。。，残差变量 一A +Bzk--c--~0。 

2)目标值收敛。设 P 表示最优 目标 函数值，当 尼一cx。， 

厂( )+g( )一 。 

L2一SVM中∑max(1--yf训 ；，O) 和(1／2)l_叫 均为 

正常的闭的凸函数 ，故满足假设 1。L2一SVM 为二次规划问 

题且其目标函数为凸函数，约束条件为仿射函数，根据 Slater 

条件，L2一SVM满足强对偶性 ，即存在点(叫 ， ， )，使得 

Lp( ， ，A)≤Lo(础 ，z ，̂ )≤ ( ， ， )，即(叫 ， ， 

)满足鞍点条件，故 L2一SVM存在鞍点，满足假设 2。综上 ， 

使用 ADMM求解 L2一SVM是收敛的。 

并行线性 SVM 算法流程如图 1所示。具体地，第 k轮迭 

代时，在子训练集 上处理器J利用 ， 训练，得到 州， 

然后将 ， 发送给中心处理器。中心处理器搜集完所有 
．1

， 后计算 ，并广播给处理器 ，处理器 利用 ／．／ ， 

， 计算 ，完成一次迭代。然后进行下一轮处理， 

直至收敛。 

图 1 并行线性 SVM流程 

算法 1 大规模SVM的高效求解算法 

输入：海量数据s={(】【i，Y )}I_1，子采样规模M，随机特征采样规模 

D，高斯核参数 d，惩罚系数 c。 

输出：随机特征 w，模型权重 z。 

1．子采样：S S，}S 1一M； 

2．随机特征采样 ：w，～ O，I／oz)，i一1，⋯，D； 

3．随机特征映射 ：对于所有 xES ，根据式(1)计算 中(x)； 

4．训练数据分块 ：T {(中(Xi)，yi)) — ； 
1 l 

5．根据式(4)一式(6)并行训练线性 SVM。 

4 实验 

实验所用的 11个标准数据集的规格说明如表 1所列。 

实验程序用 C++实现 ，专 门在个人 PC上 (4-core 3．1GHz 

CPU，4GB RAM)完成对比实验。采用高斯核函数 愚( ， )一 

exp(一y lI — )。提出的算法简记为Es、 ，表示以下几 

个技术的集合：子采样、随机特征映射、并行式线性 SVM。设 

计随机特征实验和子采样实验来对比 ESVM、已有核 SVM 

与大规模 SvIⅥ。 

4．1 随机特征 

比较 ESVM (随机 特 征 映 射 + 并 行 线 性 SVM)与 

LibsvM 的测试准确率和训练时间。LibSvM 参数选择范围 

CE{2一，2～，⋯，2 )，rE{2 。，2～，⋯，2 )，通过 5折交叉 

验证进行选择。ESVM 的参数 C，)，与 LibSVM 的设置一致。 

实验结果如表 2所列。 

表 1 标准数据集说明 

表 2 随机特征实验结果比较 

注：y为核函数参数，C为惩罚系数，D为随机特征采样维数 

在测试准确率上，对于 Splice数据集，ESVM 比 LibSVM 

低了近 5 ；对于其他数据集，两算法相当(相差 1％左右)。 

在训练时间上，对于 Splice数据集，ESVM 比 L SVM 多花 

0．016s；对于其他数据集，ESVM所用的时间均比LibSVM 

少，甚至少很多。Splice数据集相对较小，然而对于 ESVM， 

随机特征的采样规模 D----400远大于原数据维数 一60，因 

而，其训练时间有能比 L SVM 略多。 

该实验表明应用相对低维的显式随机傅里叶特征映射来 

一 致逼近高斯核对应的无限维隐式特征映射是可行的，从而 

能高效地在随机特征空间中利用线性 SVM来一致逼近原始 

高斯核 SVM。 

4．2 子采样 

选用的 5个大规模数据集分别是 Webspam、CovType、 

RCV1、Mnist8rn-b、KDD99。ESVM(子采样+随机特征映射 

+并行线性 SVM)的参数包括被逼近的高斯核参数 )，、惩罚 

系数 C、随机特征采样规模 D和子采样规模 M。参与对 比的 

算法有 LibSVM、PSVM、Linear SVM、LLSVM，这些算法的 

实验结果来 自对应的参考文献，均为最优参数设置下的测试 

准确率。 
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· L svM：基于分解方法的 sVM求解器。其实验环境 

为 2．5GHz Xeon L5420处理器，16GB内存[ ]。 

· PSVM：基于不完全 Cholesky分解的并行内点法 SVM 

求解器。实验环境为 500台独立机器 ，每台机器 CPU主频高 

于 2GHz，4GB内存C5]。 

· Linear：线性 SVM，代码采用 LibLinear。实验环境为 

2．66GHz Q9400处理器 ，4GB内存[ 。 

·LLSVM：基于 Nystr6m低秩近似方法的线性 SVM求 

解器。实验环境与 Linear的一致D 。 

部分实验结果如表 3所列。在 KDD99数据集上，ESVM 

子采样规模 M=40000，随机特征采样规模 D—1000，得到的 

测试准确率为 92 (CVMc3]测试准确率为 93．7 )。 

表 3 大规模数据训练时间和测试准确率比较 

注：“一”表示参考文献没有给出结果。 

除CovType数据集外，在其他 4个数据集上，ESVM的 

测试准确率与已有工作的测试准确率基本相当。虽然实验环 

境有很大的差别，但是子采样与随机特征的应用显著地提高 

了 ESVM的效率。 

在 Webspam和 Mnist8m-b数据集上 ，ESVM 的测试准 

确率介于 LLSVM 与 Linear之间。EsvM 逼近的是高斯核 

SvM，因此比Linear SVM 效果好。但是 ESVM 随机特征采 

样规模 D=1000小于 LLSVM在 Webspam选用的特征映射 

维数 k=4000，在 Mnist8m-b上 电一3000。同时，ESVM 子采 

样规模仅为原始数据的 1％，但仍得出了很好的结果。 

在CovType数据集上 ESVM没有给出相当的结果。考 

虑到 CovType训练集中几乎一半数据为支持向量(大约 230k 

个)，这表明该问题本质上是一个超高维线性可分问题。 

LibSVM 和 PSVM最终得到的模型所在的空间维数为 230k 

维以上，远远高于 ESVM 中随机特征采样规模(D=1000)，因 

此在随机特征空间中线性不可分，采用线性算法效果必然不 

佳。此外，EsvM子采样规模 M一40000，远小于支持向量个 

数，没有给出与其它算法相当的结果也是合理的；但在实验设 

定的环境下，相比其它方法，给出的结果也是适用的。 

结束语 提出了一种大规模 SVM 的高效求解算法。应 

用大规模数据子采样降低训练样本的规模，使用随机傅里叶 

特征来一致近似核函数，进而在随机傅里叶特征空间上训练 

线性 SVM，因而并行线性 SVM 的实现进一步提高了训练效 

率。实验结果表明该算法是可行的、高效的。 

进一步的工作将研究采样规模对算法的影响及随机特征 

采样维度D的选取方法，给出理论界、计算开销和可保证的 

预测精度。 
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