
第 42卷 第 9期 
2015年 9月 

计 算 机 科 学 
ComDuter Science 

Vo1．42 No．9 

Sep 2015 

一 类五值互相关函数分布 

徐立平 胡 斌 
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摘 要 m序列少值互相关函数一直都是研究者感兴趣的方向之一，但这方面取得的成果并不完善。有限域上多元 

高次方程的求解成为解决该问题的关键。对于采样因子形式为 一(P +1)／( +1)的m序列互相关函数，目前已有 

研究大多是针对二元域(户一2)的，文中对P为奇素数且 =2k时的情况进行了研究。利用有限域上二次型理论，证明 

了其互相关函数值为五值的。通过引入矩阵结合方案，把对互相关值分布问题的研究转化为对二次型秩之间关 系的 

研究，最终得 出了该类 P元m序列之间五值互相关函数的完整分布。 
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Distribution of a Family of Five-valued Cross Correlation Function 

XU Li—ping HU Bin 

(PLA Information Engineering University，Zhengzhou 450000，China) 

Abstract Few-valued cross correlation functions of m-sequences always interest the researchers．M ultivariate equation 

of higher degree over finite field becomes the key to determine this problem．Most studies of cross correlation functions 

when decimated factor is the form of =( +1)／( +1)are based on binary m-sequences(p：2)．The paper took P— 

ary m-sequences into account when Z一 2k．Using the theory of quadratic form。we proved that their cross correlation 

function iS five-valued．Taking association scheme into consideration，we transform ed the problem of cross correlation 

distribution to the study of the ranks of quadratic form．Finally the complete five-valued cross correlation distribution of 

F ary m-sequences was determ ined． 
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1 引言 

对于周期为 N的P元 m序列S(￡)，如果 gcd(d，N)=1， 

则它的采样序列 s(dt)也具有相同周期 N。序列 5(￡)和s(dt) 

之间移位为 r(O≤r<N)的互相关函数定义为： 
N— l 

C (r)=∑ s“+ +s(出 
t一 0 

1968年，Golomb E1]提出了一个关于二元 m序列三值互 

相关函数的假设，对互相关函数的研究由此开始。而两类 m 

序列之间如何具有少值的互相关性成为一个关注的重点。文 

献[2—9]给出了一些基础知识和部分已有结论。 

对于采样因子形式为 一(2 +1)1(2 +1)的互相关函数 

的研究取得了一定的进展。当 z一3k即d=2 一2 +1时， 

Kasami和 Dobbertin分别在文献[5，6]中给出了其具体的结 

论。当 2k时，Johansen在文献[7，8]中只得到了当k一1 

和忌：2即 一5／3和 一17／5时，五值互相关函数分布的递 

推关系表达式。文献[5，9]给出了两类互相值最多是五值的 

情况，但均未能给出其具体分布。 

本文研究了当 P为奇素数、采样因子形式为 一(p + 

1)／(pk+1)时的P元 m 序列互相关函数。利用有限域上二 

次型理论 ，证明了其互相关函数值为五值的。通过引入矩阵 

结合方案，把对互相关值分布问题的研究转化为对二次型秩 

之间关系的研究 ，最终得出了该类 P元m序列之间五值互相 

关函数的完整分布。 

2 基础知识 

本文中令 P为奇素数，m为整数，q一声 。令 GF(q)表示 

含有 q个元素的有限域。 

定义从 GF(q)到 GF(P )的迹函数 ： 

Tf2(z)一z+ ”+ +⋯+ ‘ ”一 
， EGF(口) 

其中，要求 n整除m，当n 1时，简记为 (-z)。 

令 a为GF(q)上的本原元 ，则周期为 N：q--1的 P元m 

序列 s(￡)用迹函数可表示为 5( )=Tyrn(a )。当gcd(d，N)一 

1时，序列 s( )与采样序列 s(dt)之间移位为 r(O≤r<N)的互 

相关函数定义为： 

( )一N∑-- c 一 1 nm(at--r+adzC
d (r)一 ∑ ‘件r + 一 ∑ 

= 0 f=0 

一  ∑ 叫 ‘盯+ 一1 
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其中， 为复数域上P次本元单位根，n一 。 

令采样因子 =(户 +1)／( +1)，且 m为奇数，愚为偶 

数。此时容易获知有(( +1)12，pm一1)一(( +1)12， 
一 1)一1成立，即保证了其采样序列周期的最大性。则： 

(r)+1： ∑ Trm( (pk+1)／2+ ‘ 十” (1) 

∈ GF(q) 

gcd((／2+1)12， 一1)一1时， 州 与 在GF(q)I~ 

是一一对应的，所以式(1)中等号成立。 

把 GF(q)看作 GF(p)上 m维向量空间F ，固定 GF(q) 

在 GF(P)上 的一组 基 Vl，VZ，⋯， 。则对于任 意的 z∈ 

GF(q)有 —z1 721+⋯+ ，五∈GF(q)。定义在 GF(q)的 

函数 ，( )如果可以表示成 上次数为 2的齐次多项式，即 

，( )=f(xl，X2，⋯，Xm)一善 ％ fXj，bo EGF(p) 

则 厂( )称作是 GF(p)上的二次型。 

二次型，(z)的秩 r可通过相关 的双线性形式B(x， )= 

，( + )--f(x)一厂( )求出。即与 GF(q)上向量空间 一 

{yEGF(q)l B(x，j，)=0对所有的xEGF(q)}的维度有关，具 

体的有 r=m--dim(V)。 

令式 (1)定义 的互相 关 函数 中 P(z)=口 ‘ ／。+ 

‘pZk+1)／2及，( )一声( 。)。对任意的xEGF(q)，有 

=z1 l+⋯+jn埘 ，z ∈GF(q) 

则 

．

厂( )一口(曼矗u ) +-+(兰五口 ) 。 + 
l 1 l= 1 

 ̂ 铆  ’‘ 卅  

一口(∑丑 f) (∑ f f)+(∑五 ) “(∑五 i) 
l警 1 ￡； 1 i= l i= l 

一 量(口 口f+6 f)zfz 
I’r  l 

可知函数 _厂( )一口 + 。。 为 GF(p)的一个二次型 

函数。 

对于式(1)中互相关函数的求解，可以通过相关的二次型 

，( )的指数和的形式得出。该方法在文献[1O一12]中都有应 

用 。据此得出下面的两个引理。 

引理 1[“] 由于 (2，pm一1)一2且 -厂( )一P(z )一 

n + 是 GF(q)I-的一个二次型函数，则式(1)定义 

的互相关函数可以表示为： 

(r)=一1+( ∑ Trm‘，( + ∑ r
．o
Tr

m‘玎‘ )／z 
∈GF(q) z∈( (q) 

其中，y为GF(q)上的非平方元。 

引理 2叫 令 ，( )=axfl~ + 为 GF(q)I-含有 m 

个变元且秩为r的二次型，y为GF(q)上的非平方元 ，则 

∑ J丁r ‘， "+ ∑ c￡， _埘‘y，‘ 
xEC．,F( ) xEGF(pm) 

一

f0， r为奇数 
一

1--F2p"一 ，，．为偶数 

引理 3 GF(q)上含有 m个变元的二次型 厂(z)=口 州+ 

可能的秩 r为m，m—P， 一2P，优一3P或者m--4e。 

证明：为了求出二次型 ，( )的秩，需要计算对任意 ∈ 

GF(q)，满足 

B(x， )一，( + )--f(x)--f(y)一0 

的 yEGF(q)的个数 ，即 

一一l{YIB(x， )一O对所有的 xEGF(q)}l 

B(z， )=Tr~(yp (n pk+口户强z 强+ + )) 

则可知 pm—r即为线性化多项式 L( )一 +口p + 

a pk+ 的根的个数
。 

L( )的解集 形成GF(pk)上的 4维向量空间。由于 

(是，m)一e，贝0 CNGF(pm)是 GF(p )一GF( )上的 4维向 

量空间，这是因为 GF( )上任何在 GF(p)上线性独立的元 

素在 GF( )上也是线性独立的。因此二次型的秩至少是 

m 一 4P。 

由引理 1、引理 2和引理 3可以得出下面的结论。 

定理 1 令 m为奇数， 为偶数，厂(z)为 GF(q)上含有 m 

个变量、秩为 r的二次型。则式(1)中定义的互相关函数有： 

IO, m，m一 ·m一4 
C (r)+ 1一 Op‘ 。。 ／。， t--~-m--e 

Lop‘ 。。。 ／． r 一3 

其中， 一士1。 

下面的引理对于求解互相关函数的分布有着重要的作 

用。 

引理4[” 当采样因子为 =( +1)／( +1)时，两个 

P元m序列之间的互相关函数Cd(r)的指数和满足以下等 

式： 

q-- 2 

∑( (r)+1)一P 
f= 0 

q一 2 

∑( (r)+1) 一声 
r= 0 

q-- 2 

∑( (r)+1)。= 孙 ‘ 
f= U 

证明：由文献[-13]知： 

q-- 2 

互( (r)+1)kp2．(63+2) 
其中，6s为当 z，yEGF(q) 时以下方程组解的个数。 

fx+y+l O 

Ixd+ +1一O 

由于 gcd((p +1)／2，P --1)一1，用 ‘ ，y(pk+1)／2代 

替 z，Y可得： 

fz( +1)／ +v( +1)／Z+1一O 

Iz(p +1)12+v(p2k+1)／2+1一。 

消元 y，得： 

(x(pk+1)／2+1) +1=(z( +1)／2-F-1)t'k+1 

对该方程平方 ： 

(xp 一 )( 一 )pk一0 

也就是 xEGF(p“ 神)UGF(p )。每一个 ．7C值对应一个 

唯一的 。由于要求 和Y非零，因此应 当排除 一0， — 

p--1和 =户一1， —O时的两种情况。有 ： 

63一 ‘。 ’ +户‘ ’ ’一p‘ ， ，m 一2一户‘强’ 一2 

结论得证。 

3 互相关分布 

对应于定理 1，引入下列符号。令 

Ri={aEGF(q) l rank(f(x))一优一 ·e) 

且当 =1，3时，定义式(2)的两个子集 ： 

R，』一{aER I = ) 

(2) 

(3) 
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其中， =士1。 

引理 5 R 如式(2)定义，则 ： 

·= 若 ㈤ 
证明：如果 n∈R ，则 n≠0且 L( )的解集 形成一个 

GF(2 )上的4维向量空间。 

令 Vl， ，v3，"O4为解空间在 GF(2 )上的一组基。当 

J，1≤ ， ≤4时， 口 GF(2 )，并且： 

La(v1)一Lo( )一La(v3)一La(v4)一O 

求解这 4个等式 ，可得： 

口 一(vo1一Vo2)／(vo3一 4) 

其中， 1一( l一 )p (v4 p4 一 p + 一733)，Voz=( 一 

v4)户强(v2p娃
一  l声 + 一 1)"Oo3： ( 一 ) ( l～ )声融， 

Vo4=( 1一 )pk( 一 ) 
。 

因此： 

口一A( 1一 2) 一I(vo3一 4) 

对于A∈GF(P ) 成立。 

a可由口l，Vz， ，"o4和 唯一决定 。一共有 P 一1个 A一 

致对应于(口 ，732，v3，734)，且在 GF(2 )上四维向量子空间的个 

数为： 

!垒：二 2 1垒：二 2 1 二垒1 2 1 =垒兰2 
(p 一 1)( 一 )(夕如-- p )(户 --p ) 

则有： 

R4- 

下面介绍对称矩阵的有关内容，对称矩阵结合方案和 

skew对称矩阵结合方案有着相似的结论，文献[14，15]给出 

了详细的描述。 

令 表示GF( )上所有m阶对称矩阵的集合，则 X 

形成GF(声)上 m(m一1)／2维向量空间。 

定义 P ={(Q-，Q2)l Q1，Q2∈ ，rank(Q1一Q2)=2 一1 

or 2i}，令 P一{Pf}，i=0，1，2，⋯，L m+1／2 j表示 上对称 

关系P 的集合。 

引理 6[” ( ，P)形成L(m+1)／2 J阶的结合方案。 

令 =L(m+1)／2 。方案(Xm，P)中 X埘的非空子集 X 

的距离分布是一个( +1)元数组 口一(n。，。 “，a )，其中n 

为有理数，lX —lX nP l。容易得知： 

n0=I，以o+凸1+⋯+a 一lXl 

VQI，Q ∈X，QI≠Q2，如果有 rank(Q1一Q2)≥2d一1， 

则称集合 Xc 为一个( )集合 ，1≤ ≤L(m+1)／2 j。 

也就是说 m=口2一a3一⋯一口d一1一O。 

对于实数6≠1和非负整数k，定义基为b的高斯二次式 

系数I：l： Ll
e．J 

『． ]：1， ]一 ( 一bi)／(b~一b )，愚：1，2⋯ L0．J
6 Lk-J6 t一0 

定理 2 令 m是 3的倍数。设 6：P ，c一 “ “， — 

L(m+1)／2j。 

(i)对于任意 (m，d)集 X X卅，Singleton界 限 l X l≤ 
c 一 d̈

。 

(ii)X的距离分布是被唯一决定的。 
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n一一置n--dc一 6、1--z [ ] [ ] cc 一 + 一 一 ， 

其中， —o，1，⋯， —d，这里( 一2。)代表一般的二次式系数。 
定理 3 令 一2￡+1，￡≥2，X表示对应于 

，( )一口 + +z 。 ̈ ，口EGF(q)* 

的二次型集合，则 x为一个(m，t一1)集，口 代表 x 中秩为 

2( — )或 2(n—i)一1(i一0，1，2)的二次型 的个数。则式 

(2)、式(3)中定义的符号满足以下关系： 

lRo l一 

lR̈ I+lR ，一 l+lRz l—n 一 

lR 3．1 l+lR3， I+lR l—n z 

其中，n一 ( 一0，1，2)在定理 2中给出。 

证明：根据引理 3，属于 X的二次型的秩满足 r≥m一4— 

2(￡一1)一1。因此 X是一个(m，￡一1)集合。 

对于 i=0，1，2，根据定义： 

lXln一 =lX nP⋯ l 

令 X 定义X 中秩为 2(n— )或 2(n—i)一1的二次型的集 

合。可知 X 中两个二次型之和仍然属于 X。对于给定 的 

Q1∈X，有 

(Q1， )一(Q ，Q1+Q )∈P一 

对于任意的Q2∈X ，这里 Q —Ql+Q ，并且没有 X中 

的其它元素满足这样的性质 因此有l n 一 I lxll X I 

及 a一 一jX 1。X是一个(m， )集合，其中 d—t一1， — 一 

(￡十1)一(￡一1)一2。根据定理 2结论(i)，知 IXl≤C 一 

P 。由于 X的规模为P ，应用定理 2的结论(ii)，有 

}R0l—n 

IR1．1 I+lR ，一 l+lRz l一口 一 

lR3， l+1Rs， l+lR l—n 一z 

其中 

a =pm--1- + 

pz 笆 (pro~3__1P 1 P 1 ) ( 一)( 一) 

。 一 一 (p2m／3～1)一(pz+1) 

P 1 P 1 c ㈤  ( 
一

)( 一 ) ⋯ ～ ⋯  

z一 (p~／3_ 1， 

定理 4 令 一65+3， 一( +1)／( +1)且 是为偶 

数，其中愚≥1。则互相关函数 (r)(r—O，1，⋯， --2)有以 

下分布： 

f—p 一1， 出现lR3，一1 1次 

l— 一1， 出现lR ， 1次 

(r)一 一1， 出现 lR。1+ lRz 1+lR 1次 

l P 一1， 出现{R ， 1次 

lP 一1， 出现}R3，1 1次 

其中，右侧符号如式(3)、式(4)所示。 

证 明：由 定 理 1可 知 (r)取 值 一 P 一 1， 

一 P‘ ／ 一1，一1，P‘ ～1，P‘ 。 ／ 一1分别有 lR3，一1 l， 
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1R ．一 I，1 R0 1+f R2 1+I R4 I，1 R】． {，1 R3， 1次。下面给出I Ri I 

( —O，1，2，3，4)的具体值。 

根据引理4关于指数和的结果，有以下4个等式： 

I l+f R2l+f忌 l+IRⅥJ+l R1，一 l+I ， f+I ，一 l— 

P ——1 

(INlIl 1一iR ，一 1)十 (IR {一lR I)一 ( 1Il 1一iR1，一l 1)十 ( {一lR I)一 

(1R1，1 l+lR1，一1 1)+p 。 (JR3．1 l+IR3，一l 1)一户。 

(In ，。l一『R ，一 I)+ (IR3}1 l—lR。，一 1)一 

P。 · 

根据以上等式、引理 5和定理 3的结论，可以求出 

lR ．一 J一 ⋯ 一p 一 ( 一 一lR 1)一之m二+~‘ 各m --3e+C3km) 

IR1．1 l： 一 一 ( 一lR4 I)+ p2,+竺1_ 2 

l l+fR2 f+IR I一2 一1—2 +(2 一1)n 一2+(1— 

2 )lR4 l 

R3 

IR I： + 

其中，lR l和 a 一。如式(4)和式(5)所示。 

结束语 当 P为奇素数、k为偶数且 7n序列的级数m一 

6s+3时，本文对采样因子为 一(夕 +1)／(p +i)的 m序列 

互相关函数进行了研究。避免了传统的求解有限域上多元高 

次方程的方法，利用有限域上二次型理论，证明了其互相关函 

数值为五值。通过引入矩阵结合方案，把对互相关值分布问 

题的研究转化为对二次型秩之间关系的研究，最终得出了该 

类 P元m序列之间五值互相关函数的完整分布。 
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