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摘 要 考虑 了具有数 目约束的负载平衡问题的一种特殊情形，称之为 2-半匹配问题。分析 了此问题在 3种 目标函 

数下的计算复杂性 ，并设计了相应的近似算法。 
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Abstract A special case of the cardinality-constrained load balancing problem，called 2-semi-matching problem was con— 
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1 引言 

以最小化最大机器负载[】’ ]为目标的均衡问题因其在工 

业生产、网络设计 、并行计算和网络资源分配等领域的广泛应 

用，自2O世纪 6O年代起就成为了理论计算机科学和运筹学 

等领域研究的重点之一。最近 1O年，以最大化最小负载l_3“] 

和最小化负载向量的P范数f5 为目标的负载均衡问题及其 

推广引起了学者的兴趣 。本文重点研究具有数目约束的负载 

均衡问题(简记为 CCLC问题)，其定义如下： 

给定机器集 M一{M。，M ，⋯，Mm}和任务集 J={．， ，Jz， 

⋯
，．， }，任务J，在机器M 上的加工时间(或称大小)为P 

将这 km个任务分配到 m 台机器上，每台机器上恰好分配 k 

个任务 ，使得各机器的负载尽可能地均衡。令 S 表示在机器 

M 上加工的任务集，机器M 的负载定义为在其上加工的所 

有任务的加工时间之和，记为 ￡ 一 ∑ P 。令向量 L：(￡ ， 
J,Jj∈5 

zz，⋯，fm)，主要考虑下面 3种目标函数： 

(1)最大机器负载尽可能达到最小，即 

minLma x{l I 1≤i<．rn)，简记为 rain-max； 

(2)最小机器负载尽可能达到最大，即 

maxLmin l 1≤ ≤ )，简记为 max-min； 

(3)向量L的P范数lLl 尽可能达到最小，即 

minz(∑z )吉，简记为 rainILl ，这里 pE(1，+。。)。 

为更好地陈述相关的研究成果，给出理论计算机科学领 

域内与本文相关的基本定义。 

定义 1 令Ⅱ表示一个最／b(大)化问题，J表示该问题的 

任一实例，A表示问题Ⅱ的一个 多项式时间算法，A(j)和 

0P丁(J)分别表示算法A解实例J所得到的可行解的目标函 

数值和最优值，则算法 A的近似值 (又称最坏情形界)定义 

为： 

rA=inf{rA~1 f ≤ ，V I} 

—sup{ ≤1 f 参 ≥ ，V j} 
定义 2 如果一个优化问题Ⅱ存在近似值为常数的多项 

式时间算法，则称该问题属于 APX类。 

定义 3[ 令Ⅱ和Ⅱ 分别表示两个优化问题，如果存在 

多项式时间算法A ，A2及常数口，口，对Ⅱ的任一实例 J都满足： 

(1)算法A 得到Ⅱ 的一个实例I ，并且OPT(J )≤a· 

OPT(J)，这里 OPT(J )和 OPT(I)分别表示实例 I 和实例 I 

的最优值； 

(2)对实例 J 的任意可行解s ，其 目标函数值为 C ( )，算 

法 A 能生成实例 j的一个可行解 S—r(S )，其目标函数值为 

c(5)，并且 

lc(s)一OP丁(J)I≤口I C (s )一0PT(J )l 

则称问题Ⅱ能够 L一归约到问题Ⅱ 。 

定义 4 如果 APX类中的每一个问题都能够 归约到 

问题Ⅱ，则称问题Ⅱ是 APx_难的。 

定义5 对于最大(小)化问题Ⅱ，若对任意的实数 e>O， 

算法簇 AE都能得到一个 1一￡(1+e)一近似解，则称算法簇 A￡ 

是一个多项式时间近似方案(Polynomial—time Approximation 

Scheme，PTAS)。 

Papadimitriou和 Yannakakis[B-得到下面重要结果 ： 

定理 1 如果 问题 Ⅱ是 APX_难 的，则该 问题 不存在 
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PI’AS。 

因其固有 的困难性，目前 为止 没有发 现一般情 形下 

CCLC问题的研究结果。当 P — 时，即每个任务在不同的 

机器上的加工时间都相 同时，CCLC问题 即为 愚_戈U分 问题。 

当目标函数为 rain-max时，Babel等人[9]设计 出了 志一划分问 

题的一个 4／3一近似算法，这是 目前最好的结果 ，关于 志_戈0分问 

题上下界的讨论参见文献ElO-lZ3。当目标函数为 max-rain 

时，何勇等人 [”]设计了 忌一划分问题的一个 n1ax{2／k，1／m}一 

近似算法，更多相关结果见文献[14]。 

当 P —p，且 k=3时 ，CCLC问题 即为 3一划分问题。当 

目标 函数 为 rain-max时，Kellerer和 Woeginger[1 ]证 明 了 

LPT算法的近似值为4／3—1／(3m)；Kellerer和 Koto~ ]设计 

了一个 7／6一近似算法。当 目标函数 为 rl3ax-min时，Chen等 

人[”]证明了修正的LPT算法的近似值为(2m一1)／(3m一2)。 

本文考虑 惫一2时的 CCLC问题，即每个实例中共含有 m 

台机器和 2m个工件，称此问题为 2一半匹配问题。当 目标函 

数为 min-max时，证明了 2一半匹配问题是 3／2一￡-不可近似的 

(这里 ￡>O)，并设计出了一个强多项式时间的 2一近似算法； 

当目标函数为 max-min时，证明了2一半匹配问题是 1／z+￡_不 

可近似的，并设计出了一个 ]／z一近似算法；当目标函数为 

minlLl 时，证明了 2一半匹配问题是 APx-难的，并设计出了 

一 个 21-1／p一近似算法，这里 1<户<+o。。 

2 目标函数为 min-~  

本节利用多项式归约方法分析 目标函数为 rain-max的 

2一半匹配问题的不可近似比，并结合二分法和网络流技术设 

计强多项式时间的 2一近似算法。 

定理 2 目标函数为 rain-max的 2一半匹配问题是 3／z一 

￡_不可近似的。 

证明：采用类似于文献[2]中定理5的证明方法，将 3维 

匹配问题多项式归约到 目标函数为 min-rDBx的 2一半匹配问 

题 。 

3维匹配问题的定义如下 ：给定 3个集合 X={ ， z， 

⋯ ，z }，y={Yl，Y2，⋯， }和 Z={2l，22，⋯， }及三元组集 

T一{T1，丁2，⋯，丁m} X×y×Z，问：是否存在一个 3维完美 

匹配 丁满足l 1一 ，且x，y，z中的每个元素在T 中恰 

好出现一次。此问题是 NP-难的l_1引。 

给定 3维匹配问题的任一实例 J，构造目标函数为 rain- 

max的 2一半匹配问题的一个由m台机器和 2m个任务组成的 

实例 j 。机器集M 中的机器MI代表集合 T中的三元组丁z。 

任务集 ．厂中有 3类任务，分别用 B，C，D来表示，其中： 

· B中包含有 个大小为 1的任务，其中任务 J ( 一1， 

2，⋯， )代表y中的元素 Y ，任务 ‘， 能在机器 Mz上加工当 

且仅当Y，∈ ； 

·C中包含有 个大小为 1的任务，其中任务 ．， (志=1， 

2，⋯， )代表 Z中的元素2 ，任务 ．厂 能在机器 M 上加工当 

且仅当ẑ∈Tf； 

· D中包含有m--n(≥O)个大小为 2的 “虚拟”任务和 

m—n个大小为 0的“虚拟”任务，其中有 a ( 一1，2，⋯，n)个 

大小为2的任务和a ( 一1，2，⋯， )个大小为 0的任务代表 

元素五，这里 啦等于元素z 在 T中的三元组中出现的次数减 

1，即 口 =∑I n{ }I一1(容易验证 ∑a =优一 )，这 2口 个 
Z= l 2— 1 

任务能在机器 Mt上加工当且仅当z ∈ 。 

如果实例 I存在一个 3维完美匹配 T 一{ ， ，，⋯， 

)，可以构造实例 J 的一个可行解，方法如下：B中的任务 

J ( 一1，2，⋯， )在机器 M，上加工，这里 M 满足 ∈ ∈ 

T ；C中的任务．， (志一1，2，⋯， )在机器 M，上加工，这里 

 ̂，满足 ∈ ，∈T ；D中相应于 Xi的一个大小为 2的任务 

和一个大小为 0的任务在机器 M，上加工，这里 ，满足 Xi∈ 

∈T＼T 。容易验证，此可行解的目标函数值为2。由于机 

器的平均负载为 2，因此此解是最优解。 

如果实例 J 的最优值为 2，则显然大小为 2的任务和大 

小为 0的任务分配在同一台机器上，2个大小为 1的任务分 

配给同一台机器。令 M ，M，，⋯，M 表示分配有 2个大小 

为 1的机器 ，不难验证它们所代表的三元组集 T 一{ ，， 

。 ， ⋯ ， 
． 
}正是实例 J的一个 3维完美匹配。 

综上所述，实例 j存在 3维匹配当且仅当实例 J 的最优 

值为 2。又因为实例 J 的任一可行解的目标函数值是整数， 

所以当实例 J不存在 3维完美匹配时，实例 r的最优值至少为 

3。这就说明了 目标 函数为 mi~max的 2一匹配问题是3／2一 

￡-不可近似的。证毕。 

给定 2一半匹配问题的任一实例 J ，由于任务总数为 2m 

且每台机器恰好分配两个任务 ，因此当目标函数为 rain-max， 

2一半匹配问题的目标函数值至多有 mC{ 种可能。对任意正 

数 r，通过构造相应的网络流问题的实例，设计出如下算法 

Al： 

第 1步 构造一个网络 ．N一(UUVU{s，t}，A，f)，这里 

U中的顶点 “ 代表机器 M ( 一1，2，⋯，m)，V中的顶点 j代 

表任务 J，( 一1，2，⋯，2m)，弧集合 A={(s， )Ii一1，2，⋯， 

m}U{( ，q)IP ≤丁}U{( ，￡)lJ一1，2，⋯，2m)，相应的容 

量函数 f满足 

c(s，Ui)一2，c(ui， )一c( ， )一1。 

第 2步 利用网络最大流算法求出 N中的最大流 ，，如 

果流值小于 2m，则输出0P了> 丁，否则转下一步。 

第3步 对每条弧( ，功)∈A，如果 f( ，q)=1，则将 

任务 分配给机器M ，得到 2一半匹配问题的一个可行解。 

定理 3 当目标 函数为 rain-max时，2一半匹配问题存在 

着 2一近似算法，其时间复杂性为 0(m3logm)，这里 为机器 

数。 

证明：如果实例 L 存在一个 目标函数至多为 T的可行 

解 ，则算法 A 能够输出一个 目标函数值至多为 2T的可行 

解。如若不然，当0lPT(D≤丁时，如果算法 A 得不到目标 

函数值至多为 2T的可行解 ，这意味着网络 N不存在流值为 

2m的流，等价于实例 中的任一可行解中必存在一个分配 

给机器M 的任务 J，满足 P >T，即 OPT( )>T，矛盾。 

因此，当0lPT( )≤T时，算法A。能得到一个 目标函数值至 

多为 2丁的可行解。 

算法 A。中第 1步和第 3步的运行时间均为 O(m。)；由 

于网络N是一个最大容量为2的简单网络，由文献E193知， 

第 2步可以在 O(m )时间内完成。因此，对任意可能的取值 

T，算法A 的运行时间为 O(m5／。)。对 目标函数值的每个可 
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能的取值 T(至多 C! 个)，执行算法 A ，在所有可行解中找 

到一个 目标函数值最小的可行解，此可行解的 目标函数值不 

超过 20PT(I )，共需时间为 O(mC~ ·m 。)一0(m“ )，是 

关于输人规模的强多项式函数。容易验证，对 丁所有可能的 

取值在 0( logm)时间内进行排序 ，再用 二分法来 调用 

0(1ogm)次算法 A ，可以得到一个 2一近似解 ，总的运行时间 

为O(m。logm)。证毕。 

3 目标函数为max-min 

当目标函数为 max-min时，利用定理 2中的证明方法 ，容 

易证明 2一半匹配问题是 1／Z+￡-不可近似的，证明过程从略。 

进一步，结合二分法和匹配算法设计了强多项式时间的1／2一 

近似算法。 

定理 4 目标函数为 max-rain的 2一半匹配问题是 1／2+ 

￡-不可近似的。 

为了设计 目标函数为 max-rain的 2一半匹配问题的近似 

算法，对任意正数 T，设计如下算法Az求可行解： 

第 1步 构造图 G一(UUV，E)，这里 U中的顶点 “ 代 

表机器Mi( 一1，2，⋯，m)，V中的顶点 代表任务J ( =1， 

2，⋯，2m)，边集E一{( ， )lPf ≥r／2)。 

第 2步 如果图 G存在一个基数为m 的最大匹配MM 

E，对边( ， )EMM，将任务 J 分配给机器Mn最后分配 

剩余的m个任务使得每台机器恰好分配两个任务。否则，输 

出 0lP丁( )<T。 

定理 5 当目标函数为 1TlaX-1TIirl时，2一半 匹配问题存在 

着一个 1／2一近似算法，其时间复杂性为 O(m。logm)。 

证明：如果实例 I 存在一个目标函数至少为 T的可行 

解 ，算法Az能得到一个 目标函数值至少为 T／Z的可行解 。否 

则 ，如果算法 A 得不到 目标函数值至少为 Z／2的可行解，这 

意味着图 G不存在基数为m 的匹配，这等价于实例 的任 

一 可行解中存在一台机器M 所分配的两个任务大小都小于 

丁／2，即 0．PT(J )<T。矛盾。 

在算法 A 中，第 1步的运行时间为 0( )；调用文献 

[19]中求最大基数匹配的算法，第 2步可以在 O(ms )时间 

内完成。对 El标函数值的每个可能的取值 T(至多 个)， 

运行算法 A。，在所有可行解中找到一个 目标函数值最大的可 

行解 ，共需时间为 0(mCl ·m )=O(m” )。同定理 3类 

似 ，算法的运行时间可以降为 0(m3logm)。证毕。 

4 目标函数为 minlLl 

当目标函数为 minlLf 时，利用文献[8]中L_归约技术， 

证明 2一半匹配问题是 APx_难的，即不存在 PTAS。进一步， 

结合匹配算法和凸函数的性质设计了21-1／p_近似算法。 

定理 6 目标函数为 rainlLl 的 2一半匹配问题是 APx- 

难的。 

证明：只要证明了目标 函数为 minL∑砰的 2一半匹配问题 

是 APx_难的，可以直接推出 目标 函数为 min JLl z的 2一半匹 

配问题是 APX-难的。对于其余的实数p>l，可以类似地得 

到相同的结果。 

下面将限制的 Max3一DM-3问题[2oj L_归约到 2一半匹配 
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问题 ，从而证 明 目标 函数为 m ∑砰 的 2一半 匹配问题是 
I= l 

APx_难的。 

限制的 Max一3DM一3问题的定义如下 ：给定 3个集合 X 

= {Xl， 2，⋯ ，矗 }，y= {Yl，Y2，⋯ ，Y }和 Z={ 1，Z2，⋯， }及 

三元组集 丁一{TI，丁2，⋯， ) X×y×Z，这里 X，y，Z中的 

每个元素在 T中的三元组出现的次数为 1，2或 3，这意味着 

≤m≤3n。特别地，丁中包含一个完美匹配，即存在 T T 

满足 IT l一 且X，y，Z中的每个元素在 丁 中的三元组 中 

恰好出现一次。寻找一个集合 T，使得 X，Y，Z中的每个 

元素在 中至多出现一次，其 目标是使得J 『达到最大。 

PetrankE D】证明了此问题是 AP 难的。 

给定限制的 Max一3DM一3问题的任一实例 I，构造 2一半 

匹配问题的一个由372台机器和 6 个任务组成的实例 J ，其 

中含有 m台机器的集合 M 中的机器 代表集合 丁中的三 

元组T ，机器集 N 中的3 — 台机器起辅助作用。任务集 

包含 4类任务，分别用 B，C，D，E来表示 ，其中： 

· B中包含有 个大小为1的任务，其中任务 J ( =1， 

2，⋯， )代表y中的元素 y ，任务 几．能在机器M 上加工当 

且仅当y ∈ ； 

· C中包含有 n个大小为 1的任务，其中任务 J (惫一1， 

2，⋯， )代表 z中的元素 ，任务-厂 能在机器Ml上加工当 

且仅当z ∈ ； 

· D中包含有m—n(≥0)个大小为 2的“虚拟”任务和 m 

一  个大小为 0的“虚拟”任务，其 中有 吼(i一1，2，⋯， )个大 

小为 2的任务和 n ( 一1，2，⋯， )个大小为 0的任务代表元 

素z ，这里 a 等于元素z 在 T中的三元组中出现的次数减 1， 

即 a 一∑ I n{五}I一1，这 2口 个任务能在机器M 上加工当 
￡一 l 

且仅当五∈ 。 

· E中包含有 6”一2m(≥O)个大小为 1的“辅助”任务， 

它们可以在 N中的任何一台机器上加工。 

由限制的 Max一3DM一3问题实例的定义知，0lPT(j)= 

n。给定实例 I的一个最优解 T 一{ ， ，⋯，Ti }，构造 

实例 J 的一个可行解 ，方法如下： 

·B中的任务J ．( 一1，2，⋯， )在机器 M，上加工，这里 

M 满足 3，j∈ ，∈T ； 

· C中的任务J (是一1，2，⋯，n)在机器 ，上加工，这里 

， 满足2 ∈ ，∈T ； 

· D中对应于zi的一个大小为 2的任务和一个大小为 0 

的任务在机器 M，上加工，这里 Y／,，满足 ∈ ，∈了、T ； 

· E中两个大小为 1的任务在 N中的一台机器上加工。 

容易验证，此可行解中3 台机器的负载都是2。因此，得 

到 

OPT(I )≤2 ×3n=12n=120PT(D 

这就完成了L一归约中第一个条件的证明，其中 a一12。 

令 s 表示实例 J 的任一可行解 ，下面将构造实例 I的一 

个可行解 5=-r(s )。令 m／( 一0，1，2)表示可行解 s中加工 B 

UC中的i个任务的机器数。由于M中代表三元组中含有变 

量 矗的机器共有 n +1个，并且 D中共有 2m个任务必须在 

这a +1台机器上加工 ，因此，这 吼+1台机器中至多有一台 

机器加工 BUc中的两个任务。S 中加工 B U c中的两个任 



务的机器所对应的 T中的三元组构成实例 J的一个可行解 

S，并且此可行解的目标函数值 c(s)一 。 

根据 mi的定义，可以得到下面的结果 ： 

m1+2m2=2n (1) 

mo+ml+m2一m (2) 

由式(1)得 

m2≤ (3) 

式(2)一式(1)，得 

mo—m一2n+m2≤m一，2； 

由式(2)和式(3)得到 

”幻+m1=m—m2≥m一 

即 

讹 ≤m— ≤ +m1 (4) 

下面分析实例 J 的可行解s 的目标函数值的下界。BU 

C中的任务分配方式不变，重新分配 DUE中的任务。由 

范数的凸性知 ，目标函数值最小的排序方式是将 D中mo个 

大小为 2的任务分配给当前负载为 0的 M 中的机器 (由式 

(4)中 m04m一，z知，此法可行)；D中m一 一 个大小为 2 

的任务分配给当前负载为 1的M 中的机器；D中大小为 0的 

任务分配给只加工一个任务的机器；2个 E中的任务分配给 

一 台N 中的机器。此时，负载为 3的机器共有 m— —m0 

台，负载为 2的机器共有 m0+耽 +3 —m台(M 中有 mo+ 

m 台，N 中有 3 —m台)，负载为 1的机器共有 m 一(m一 

一  )台。因此，对任意可行解s ，其目标函数值为： 

c (s )≥3 (m一 一m0)+ 2 (mo+m2+3 一m)+m0+ 

m1一m+ 

一一4批 十m1+4m2+4m+4n 

一一4( —m1一m2)+m1+4rn2+4m+4n 

一一4(m一(2 一2rn2)一m2)+(2，2—2mz)+4m2+ 

4m+ 4n 

一 1472— 2m2 

这里第二个等式是由式(2)得到的，第三个等式是由式(1)得 

到的。因此， 

1 

I c(s)一OPT(D l~n--m2=÷(14n--2mz一12n) 

1 

≤÷l ct(s )一0lP．r(， )l 
厶  

1 

这就证明了 归约的第二个条件是成立的，其中卢一专。 

由于限制的Max一3DM一3问题是 APX-难的[2 ，因此 目 

标函数为 min ILl z的 2一半匹配问题也是 APX_难的，即不存 

在 PTAS。证毕。 

下面给出目标函数为 min ILI 的 2一半匹配问题的一个 

多项式时间算法 As： 

第 1步 构造一个完全二部图 G一(uuv，E，叫)，lUI— 

IVI一2m，对 一1，2，⋯，优，U中的顶点u 和u ，代表机器M ； 

对 一1，2，⋯，2m，V中的顶点 j代表任务 JJ，边(砒，q)∈E 

的权重 w(u ， )和( ， )∈E的权重w(u ，， )it1为 。 

第 2步 求出二部图G的最小权重的完美匹配P』 E。 

第 3步 若边( ， )∈PM 或( ， )∈PM，则将任务 

分配给机器  ̂。 

定理 7 算法 A。的近似 比为 2 “ ，时 间复杂性 为 

O(m3)，这里 m为机器数。 

证明：对任一给定的实例 ，执行算法A。，令 和 ， 

表示算法 A。的输出解中分配给机器 的任务， 和 -， 

表示最优解中分配给机器 的任务。令 OUT表示输出解 

的目标函数值，有 

OUTp一蚤(Pol+Po2) 

42 善( + )42 善( + ) 

≤2 玺( + ) 
≤2P-[OP'I'p 

这里第一个不等式是由不等式( )一≤告(xp+ )(因 

-厂( )=tp是凸函数)得到的，第二个不等式是因为算法A 选择 

了最小权重的完美匹配，最后一个不等式是因为 ，PO；≥ 

0。因此，OUT421--1／POPT。 

算法As的第 1步和第 3步均可在 0(m)时间内完成 ，第 

2步的运行时间为求二部图最小权重完美匹配所需的时间0 

(m3)[ ]。因此，定理成立。证毕。 

结束语 设计了3种不同目标函数下的 2一半匹配问题的 

多项式时间近似算法，未来的研究重点之一是设计目标函数 

为 min-max或 minIL l 的 2一半匹配问题近似 比更好的多项 

式时间算法。 
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明本文算法能够保持灰度均值算法的优势。 

因变换域算法在现今被广泛使用，而且与空域图像水印 

相比，基于 DCT的数字水印对压缩、滤波和其他一些攻击具 

有更强的鲁棒性，故将本文算法与文献[5]进行比较。实验中 

本文步长 ：4，这与文献~51中量化步长Q一70时的 PSNR 

相当。 

由于文献[5]使用的水印图像大小为 32×32，而嵌入的 

信息量直接影响水印的鲁棒性，因此本文采用相同的水印与 

文献E5]进行鲁棒性比较。根据本文的分区方法，分区大小变 

为 16×16。同样，先将 Lena彩色图像转换成 256级灰度图 

像并使用式(8)来修改载体图像。水印图像如图 11所示，实 

验结果如表 8所列。 

Jlu 

图 l1 与文献[5]比较所用的水印 

表 8 本文算法与文献Es]的对比结果 

因为算法的抗裁剪攻击能力与被裁剪区域的位置有关， 

所以此处表 8中测定的是没有发生区域替换的情况下的最坏 

NC值(以“*”标记)。在有区域替换的情况下最坏 NC值由 

受损最轻的区域决定。最坏情况是指被裁剪区域嵌入的水印 

信息全部丢失。由表 8可以看出本文算法在对抗噪声攻击与 

压缩攻击方面优于文献[5]，这是分区的大小增加了4倍而使 

均值更加稳定的缘故。因此，在分区较大的条件下本文算法 

对于噪声与压缩攻击效果更好。 

结束语 本文提出了一种适用于 Android智能手机的灰 

度均值图像水印算法。该算法实现简单、时间复杂度低，适合 

Android平台。实验结果表明，本算法不仅具有 良好的透 明 

性，而且对 JPEG压缩、加噪等攻击具有较强的鲁棒性 ，同时 

有较好的抵抗裁剪攻击能力。由于水印的1，2，3，4区域一般 

是相似的，因此可以考虑存储区域之间的差异。由于相似区 

域的差异很少 ，甚至有时完全没有或者少得可忽略，此时便可 

将整个区域当作一个整体来量化以提高区域均值的稳定性， 

这为今后的研究提供了方向。 
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