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摘 要 针对文献[1，2]提出的MsP问题，研究了MSP问题与着色问题、子图同构问题的对应关系，揭示了MsP问 

题所反映的 NP完全问题的共性；分析 了MSP问题的相变现象，为文献[1，2]提出的多项式时间算法框架的测试提供 

了难例产生方法。 

关键词 MSP问题，NP完全，问题归结，相变 

中图法分类号 TP301．5 文献标识码 A DOI 10．11896／j．issn．1002—137X．2015．7．003 

On NP-completeness of M SP Problem 

WU Tian-jun JIANG Xin-wen 

(College of Computer Science，National University of Defense Technology，Changsha 410073，China) 

Abstract Based on the MSP(multistage graph simple path)problem in[1，2]，we studied the correlation between 

MSP，K-Coloring and sub-graph isomorphism，revealed the expressive property of MSP to better understand NP-eom— 

pleteness，and analyzed the phase—transition phenomenon of the MSP problem in order to generate hard test cases for the 

relevant polynomial—time algorithm proposed in[1，2]． 
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1 引言 

NP完全问题是理论计算机领域多年悬而未决 的难题。 

自从 Cook证明了第一个 NP完全问题以来，大量新的 NP完 

全问题不断被发现，而且很多问题具有重要的实际应用，比 

如 ，SAT问题是大规模集成电路的 自动布线和人工智能领域 

的关键问题，着色问题在组合优化、规划调度等方面有着广泛 

应用 ，而子图同构问题则是模式匹配中的核心问题。 

针对各种NP完全问题的相应求解算法层出不穷，然而 

至今没有一个确定性的完全算法能在多项式时间内给出问题 

的解。量子计算机的提出，似乎为多项式时间求解 NP完全 

问题提供了可能，然而 目前也只有诸如整数分解等问题存在 

多项式时间的量子算法，但该问题很可能并不属于 NP完全 

问题。因此 NP完全问题的研究仍然具有深远意义 。无论 

NP=P抑或 NP≠P，对 NP完全问题进行研究能促进人们加 

深对问题的求解乃至人类思维过程的理解 ，纵然未必存在多 

项式时间算法也可推动高效算法的设计和应用。 

文献[1，2]为 NP完全问题的研究提供了新的突破点 。 

文中提出了一种设计求解 NP完全问题的多项式时间完全算 

法的思路。首先，提出了一种称为 MSP问题的新的 NP完全 

问题，该问题具有 良好的结构，将掩藏在其他 NP完全问题下 

的问题搜索空间的结构暴露了出来 ，这样能够更有针对性地 

设计高效算法。其次，文献中还提出了设计多项式时间算法 

的独特思路：为空间中的每个结点配一个局部解集合，该集合 

是从该结点的角度观察解空间得到的解；对于两两结点间的 

解集的公共部分中的结点，其解集合又必须同时与上述两个 

结点之解集合各有交集。如果满足上述条件，就认为该问题 

存在全局解，反之则不存在。由于不区分每个解集合中的每 

个解，该算法不需要枚举，因此不会造成指数爆炸。 

对该算法的证明需要克服以下难点。常规的算法为保证 

完全性 ，必然要枚举解空间，以分治算法为例，它最终会将原 

问题分裂成指数个子问题。因此 ，上文提及的新算法框架势 

必需要证明能够保证其计算结果和分治算法分裂后的结果等 

价。为解决此问题，文献Eli提出了一种基于保持问题同态性 

的撕裂的证明方法。撕裂的具体原理比较复杂，图 1给出了 

简单示例，其中点 被撕裂成两个点 和 ，显然问题规模 

会成指数增长，但这只存在于证明中，与算法本身的执行时间 

复杂度无关。 

◇ ◇  
图 1 撕裂示意图 

本文首先通过分别将着色问题和子图同构问题归结为 

MSP问题 ，进一步研究 MSP问题的良好的结构性质以及强 

大的表达能力，印证文献[1，2]中关于 MSP问题 NP完全性 

的证明，消除 MSP问题是否 NP完全的疑虑，把研究重心落 
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实到算法框架的正确性证明，并为其他 NP完全问题求解算 

法的设计提供思路。本文后半部分将从相变的角度对 MSP 

问题的 NP完全性进行探讨，可为今后测试算法正确性时的 

设计难例提供理论依据。 

2 MSP问题描述 

定义 1 加标多级图(Labeled Multistage Graph)El-a3 G是 

有向图，由五元组G一( ，E，S，d，L>表示，其中 

1)L∈N为图G的级数。 

2)v— U Vi为G的顶点集，其中 互不相交。若 vE 
O≤ l≤ L 

，则称 vEVi为第 i级的顶点。 

3) 一{S}，、，L一{d)。S，d分别称为顶点和终点。 

4)E为边集。用(U， ，￡)(1≤z≤L，uE 一1，vE )表示 

E中的每条边 e，并称之为 E中第 z级的边。 

5)每个顶点vEvk㈦ 分别标记一个集合E( ) E，称为 

的顶点边集。 

用 一 +1_-．·一 + 表示 G中一条经过顶点 口f，VI+I， 

⋯ ，Vi+ 的有向路径。若路径 79i—Vi+1_-．·一Vi+ 上的所有边 

都包含在 E ( E)中，则记作 一 + --．·--Vi+ ∈E，。 

定义 2 给定加标多级图 G一<V，E d，L)中路径 s一 

_．．·一仇(vL— )，若对任意 (1≤ ≤L)有 一 _．-·一 ∈ 

E(vi)，则称之为简单路径(Simple Path)[1 ]。 

例如在图 2给出的加标多级图中，存在的一条简单路径 

5一 一vs— 。在本文所有图中均以虚线标示简单路径。 

{e2，e6} 

图 2 加标多级图实例 

定义 3 MSP(Multistage graph Simple Path)问题 一 ： 

判定给定的加标多级图中简单路径的存在性 。 

3 MSP问题复杂性证明 

本文给出了将着色、子图同构问题归结为 MSP问题的方 

法，从而进一步证明了 MSP问题的 NP完全性，揭示了 MSP 

问题与多种 NP完全问题之间的直接对应关系。 

3．1 K-着色问题归结到 MSP问题 

定义 4 K一着色问题 是指：给定无向图 =( ，E )以 

及正整数 和K，其中 —l l，K≤ ；G，是否可被 着色， 

即是否存在函数 ，：V，一 {1，2，⋯，K}使得若 (Vl， )∈E 则 

f(vi)≠厂( )，其中 Vi，vj∈ ， ≠ 。 

算法 1 构造如下多级图 G=(V，E，s，d，L>： 

L—n+ 1． 

Vo一{S)，VL一{d}． 

Vi一{ I．kjv．∈V ，1≤k≤K)(1≤i≤n)． 

E— U {(W，w ，i+1>}． 
0≤ I 一l,wE Vi· ∈Vi+l 

E(d)一E． 

E(vi，k)一E＼{e1 eEE，e含顶点 vj．k，( i，vj)∈E ，1≤k≤K}． 

图 3给出了一个具体实例。图 3(a)中无向图的 3一着色 

问题可以归结得到的图 3(b)所示的多级图。 

(a) (b) 

图 3 从着色问题到 MSP问题的归结 

定理 1 G，可 K-着色当且仅当G存在简单路径。 

证明：首先证必要性。如果G，可K-着色，即有着色函数 

，：v，一{1，2，⋯，K}，使得若( ， )∈E，则f(v1)：／：f(vj)，其 

中 Vi， ∈ ，睁 。因此 G包含一条路径P—s一 _-．·一 

， 

— d，其 中 P经过 口 (1≤ ≤ ，z)仅 当有 Vi∈ 使得 

f(vi)一是 。如果 E(vl̂ )排斥 _．-·一Vî 上的某条边，则一 

定存在顶点 ∈V，使得(让，v1)∈E，。进而可得k =f(vi)一 

，( )一向。然而由函数 ，的定义知，f(v1)≠，( )。两者矛 

盾。所以 s_．．·一  ̂ E(vî )。显然 P∈E(d)。故 P是简 

单路径。 

其次证充分性。假设 G存在一条简单路径 P—s—Vl点一 

⋯ 一  

． 

—  

。 则可构造函数，使得若P经过 则，( )一 

岛。下证 ，满足着色函数定义。首先，显然它是良定义的。 

其次，假定存在 Vi， ∈v，( ≠ )使得 ( ， )∈E，且 ，( )一 

f(vj)一是(1≤愚≤K)，可得到如下结论 ： 

1)根据前述 ，的构造方法可知 ，P经过 m和 卅。 

2)算法 1中顶点边集的构造：若( ， )∈E ，则 E(vi)排 

斥所有以 为顶点的边，E( )排斥所有 以 Wi为顶点的边。 

故 Vl， 和 m不在同一简单路径上。 

1)与 2)矛盾 ，故 ，为着色函数。证毕。 

3．2 子图同构问题归结到 MsP问题 

定义 5 子图同构问题[ 描述如下判定问题：给定无向 

图 TG=( ，ETG>和 QG=( G，EQG>，其中 m=1 G I≤ 

I l=72；TG是否包含与 QG同构的子图，即是否存在函数 

，：VQc—Vm，使得对于每对顶点 ，ui∈vQG，若(“ ，ui)∈ 

EloG，则(_厂(地)，f(uj))∈ETG。 

算法 2 可构造多级图 G=(V，E，S，d，L>，满足： 

L—m+ 1． 

Vo一{s}，VI 一{d)． 

Vi一{vi．kluiC-VQG且 vk∈VTG，1≤k≤n)(1≤i≤m)． 

E— U {(w，w ，i+1>)． 
0≤i≤卜 1，wEV；，WtC-Vi__1 

E(d)一 E 

E(vi。k)一E＼{eI eEE，e含顶点 vj，k，使得( i，uj)∈EQG且( k， ) 

ETG，irej)． 

图4是一个简单的归结的例子。显然图4(a)中TG存在 

子图同构于 QG。图 4(b)给出了对应多级图 G中的一条简单 

路径。 

· 】3 · 
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(a) (b) 

图 4 从子图同构问题到 MSP问题的归结 

定理 2 TG包含与 QG同构的子图当且仅当G存在简 

单路径。 

证明：首先证明必要性。假定 TG包含与QG同构的子 

图，即存在函数 ，： 一 ，使得对于每对顶点 她，吩∈ ， 

若( ， )∈E ，则(，(挑)，f(uj))∈E稻。假设 ，(地)一 ．(地 

∈ ，vki∈ )，则可构造 G中一条路径 P=s一 ^_．．·一 
一 d。假设 P不是简单路径 ，即 P上存在顶点 ．(1≤ 

≤ )，其顶点边集E( ， ，)不包含路径P 一5～ ·一 ^上的 

某条边e。由算法 2对顶点边集的构造知，e含顶点72 ( ≠ 

)使得(碥， )∈E 且有( ， 。) E 。根据 厂的定义 ，可 

由(地， )∈E 推出( ， )∈E ，从而导出矛盾。必要性 

得证 。 

再证充分性。若G存在一条简单路径P=s一 止_-．·一 

． 

—

d，则可构造函数 厂，使得对于 P上每个顶点 (1≤ 

≤ )，有 ，(城)= (城∈V ， ，∈Vw)。假定(地， )∈ 

E (i≠ )。若(vk ， ) E ，根据算法 2对 E(v1． )的构 

造，一定有 E( ^)不含涉及到顶点 ^的边，这与 P为简单 

路径矛盾。证毕。 

4 MSP问题相变现象研究 

引理 1(Lovdsz局部引理[ ) 令 A ，⋯，A 为一组“坏事 

件”集合 ，D {A ，⋯，A }代表与 Al相关的事件集合 (即 A 

与所有不在D 中的事件相互独立)。如果存在一组实数乱， 

⋯ ，矗∈[O，1)使得对每个 i有 Pr[A ]≤Xi II (1一刁)，则 
J f 

Pr[A万 ]≥Ⅱ(1一z )>O。 

令 五：1／(d-4-1)，有 ： 

推论 1 假定Pr[A]≤p<1且每个事件A 与除了最多d 

个事件AJ之外的其他所有事件相互独立。若e· ( +1)≤1， 

则 PrE A i]>O 

给定多级图 G一(V，E，s，d，L>，边集 GE，以及顶点 

uEVi， ∈VJ( )，引入如下 3种算子。 

算子 1 E [ ： ]：一{eI e为E 中第k( ≤愚 )级边)。 

算子 2 EE']：：一{e『e在E 中某条路径u_-．·一口上}。 

算子 3 给定 G的子图 G ，其边集为 ，并且 ∈V。 

( )：=G，为从S到 的路径数目。 

定义 6 对于多级图 G=( ，E，s，d，L>。若 vEV，则其 

顶点边集 E( )的密度定义为 

p( )一 
’ 7【E u ， 

对顶点之间的相关性作简化 ： 

· 1 4 · 

定义 7 顶点 uE ，口∈ ( < )是相关的，当且仅当 

[E(“)卫 [E( )] 

或 

[E(“)] [ E(口)] 

定理 3 对任意多级图 G一( ，E，S，d，L)，令 k—max{ 

I l 1≤ ≤L}。假定 vEV，若与 口相关的顶点个数不大于 

l÷( j 
则 G中存在简单路径。 

证明：依均匀分布从 G中随机选择一条路径P。令 A 代 

表“对任意vE ，有 e∈P[1： ]＼E( )”。注意到 PE1： ]∈ 

E( )的概率为 p( )，于是有 

ViE{1，2，⋯，L}：PrEA ]=II(1一p( )) 

进一步，任意事件 Al与除事件Aj外的其他所有事件相 

互独立，其中J使得有 U∈ ， ∈ 并且 “与 相关。由条 

件知与G中第i级顶点相关的顶点数不大于 

l÷( F 一1)J 
∈ ： 。 

故与A 相关的事件最多为 

志·{‘ 一1) 意‘i = 丌 可一1) 
】 ． 

一 丌 嚣 一 
∈ ’ 

由上可知满足推论 1的前提，因此有 

PrE A ]>O 

即选择一条路径 P使得“对 P上任意顶点v(vEVi)必有 

P[1： E( )”的概率不为0。故存在简单路径。证毕。 

进一步 ，由 

ma II
，
(1一ID( ))I 1≤ ≤L一1}≤(1一 L_) 

v ． ，‘ 

可得如下推论。 

推论2若与 相关的顶点个数不大于l{(÷·(1一 

击)一 一1)J，则G存在简单路径。 
给定 k-CNF公式，利用文献E4]中方法得到的对应多级 

图G中，对任意点 ，有P( )≥专。因此 

÷‘ —ma x I—I I--jp( v)币 i—~L --1—1) P· { ( )1 1≤ } 

≥ c 1  

一 {(竺一1) 

于是有： 

推论 3 给定任意的 k-CNF公式 F。若 F中任意变量最 

多出现在l{(芋一1)j个短句中，则F可满足。 
这与文献[7]中的结果吻合。 

结束语 研究 MSP问题的完全性有助于研究 NP完全 

问题的一般结构，从而设计更有针对性的高效算法。 
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结束语 本文首次提出了地理数据增量水印和多版权水 

印的问题。针对该问题，以量化调制技术为基础，设计了一种 

支持多版权的地理数据增量水印方法。实验表明，该方法能 

够实现增量水印和二次水印的嵌入及检测，同时具有较强的 

鲁棒性。 
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本文通过多个 NP完全问题到 MSP问题的归结，揭示了 

MSP问题所反映的 NP完全问题的共性。MSP问题暴露了 

隐含的解空间的搜索过程 ，具有良好的表达能力。归结 的技 

巧在于：通过顶点边集的合理取值 ，排除以不符合解局部特征 

的顶点为端点的边。此外，本文对 MSP问题的相变进行了理 

论分析 ，为相关算法的测试提供了难例产生方法。 
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