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粗糙集的两种相似性度量 
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摘 要 粗糙集理论是一种新的处理模糊和不确定性知识的软计算工具。在近似空间中，首先基于集合的上下近似 

给出了一种粗糙集间的相似度量方法。然后通过定义一种基于粗糙隶属函数的包含度 ，给 出了另外一种粗糙集间的 

相似度量方法，并分别研究了这两种相似度量方法的有关性质。最后讨论 了这两种相似度量方法之间的关系。 
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Two Similarity M easures between Rough Sets 

LIN Juan MI Ju-sheng XIE Bin ’ 

(College of Mathematics and Information Science，Hebei Normal University，Shijiazhuang 050024，China) 

(College of Information Technology，Hebei Normal University，Shijiazhuang 050024，China) 

Abstract Rough set theory is emerging as a powerful tool for dealing with vagueness and uncertainty of knowledge． 

First of all，one method of measuring the similarity between two rough sets was proposed in approximate space based on 

approximation sets．And then an inclusion degree was defined based on rough membership function，which was used to 

define another similarity measure between two rough sets．The properties of the two similarity measures were studied 

respectively．Finally，the relationship between the two similarity measures was also discussed． 
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1 引言 

进入 21世纪以来，如何对不确定性信息和数据进行更加 

有效的处理 ，从而发现不确定性信息中蕴涵的知识和规律 ，是 

一 个重要的研究课题，不确定性知识发现的各种方法也应运 

而生。粗糙集理论是继概率论、模糊集、证据理论之后的又一 

种处理不确定性的数学工具。作为一种新的软计算方法 ，自 

波兰学者 Pawlak教授于 1982年提出以来 ，其由于思想新颖、 

方法独特、计算简便，已成为一种重要的智能信息处理技 

术[9。 ，受到越来越多的重视。 

粗糙集理论是建立在分类机制的基础上的，它将分类理 

解为在特定空间上的等价关系，而等价关系又构成对该空间 

的划分。知识的不确定性主要是由给定论域里粗糙近似的边 

界引起的，当边界为空时，知识是完全确定的。边界越大，知 

识就越粗糙。在实际应用中，经常需要 比较两种知识模式的 

一 致性或相似性。因此，给定两个不确定性集合，考虑它们的 

相似性是非 常重要 的，不 同的相似度量 方法也不 断被提 

出 ， ．8]。 

文献E43给出了粗糙集之间的两种相似度量，其 中基于上 

下近似的相似度量很简单，既没有分别考虑上下近似，也没有 

考虑上下近似所占权重。因此，这种相似度量在应用方面就 

有很大的局限性。为了解决这些问题，本文定义了另外一种 

基于上下近似的相似度量。由于一种包含度可以定义一种相 

似度，基于粗糙隶属函数，文献[5]定义了一种包含度，从而给 

出了粗糙集间的一种相似度量。利用此包含度，本文给出了 
一 种新的粗糙集间的相似度量，并将其与文献[5]给出的度量 

进行了比较。在最后一部分讨论了本文新定义的两种相似度 

量之间的关系。 

2 基本概念 

等价关系可以将对象集分类。从认知的角度来看，人们 

需要通过分类去认识那些不能用分类精确表示的对象集，这 

种集合称为粗糙集。 

下面先给出有关的基本概念，详细的讨论见文献[1，7， 

8]。 

定义 1 设u是对象集，R是U上的等价关系。 

(1)称(U，R)为近似空间，由(U，R)产生的等价类为 

U／R一{[ EU} 

其中，[z ]R一{ (z ，z，)ER)。 

(2)对于任意的 X U，记 

R(X)一{32 l[z1]R X} 

R(x)一{五l[．z ]Rnx≠D} 
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称R(x)为 X的下近似，R(X)为 x的上近似。 

(3)若R(X)一R(X)，称 x是可定义的集合，否则称 X为 

粗糙集。 

定义 2 设 U为非空有限论域 ，R为 U上的等价关系。 

VxEU，X u，元素 z关于等价关系R隶属于集合 X 的隶 

属度为： 

c )-- 

其中，fUI表示集合 【，中所含元素的个数。 

定义3 设 U是一个非空论域，记 P(∽ 为U的所有子集 

的集合。若 VX，YEP(U)，有实数 D(Y／X)与之对应，且满 

足 ： 

(1)O≤D(Y／X)≤1； 

(2)当X y时，D(Y／X)一1； 

(3)若 X~_yc_z，则 D(X／Z)≤D(X／Y)。 

则称 D为P(U)上的包含度。 

3 粗糙集的相似度量 

检索是专家系统中的重要问题之一。检索实际上是一种 

识别，是在知识库的众多模型中筛选出一种模型与给出的特 

征最融洽。在信息不完全、不确定的情况下，就产生了相似度 

的概念。 

定义 4 设U是一个非空论域 ，记P(U)为U的所有子集 

的集合，S：P(u)×P(U)~Eo，1-1，VX，Y，ZEP(u)，如果 s 

满足： 

(1)O≤S(X，y)≤ 1； 

(2)S(X ，y)一S(Y，X)； 

(3)如果 X—Y，则 S(X，y)一1； 

(4)如果 X y Z，则 S(X，Z)≤S(X，y)且 S(X，Z)≤ 

S(Y，Z)。 

则称 S(X，y)是集合 X，y之间的相似度。 

如果将(3)换成“当且仅当 X=Y时 S(x，y)一1”，则称 

S(X，y)是集合 X，y之间的弱相似度。 

在实际应用中，经常需要比较两知识模式的一致性或相 

似性。因此，相似度量是一个很重要的度量方法，它涉及数据 

挖掘、机器学习、自然语言和信息检索等多个领域_3]。本文将 

从以下两个方面定义粗糙集间的相似性度量。 

3．1 基于上下近似的粗糙集相似度量 

在文献E4]中，刘文军、赵丽萍给出了一种基于集合的上 

下近似的相似性度量，即 

S(X。y)= 1一 

n1ax{IR(X)一R(Y I，IR(Y)一尺(x)I，IR~X>一 (y)j，l ( )一 (x)I) 

lu 

可以看出这个相似度量很粗糙，既没有分别考虑上下近 

似，也没有考虑上下近似所占权重。为了解决这些问题，下面 

定义一种新的相似度量。 

定义5 设(U，R)为近似空间，VX，y u，a，pE Eo，1]， 

d+ 一1。定义 

S1(X，y) 

=1一(amax{IR(X)--R(Y

lu

)I

I

,IR(Y)--R(X)I}+ 

max{l (x)--R(Y)I，IR(Y)--一R(X) 

1U1 

下面的定理说明 S (X，y)是一种相似度量。 

· 98 · 

定理 1 设(U，R)为近似空间，则 VX，Yc_U，S1(X，y) 

为 x与 y关于等价关系R 的相似度。 

证明：显然 S (X，y)满足定义 4中的(1)一(3)，下面证 

明(4)。 

若 X y Z，则R(X) R(y) R(Z)，R(X) R(y) 

R(Z)。进而 max{lR(X)一R(y)I，JR(y)一R(X)l}≤max 

{}R(X)一R(Z)l，lR(Z)一R(X)l}，max{}R(x)一R(y)l， 

lR(y)一R(X)I}≤max{lR(X)一R(Z)f，l R(Z)一R(X)l}。 

所以 S1(X，y)≥S1(X，Z)。同理 Sl(X，Z)≤S1(y，Z)。 

用 X尺y表示 X与 y关于等价关系R粗相等，即上下近 

似分别相等。基于以上定理，有以下两条性质： 

性质 1 设 (u，R)为近似空间，VX，y u，若 X尺Y，则 

S】(X，y)= 1。 

证明：由S 的定义易证。 

性质2 设(U，R)为近似空问，V x，y U，若x，y是关 

于R的精确集 ，则 

s (x，y)一1一 型 
l I 

证明：若 X，y是关于R的精确集，则R(X)=R(X)=X， 

垦(y)一R(y)一y。于是 

S (X，y) 

一 1一 

一 1—— 

口max{lX—yI，ly—Xi}+口max{lX—yl，ly—X 

IUl 

i I 二 I!l = l!( ±宦 
fUl 

一1一 坚i l = l!l 二 
lUI 

下面给出一个具体的例子。 

例 1 设 U一{Iz1，372，3C3，X4，X5，蕊}，U／R={{zl，X3，X6}， 

{X2，函}，{ 5))。取 X一 {zl，_z3}，Y一{ 1，X2}，则R(20= 

R(y)一D，R(X)一{ 1，z3，35'6}，R(y)一({z1，z3，z6}，{z2， 

)。所 以 S (x，y)一1一( + )= 

一

号。 

若令 一号，卢一 1，则s (x，y)一鲁。 U U √ 
利用文献[4]中定义的相似度，计算可得： 

s(x，y)=1一 =号 
注：从例 1可以看出本文定义的相似度量较文献I-4：]中的 

定义更加合理，因为本文定义的相似度不仅把上下近似分开 

讨论，还考虑到了上下近似的权重，更具有应用价值。 

3．2 基于包含度的相似度量 

相似度与包含度密切相关，由一种包含度就可以定义一 

种相似度。包含度有各种生成方法 ，不同的包含度就提供了 

不同的不确定推理。下面绍一种基于粗糙隶属函数的包含 

度。 

定义 6 设 U是非空有限论域，R为 己，上的等价关系， 

P(L，)为 U的所有子集的集合，对于任意的 X，YEP(U)，定义 

r1， X一0 

D1 1M (XAY)，x≠D L M(X)’“ 

其中，M(x)一∑ (五)，它表示每个元索 32 (置EU，i一1，2， 

⋯ ，n)属于集合 X的隶属度之和。 



 

定理 2 D 是 P(U)上的包含度。 

证明：以下假设 X≠0。 

由定义 2知 ny(5Ci)一 ≤ (Xi)一 

，IPM(xnY)~M(X)。所以 。≤D (Y／X)~I；当 

X y时，M(XNy)一M(X)，所以有 D1(Y／X)一1；若 X 

YGZ，M(Z)≥M(y)，则有 D1(x／z)≤D1(X／Y)。即证 D1 

为包含度。 

基于这个包含度就可以得到一种相似度。 

定理 3 设(U，R)为近似空间，VX，y U，则 Sz(X，y) 
一 D (Y／X)AD (X／Y)为 X与 y关于等价关系R 的相似 

度。 

证明：显然 S (X，y)满足定义 4中的(1)一(3)，下面证 

明(4)。 

若XGYGZ，则罅(z)≤ ( )≤ ( )，则s。(x，y)= 

， c ，一 洇 此 s cx ≥sz c 。同 

理 S2(y，Z)≥S2(X，Z)。 

基于以上定理，有以下两条性质： 

性质 3 设 (U，R)为近似空间，U／R一{ZI，Z2，⋯， )， 

VX，y U。若 VZ∈U／R(i=1，2，⋯，s)都有 1Xn l：lyn 

Z f，则 S2(X，y)：1。 

证明：因为 VZ∈ R有 l XnZ l—lynZ l，所 以lXl— 

lyI。又VxEU，有 ∈Zi，即[z —Zi，故 

c护  一 

一  =  = 风  

所以S2(X，y)=1。 

性质4 设(u，R)为近似空间，X， r(三U，若 X，y是关于R 

的精确集，则 S2(x，y)一D1(Y／X)A Dl(X／Y)一  ̂

lx0yI 
lyl 。 

证明：由Sz的定义易证。 

例 2(续例 1) 计算可得粗糙隶属 函数： 

：  +旦 + +旦 +旦 + 
X l X 2 X 3 X4 Z5 326 

上 
： 量 + +-墨_+三 + +旦 

X l Z2 3 X4 325 X6 

则 X与 y的相似度为： 

S2(X，y)= 

1
十 u十  

1十u十u十了1 

2十了2十u十u十u十 2 ̂  

了1十u十了1十u十u十了1 

1
十  
1
十  
1
十  
1十u十了1 

一

_  
1
八 
1

一  

1 

文献[5]中定义的相似度为： 

Sa(X，y)=D】(xny／X Uy)= 

s ，y)一 

÷+o+÷+O+o+÷ 

2
十  
1
十  
2
十  
1
十 u十  

2 3 

针对例 2，可以直观地看出 X与 Y的相似度为百1，所以 

本文定义的相似度量比文献[5]中定义的相似度量要合理。 

从理论上比较 Sz(X，y)和 S。(X，y)，易知 

s (X，y)一  ̂

s3(X'y)一 船 
因为 uy(z)一max{ ( )， (z)}，所以 M(XUY)≥ 

{M(X)，M(y))。因此有 S3(X，y)≤S2(X，y)。因此对于相 

似度较大的两个对象 ，Sz(X，y)计算比较合理。 

注 ：从例 1和例 2可以看到，在度量两个粗糙集间的相似 

度时，采用不同的度量方式将得到不同的结果 ，不同的相似度 

量公式各有优点，具体问题具体分析。 

3．3 两种粗糙集相似度量之间的关系 

在 3．1和 3．2节中分别从上下近似和包含度两个角度考 

虑了粗糙集的相似度量，下面考虑这两种相似度量之间的关 

系。 

定理 4 设(U，R)为近似空间，VX，y U，若 (X，y)一 

1，则S1(X，y)一1。 

证明：若 S2(X，y)一1，则VxEU必有 (z)一 (z)，也 

就是 一 。~iJi：lY,V EU'有 l NxI= 

f[z NYf。由上下近似定义知尺(X)一尺(y)，R(X)一R(y)， 

即 Sl(X，y)一1。 

注 ：在近似空间(U，R)中，任意 X， 【，，由 S1(X，y)一1 

不能得出 Sz(X，y)一1。这是因为 VxEU，由 X，y的上下近 

似相等一般不能得出l[z=IR N X l=l[z] NYl。例如u一 

{z1，X2，323，z4，z5，z6)，U／R={{-z1，z2，323}，{X4， 6}，{．2C5}}。 

取 X一{zl，．722}，y一{z3)，贝0有R(X)一R(y)一 ，R(X)一 

R(x)={-z ，zz，z。}。但是l[z ] nxi=2≠l[ ] nyl一1。 

结束语 本文从上下近似和包含度两个角度出发 ，定义 

了两种粗糙集间的相似度量，给出了度量两个粗糙集间相似 

程度的不同方法。在经典集合中，两个集合X与y的相似度 

满足S(X，y)一O臼XNy—D，S(X，y)一1㈢X=y。但在近 

似空间中，两个集合 x与y的相似度S(X，y)一0不再是 

Xny=D的充要条件 ，S(X，y)一1也不再是 X—Y的充要 

条件 ，这是因为近似空间中单个元素并不能视为独立的个体， 

而是把每个等价类视为独立个体，这正是粗糙集的本质。 
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aprP4({n，b))一{b}，aprP4({a，b})一B； 

aprP5({n))=0，aprP5({n))=B； 

aprP5({b))一0，aprPs({b})一B； 

aprP 5({c})一0，aprP5({f})=B； 

aprP5({n，b})：0，aprP5({a，b})：B。 

易验证引理 4的3条性质均满足。 

若分划族 ：{P1，P2，P。，P ，P }，则 P1称为由 生 

成的分划。贝U 一(P )， {P ，Pz)， 一(P ，Ps)， 一 

{P ，P }， 一{P1，Ps)， ：{Pz，P。}， 一{P ，P }， 一 

{Ps，P )均为 的协调集 ，其中 一{P1}， 一{Pz，P3}， 
一 {Pz，P4}， 一{P3，P }均为 统的约简。 

而 ={P ，P )， 。一{P ，P }， 一{P ，Ps)均不为 

的协调集。 

再比如系统(L， ， )，(L，现， )和(L， ， )均不协调， 

而(L， ， )，(L， ， )，(L， ， )，(L， ， )均协调， 为 

， ， 的相对约简， 不为 的相对约简。 

结束语 粗糙集理论(RST)自从 1982年被波兰数学家 

Z．Pawlak提出用来研究不完整数据、不精确知识的表达和学 

习以来，已被广泛应用于不同的领域进行数据分析。粗糙集 

的数据表现方式是信息系统，本文把经典的信息系统看作是 
一 种特殊的格结构，通过在格上定义分划后，借助粗糙集思想 

给出上下近似算子及可辨识集，进而分析得到约简和相对约 

简的判定条件。这种表示从更深层次上揭示了知识的本质， 

将知识约简的已有相关结果做了进一步拓广。本文的讨论还 

是一个尝试，相关研究还有待进一步深入。 
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