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摘 要 研究了一类非线性带约束的凸优化问题的求解。利用 Kuhn-Tucker条件将凸优化 问题等价地转化为 多变 

元非线性方程组的求解问题。基于区间算术的包含原理及改进的 Krawczyk区间迭代算法，提 出一个求解凸优化 问 

题的区间算法。对于目标函数和约束函数可微的凸优化，所提算法具有全局寻优的特性。在数值实验方面，与遗传算 

法、模式搜索法、模拟退火法及数学软件 内置的求解器进行了比较，结果表明所提算法就此类凸优化问题能找到较 多 

且误差较小的全局最优点。 
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Interval Iterative Algorithm for a Class of Convex Optimization 
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Abstract This paper studied solving method for nonlinear constrained convex optimization and pointed out how to 

make use of Kuhn-Tucker condition to transfer convex programming to find roots of multivariate nonlinear systems 

equivalently．Our interval approach for finding optimal solutions can be combined with the principle of interval arithme— 

tic and the modified iterative version given by R Krawczyk．In the case of a convex programming with diiferentiahle ob— 

jective and constrained functions，the ability of global optimization can be improved．We illustrated the numerical experi— 

ments in contrast to the classical algorithms such as genetic algorithm，pattern search method，simulated annealing 

method and  some built-in facilities of mathematical software packages．The implementation indicates that our method 

can provide a relative guaranteed bound on the error of the computed value and obtain more global optimal solutions． 
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1 引言 

凸优化是一类特殊的非线性数学规划问题，包括最小二 

乘和线性规划，这两类问题已经有较完备的理论和较有效的 

数值求解方法。关注更一般的带约束的非线性凸优化问题 

(目标函数和约束条件都可以是非线性的函数)的求解具有理 

论价值和实际意义。凸优化在自动控制系统、估计、信号处 

理、通信和网络、电路设计、数据分析和建模、统计、金融、组合 

优化和全局优化问题上有广泛的应用_1j。 

非线性数学规划的求解要比线性规划问题困难得多，从 

理论上说，在非线性的情形下，通过计算机得到严格的最优解 

是不可能的。求解方法通常是迭代法，在达到精度要求时终 

止，因而得到的是近似的极小值 。现代优化计算方法(演化和 

仿生算法)的兴起，使得优化问题的求解有了新的方向和进一 

步的发展，比如遗传算法 2̈]、模拟退火算法[3]、蚁群算法_4]等， 

它们不需利用函数的解析性质，不考虑目标函数和约束条件 

的凹凸性，对于任意目标函数和约束，均能获得较优的结果。 

有大量软件内置数学规划问题的求解器，比如 Matlab、Excel、 

Lindo、Lingo、R。当模型包含几百到几千个约束时，还可使用 

建模语言 AMPL、MPL、OPL、GAMS对模型进行有效的设计 

和管理l5]。传统数值法的精确性和稳定性是一个较难处理的 

问题 ，与此相比，区间算术利用包含原理确保数值程序的输出 

包含了原数学问题的准确解。 

求极值问题实际上是在给定的集合上计算函数值域的上 

界和下界，国内外的许多学者已将区间算术运用于优化问题 

的求解[8_l 3l。区间算术是定义在集合上的算术运算，Moore 

在 1962年的博士论文中给出了区间算术的基本原理和方法， 

将之应用于数值计算的误差分析中l6]。区间算术可用于求解 

基本初等函数、定积分、线性方程(组)、非线性方程(组)、积分 

方程(组)、微分方程 (组)，可应用于计算机辅助证明、带约束 

的全局优化问题、参数估计 、机器人应用、化学工程应用、水资 

源分配网络设计、结构工程应用、计算机图形学、物理常数的 

计算等[ 。 

本文提出的求解一类凸优化问题的区间迭代算法的基本 

到稿日期：2014—04—09 返修 日期 ：2014～06—25 本文受国家自然科学基金面上项 目(NSFCl1371143)，华东师范大学科研创新基金重点项 目 

资助。 

唐 敏(198O一)，女，博士生，讲师，主要研究方向为高可信计算、浮点计算，E-mail：52121500011@ecnu．cn；邓国强(1979一)，男，硕士，讲师， 

主要研究方向为数值计算，E-mail：dengtangmin@126．com(通信作者)。 

· 247 · 



思想是利用 Kuhn-Tucker条件将 凸优化等价地转化为多元 

非线性方程组的求解问题，再基于区间算术的包含原理及改 

进的 Krawczyk区间迭代算法，判定给定区间内方程组根的 

存在性，并迭代地求出根的区间包含。算法对整个有界可行 

域进行划分，存在多个初始测试区间，因而不会陷入局部最 

优 。 

本文第 2节介绍了区间算术的基本概念和常用的区间算 

术软件包；第 3节给出如何将凸优化转化为方程组求解及其 

等价性；第 4节利用区间算术及改进的Krawczyk算法设计方 

程组求根的迭代算法，并分析时间复杂度；第 5节中给出了两 

个不同规模和复杂度下的数值实验结果。 

2 区间算术 

区间算术(Interval Arithmetic)是定义在集合上的算术运 

算，利用包含原理确保数值程序的输出包含了原数学问题的 

解。基于区间算术的算法在舍人误差、累积误差、截断误差、 

不确定性初值的引入和传播下，能得到真实解的严格的界。 

2．1 区间 

在区问算术中，通常用端点表示法表示一个区间(Inter— 

va1)，即x=[x，叉]，其中x是x的左端点(下界)，而 是区 

间 x的右端点(上界)。如果 ∈[x， ]，称[X， ]为 的区 

问包含(interval enclosure)。 

区间宽度定义为 叫(X)一 ～X，中点定义为 m(X)一 

去(x+ )。基本区间算术运算定义为X。y一{ 。 1 z∈X  ̂
一  

yEY}，其中。∈{+，一，×，／}，且当。一／时，0∈y。 

2．2 区间向量 

区间向量(Interval Vector)指向量的每个元素都是区间， 

对于区间向量X一(X 一，X ) ，X 的宽度定义为 (X)一 

maxw(X )，X的中点定义为re(X)一(仇(X1)，⋯，m( ))。 

2．3 区间算术软件包 

最常用的区间算术软件包是用 C++语言编写的 PR0一 

FIL／BIAS和用 Fortran77编写的 INTI ABE 。Fortran90版 

本的 INTI AB使用了运算符重载 】̈ 。GNU Fortran编译器 

的区间扩展版本中将区间定义为基本内部数据类型l1 。区 

间算术软件包支持实数或复数区间标量、向量和矩阵(稠密或 

者稀疏)，包含诸如标量乘 、矩阵一向量乘 、外积、矩阵乘法等线 

性代数算法、自动微分、非线性方程组求解等。 

3 凸优化 问题 的数 学模 型及库恩一塔克 (KIItlI卜 

Tucker，K．T)条件 

3．1 凸优化问题的数学模型 

数学规划问题可用 

fmin_厂(X)， ∈R ⋯  

Ig，(X)≥ 一1，2，⋯ ，Z 

表示，其中 厂(X)为 目标函数， (X)≥0， =1，2，⋯，z为约束 

条件。如果 ／(X)为凸函数，gJ(X)≥0， 一1，2，⋯，l为凹函 

数，那么式(1)是凸优化问题。 

3．2 K-T条件 

K—T条件可描述为：设 z 一( 一，z ) 是式 (1)的极 

小点，而且在 处各起作用约束的梯度线性无关 ，则存在向 

量 r 一(71"， ，⋯，y厂) ，使下述条件成立 ： 
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fVf(x )一∑ ( )一0 
I ， 

g，ix )=o，j=l，2，⋯，z (2) 

Ly ≥0，j=1，2，⋯ ，1 

条件式(2)称为 K—T条件 ，满足这个条件的点称为 K-T 

条件点。K—T条件是非线性规划领域中最重要的理论成果之 
一

，给出了判定某点为最优点的必要条件。根据 K-T条件， 

优化问题式(1)的极小点满足式(2)。一般来说 ，K—T条件并 

不是充分条件，因而满足这个条件的点不一定就是最优点，但 

是对于凸优化，它是最优点存在的充分必要条件m]。 

易见，式(2)等价于方程组 

～  一 ⋯ 一  一 o a 
】 ¨ a 1 “ a 1 

i 

一 ⋯ 一 一 0 ㈤  az az az" 0， 

y gl( )一 0 

； 

y，g ( )一0 

由式(2)和式(3)的等价性可知，凸优化问题的求解等价 

于式(3)的多变元非线性方程组的求根问题 ，并满足 )，『≥O， 

一 1，2，⋯ ，Z。 

在方程组(3)中，共有 +￡个未知数 ，( 一1，2，⋯， )和 

y ( 一1，2，⋯，￡)，方程个数也为 n+￡，因此它是一个非线性 

(绝大多数情况下)多变元适定方程组。 

4 求解凸优化的区间迭代法 

在 4．1节中，首先给出改进的 Krawczyk区间迭代算法， 

它可用于验证给定区域内非线性方程组根的存在性 ；4．2节 

给出求解给定定义域内非线性方程组的根的迭代算法；4．3 

节给出凸优化问题求解的区间迭代法。 

4．1 改进的 Iga-awezyk区间迭代法 

对于 个方程、 个未知数的非线性方程组 

厂(X)一0，X一(z1， 2，⋯ ，32 )∈R (4) 

Moore提出一个改进的 Krawczyk区间迭代算法_1 ，其给出 

了方程组(4)的解的存在性的计算性测试方法。 

定理 1 令 Y是属于区间向量X 的任意实向量 ，定义 

K(X)：一 一Y_厂( )+ {卜一yF (X))(X— ) 

其中，y是非奇异实矩阵，F (X)是 ，(X)的区间 Jacobian矩 

阵。如果 K(x) X，则非线性方程组 (4)在 X 中存在一个 

解 。 

定理 1的证 明基于均值定理和 Schauder不动点定理。 

由定 理 1，对 于给定 的一个初 始 区间 向量 X ，可根据 

K(X )和 X 的包含关系判断 X ’区间内方程组 (4)是否 

有解，如果存在唯一的解，通过 Krawczyk区间迭代算法可得 

到解的区间包含。下面给出该算法的思想的形式化描述。 

算法 1 改进的Krawczyk区间迭代法 

输入：初始区间 X ，精度 ￡ 。 

输出：如果在 x( 内存在 f(X)：0的唯一根，则返回f(X)一0的根的 

区间包含，并且满足区间包含(区间向量)的宽度小于 ￡】；否则， 

返 回一1。 

计算步骤： 

步骤 l [计算 K(x(。 )] 

k ：=0，v(0’：一m(X(0 ) 



 

Y‘。 ；一I-m(F (x‘ )]一 的近似值 

K(X‘0 )：=y(。)一Y‘。’f(y(。’)+{I—Y‘。 F (X 。 )}(X‘。 一 

y(O)) 

步骤 2 [判定根的存在性] 

如果 K(X‘ ) X‘ ，那么在 X‘。 内存在唯一的根，进入步骤 3 

的迭代求解过程；否则，返回一1，算法终止。 

步骤 3 [计算 x o 内方程组 f(x)一O的根的区间包含] 

如果 w(X‘k )<e1，那么返回x( ，算法终止； 

否则，X(k+1)：一X(k nK(X‘k’) 

k ：一 k+1 

Y ’：= m(X‘k ) 

rk：= ll I—Y(k F (X(k )Il 

如果 lI I—YF (x k )ll≤rk_1， 

Y(k)：=Y，为[m(F (x‘k )] 的近似值 

否则，Y‘k)：：Y‘k一1 

K(X(k )：一y(k)一Y(k)f(y(k )+ {I—Y(k F (X( )) 

(X‘k)--y ) 

返回步骤 3 

对算法 1进行收敛性分析 ，如果 K(X ) X ，并 且 

ro<1，那么 f(X)一0在 X 中存在唯一解 ，且满足： 

(1)z∈X‘ X‘ 一”，忌一1，2，⋯； 

(2)叫(X“ )≤ w(X )。 

由算法 1获得 的{X )是嵌套 序列 ，至少线性收敛到 

X 中的唯一解 X，如果 { }收敛到0，那么{X )的收敛速度 

是超线性的[他]。 

Rump证明了，如果 K(X )cX。 ，那么在区间 X。 内 

存在唯一解 ，无需计算矩阵的范数 1̈ 。 

4．2 求解非线性方程组的根的区间算法 

在改进的 Krawczyk区间迭代算法基础上，提出一个求 

解给定定义域内非线性方程组的区间算法，形式化的描述见 

算法 2。算法 2通过将定义域进行划分，并利用算法 1进行 

根的存在性判定及求解 ，从而完成非线性方程组的求根过程。 

对于 个方程、 个未知数的非线性方程组 

f(X)：0，X一(X1，X2，⋯，X )∈B (5) 

其中，B一(B1，B2，⋯，B )，B 一EB ，B ]，i一1，2，⋯， ，它是 
一 个区间向量，称为盒子(Box)。 

给定区间向量宽度容差 e ，利用算法 2求解方程组(5)的 

根的区问包含，保证与准确根之间的距离不超过 e 。 

算法 2 求解非线性方程的根的区间包含算法 

输人 ：精度 E1'E2，定义域 Bi一[B，B]，i=1，2，⋯，n。 

输出：方程组(5)的根的区间包含 Xi，J—EXl，J，Xi， ]，i一1，2，⋯m，j一1， 

2，⋯，n。其中m是算法找到的根的个数，保证在 x 内存在方 

程组(5)的一个根，且 w(xi，j)<￡1。 

计算步骤： 

步骤 1[初始化] 

令 List：一{B)，OutputList：一0，i：一0。 

步骤 2 [算法终止性判断] 

如果 List：一 或者 List的第一个元素 x(初始时第一个元素为 

B)的宽度 w(X)<￡2，算法终止；否则，删除 X，进入步骤 3。 

步骤3 [计算K(x)] 

如果 K(X)nX=0，那么可以判定在 X中不存在f(X)=0的 

根 ； 

否则，如果 K(X)CX，则可判定在 X中存在唯一的一个 f(X) 

一O的根，利用算法 1进行求解，满足精度 e1时算法终止，将 

计算结果保存到 OutputList中，即 

OutputList：=OutputI istU{X，．i} 

其中 Xi，i—EXi，J，xi，1]，j一1，2，⋯，11，i：一i+1； 

否则，如果 K(X)nX≠0，那么 X ：一K(X)nX，返回步骤 

3； 

否则，如果 K(x)没有定义，对X二分，满足 X=X UX‘ ， 

其中，X ：一(X1，⋯，xk一1，xI”，Xk+1，⋯，xn) 

x( )：一(Xl，⋯，xk一1，iV ，Xk+1，⋯，X ) 

x}”：一I-Xk，÷ (Xk-FXk)] 

xV ：一[÷ (Xk-FXk)，xk] 

w(Xk)一w(X)= max1≤k≤ w(Xk) 

将 X(D和X(2 放到 I ist的末尾。 

返回步骤 2。 

步骤4 [输出OutputI ist] 

List是由一系列的盒子 (区间向量)组成 的一个表 (队 

列)，初始时只有一个盒子 B。算法每次对 List中的第一个盒 

子进行根存在性判定，如果x内不存在根，则将x丢弃；如果 

存在唯一 的根 ，使用算法 1进行求解，得到一个误差界为 e 

的根；如果 K(X“ )nX“’≠0，那么令它们的交集为初始测 

试的盒子；否则，将 X二分后得到的两个子盒子放在List的 

末尾，进行下一次测试。在算法的执行过程中，可能测试出多 

个包含方程组根的小盒子，每个小盒子都作为算法 1的输入， 

因此存在多个初始点。 

4．3 求解凸优化问题的区间算法 

由K-T条件，可将凸优化的求解转化为式(2)，它是 n+Z 

个方程 r／+￡个未知数的非线性方程组。如果 目标函数和约 

束函数可微，则凸优化问题都可转化为非线性方程组的求根 

问题，使用算法2求出满足精度的一系列小盒子，它们的并集 

是可行域中所有全局极小点的集合 z 的子集。对于区间宽 

度小于 ￡z而又无法判定的小盒子，算法 2放弃对其的测试。 

算法 3给出了基于算法 2求解凸优化问题的过程。 

算法 3 凸优化问题求解的区间算法 

输入：式(1)描述的凸优化问题。 

输出：一系列区间(向量)，每个区间(向量)均包含可行域中的一个全 

局极小点。 

计算步骤： 

步骤 1：利用 K-T条件将凸优化问题转化为非线性方程组的求根问 

题 。 

步骤 2：调用算法 2进行求解。 

对算法 3进行时间复杂度分析：步骤 1的转化过程仅需 

求导和赋值操作，步骤 2(即算法2)是凸优化区间算法效率的 

关键。在算法2的关键操作步骤3中，执行的次数与问题本 

身包含的根的个数呈线性关系，如果满足 K(X)cX，则调用 

算法 1求根。算法 1的主要操作是矩阵求逆及乘积运算，并 

与精度要求e 有关。算法 2在最好情形下，调用一次算法 1得 

到方程组唯一的一个根，时间复杂度为 0(1)；在最坏情形下， 

进行二分的次数是 I|og2 助 I
，
时间复杂度是0(nliog2“脚 I)

。 

4．4 关键代码 

算法 2的关键部分是 K算子的求解，程序 1是基于Mat— 

lab环境，并使用区间算术软件包 INTLAB计算 K算子的子 

程序，参数 X是测试区间，-厂是要求解的方程组。 

程序 1 计算 K(X) 

function I result 1=Krawezyk step(X，f) 

y=mid(X)； 
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n—length(X)： 

iy=midrad(Y，O)； 

fy—reval(f，iy)； 

Xg=gradientinit(X)； 

FXg=reval(f，Xg)； 

mid(FXg．dx)； 

Y—inv(mid(FXg．dx))： 

KX= y—Y *fy+ (eye(n，n)一 Y*FXg．dx)*(X—y)； 

result=KX； 

5 数值实验 

程序运行 的硬件环境 为 Intel(R)Core(TM)2 Quad 

2．40GHz处理器和 4GB内存，操作系统为Windows7。算法 3 

的实现基于 Matlab 7．6．0(R2008a)环境，区间算术运算部分 

使用 Toolbox中的区间算术软件包 INTI AB。 

5．1 凸优化问题的一个实例 

考虑式(6)的数学规划问题 ： 

rmin厂( )一(-r～2)0 

<g1(z)一 ≥0 (6) 

(g2(z)一6一 ≥O 

目标函数 厂( )的二阶偏导数大于 0，由凸函数判定的二 

阶充要条件，可知 ．，( )是凸函数，约束条件 g ( )和 gz(z)都 

是线性的，可以看成是凹函数，所以式(6)为凸优化问题。 

图 1是可行域 R一{a21O≤ ≤6}中的所有点对应的目标 

函数值 ’( )的图形，利用图解法或者定性分析可知，式(6)有 

唯一的全局最优值 f 一l厂(2)一O，2是全局最优点。 

一 ～— — —  壹鲥墼 — — —一  

14 

12 

。 

1弼 8 

盖e 
4 

2 

0 

图 1 求解式(6)的图解法 

利用 K—T条件 ，式(6)转化为 3个未知数 3个方程的非 

线性方程组： 

f 2(x 一 2)一 )， + )， 一O 

j o (7) 
l (6--X )一0 

l ， ≥O 

使用算法 3对式 (7)进行求解，得到解 向量 ( ， ， 

)，其中 

一 [1．99999999999999，2．0OOOO0O0OO0O01] 

打 一[一O．00000000000001，0．O0OOO0。0OO0O01] 

一 [一o．00000000000001，0．。0O000000O0OO1] 

的值即为包含凸优化问题(6)的全局极小点的区间包 

含，此结果表明算法 3能收敛到理论最优值。 

作为比较，本文选取了几个常用的优化算法 ，包括遗传算 

法(Genetic Algorithm，GA)、模式搜索法(Pattern Search A1一 

gorithm，PSA)、模拟退火算法 (Simulated Annealing，SA)分 

别进行求解。表 1选取了 GA和 SA算法的两个较优的运行 

结果 ，并给出了这些算法的执行时间。 
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表 1使用算法 3与 GA、PSA、SA求解式(6)的结果 

其中Ex ，工 ]一[1．99999999999999，2．。0O0O。(]O0O()(]01]。 

针对本节的实例 ，算法 3得到的最优解与理论最优解之 

间的误差比 GA、SA算法都要小 ，而且是误差可控的算法 ；在 

程序执行时间的比较上，GA是最快的。凸优化区间算法的 

执行时间尽管比其它算法的略长 ，但仅以秒计 。相比启发式 

算法，算法 3保证具有至少线性的收敛速度，以找到更多的根 

为核心，以得到精度有保证的可验证解为终止条件 ，对于根较 

稀疏的情形特别有效；并且 ，算法的有效性应主要体现在处理 

大规模复杂问题时的能力上，5．2节给出了一个较复杂的应 

用 ，算法 3在此问题上体现出较好的全局寻优的能力。 

5．2 机器人上的应用 

很多全局优化问题都包含非线性方程组的求解，其中一 

个应用是机器人操作臂的角度的求解问题。机器人问题的目 

标是求包含 8个未知数 8个方程的非线性方程组 _厂(X)一0 

的根。方程组的解包含 4对数{(地 。。 )} 4 ，它们表示机 

器人操作臂的角度(余弦值和正弦值) ]。 

例：厂：R。一R。 

fl一0．00437lx1z3—0．3578xz 3—0．1238xl一 

0．001637x~一0．9338x4+ 1．O00x7—0．3571 

一0．2238x】 3+0．7623x2 3+0．2638x1～ 

0．07745x2— 0．6734x4—0．6022 

一1．000X6 328+0．3578xl+0．004731xe 

一 一 0．7623xl+0．2238x2—0．3461 

一  i+ ；～1 
一  ；+ {一1 
一  {+．27《一1 

一z；+ l一1 (8) 

其中， ∈[～1，1]，l≤ ≤8。式(8)用向量表示即为 _厂(X)一 

0，求出非线性方程组的所有根是一个难问题，因此解决有多 

个根的机器人问题非常有挑战性。 

本文采用 3种方法求解：分别用数学软件 Maple和 Mat— 

lab内置的非线性方程组求解指令 fsolve及算法 3。 

调用 Maple内置的 {solve命令，给出的结果为： 

一 (～ 0．2l7，～0．976，0．108，一0．994，一 0．994， 

一 0．107，一0．637，一0．771) 

在 Matlab的 {solve命令中，需要给出初始点，数值实验 

在可行域内选取了 21个初值 X一(j， ，⋯ ， ) ， —O．1 一1， 

忌：0，1，2，⋯，20。Matlab给出的结果为： 

“ 一 (一0．217，一 0．976，0．108，一0．994，一0．994， 

一 0．107，一 0．637，一0．771) 

一 (一0．971，一 0．205，一 0．155，一 1．031，一0．685， 

— — 0．726，——0．823，——0．503) 

o27” 一 (O．211，一0．978，0．258，一 0．966，～ 0．996， 

一 0．090，一 0．611，0．792) 

‘ 一 (O．910，0．414，0．985，0．174，0．855，～0．518， 

0．775，0．632) 



算法 3给出的结果为： 

l一0．2174，一0．2173 1 

l一0．9762，一0．9761 l 

l 0．1079，0．1080 l 

l一0．9942，一0．9941 l 

l 0．9942，0．9943 l 

[一0．1069，一O．1O68] 

[一0．6374，一O．6373] 

[一O．7706，一O．7705] 

1 0．2I10，0．211i l 

J一0．9775，一0．9774 J 

【0．2576，0．2577 I 

I一0．9663，一0．9662 l 

l 0．9959，0．9960 l 

[一0．0896，一O．08953 

[一O．6111，一O．6110] 

l 0．7916，0．7917 l 

l 0．9102，0．9103 l 

l 0．4140，0．4141 l 

i 0．9847，0．9848 f 

l 0．1741，0．1742 l 

J 0．8552，0．8553 J 

f一0．5182，一0．5181 I 

l 0．7747，0．7748 l 

l 0．6323，0．6324 j 

l一0．3399，一0．3398 l 

l一0．9405，一0．9404 I 

I一0．9738，一0．9737 l 

1 0．2274，0．2275 l 

l一0．9706，一0．9705 l 

f一0．2408，一0．2407 f 

{0．8520，0．8521 1 

[一O．5236，一O．5235] 

l 0．7525，0．7526 l 

1 0．6585，0．6586 I 

l一0．2847，一0．2846 I 

i一0．9587，一0．9586 l 

l 0．9485，0．9486 l 

[一O．3167，一O．3166] 

I一0．5099，一0．5098 l 

l 0．8602，0．8603 I 

[0．4903，0．4904] 

l一0．8716，0．8715 1 

{一0．9790，一0．9789} 

l 0．2043，0．2044 l 

1—0．9058，0．9057 l 

l一0．4240，一0．4239 l 

l 0．9147，0．9148 l 

l 0．4041，0．4042 l 

从 3种方法的计算结果可以看出，算法 3找到的非线性 

方程组的解的个数是最多的。这表明对于复杂问题 ，本文提 

出的区间算法 3在全局寻优的能力上有一定的优势，能保证 

不会陷入局部最优。 

结束语 凸优化的应用领域非常广泛 ，因其 目标 函数和 

约束条件的非线性性，对它的求解不像线性规划问题那样有 

完备的理论，所以设计能有效避免陷入局部最优的算法是解 

决凸优化问题的一大 目标 。本文提出的区间迭代算法 3在整 

个有界可行域内进行搜索，如果判定给定的区域内包含全局 

极小点，给出其区间包含，算法与准确全局最小点之间的误差 

可控，亦不会陷入局部最优。数值实验与遗传算法、模式搜索 

算法、模拟退火算法和数学软件内置的非线性方程组求解器 

进行 比较，表明区间迭代算法在求解一类凸优化问题上是有 

效的 在将来的工作中，基于区间算术的方法可推广到更一 

般的非线性规划问题，如不要求 目标函数和约束条件可微及 

具有凹凸性 。 
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