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关于修正冒泡排序网络的一簇猜想 

师海忠 马继勇 牛攀峰 侯菲菲 

(西北师范大学数学与信息科学学院 兰州 730070) 

摘 要 修正冒泡排序网络是互连网络设计 中的一个重要的 Cayley图模型，关于修正冒泡排序 网络的一簇猜想如 

下：对于任意的自然数 ≥3，修正冒泡排序网络 是 i个边不交的哈密尔顿圈以及 一2i个完美对集的并，其中1≤ 

号j。证明了当i=1，2时，这个猜想是正确的。 
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Abstract Modified bubble sort networks are important cayley graphs model in networks design．One variety conjectures 

of modified bubble sort networks were proposed as follows：for any integer ≥3，modified bubble sort networks are 

a union of edge-disj。int hamihonian cycles and n一2i per{ect matchings of Y．，and 1≤ ≤L号j．we pr0ved the c0njec～ 
tures are true for 一1，2． 
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1 引言 

在并行处理系统中处理机是基于互连网络而相互连接 

的。对于互连网络拓扑结构及其性质的研究是并行处理系统 

的一个重要课题。互连网络设计是一个多 目标最优化问题， 

这个 目标包括小的网络直径 、高连通度、可诊断性、可迁入性、 

可拓展性、哈密尔顿性等等l1 ]。 

互连网络常模型为一个无向图，图的顶点对应处理机，图 

的边对应网络的通讯连线[3 ]。星网络，冒泡排序网络和修 

正冒泡排序网络都是著名的 Cayley图模型_5 ]，它们都有很 

强的对称性和递归结构等很好的拓扑结构和性质。关于星网 

络已有了很广泛 的研究E ]，关于 冒泡排序 网络也有 了一定 

的研究。。。“]，但关于修正冒泡排序网络的研究却很少[”]。 

哈密尔顿性是互连网络的一个重要性质。一个图 G的 

哈密尔顿圈是指包含图G 的所有顶点的圈。本文的核心是 

提出了关于修正冒泡排序网络的一簇猜想：对于任意的自然 

数 ≥3，修正冒泡排序网络 是 i个边不交的哈密尔顿圈以 

及n--2i个完美对集的并，其中1≤ 号I；证明了当 1，2 
L 厶 J 

时，这簇猜想是正确的。 

2 预备知识 

定义 1 设 G是一个有限群，1是它的单位元，Q一{g ， 

gz，⋯，gn}是 G的一个生成子集且满足：1)g ∈Q gF ∈Q， 

2)1 Q。Cayley图是一个简单图，它的顶点集和边集分别如 

下： (r)=G，E(r)一{(毋， )lg『 g ∈Q)。 

定义 2 冒泡排序网络(bubble-sort network)是特殊 的 

Cayley图，在 Cayley图的定义中，令 G是 个符号 1，2，⋯，n 

上的对称群，Q一{g ⋯12 ·( 一1)( +1)i(i+2)⋯n}1≤ ≤ 

n--1}，则生成的 Cayley图称为冒泡排序网络，记为 。 

定义 3 一个对换就是指交换两个数的位置所得 的置 

换 。对换图(transposition graph)是一个无环图，它有 个顶 

点，用符号 1，2，⋯， 来表示，它的边( ， )对应于一个对换， 

即在 1，2，⋯， 中把 i和J交换得到的置换，我们称这个图为 

对换图。 

定义 4 当对换 图为长 ( ≥ 3)的圈时，该对换图的 

Cayley图称为 阶修正冒泡排序网络(modified bubble-sort 

network)，也称为 n圈网络，记为 。 

以上定义 l至定义 4所用符号均与文献[6]一致。 

修正 冒泡排序网络 y2， 和y4，如图 1所示。 

定义5 对修正冒泡排序网络 采用 i划分是指固定的 

顶点的第 i个位置为数字 k，记这样划分所得的子图为 ( 

(忌))，其中 14 ≤ ，1≤忌≤ 。对修正冒泡排序网络采用( ， 

)划分是指固定的顶点的第 i个和第 个位置分别为数字 忌 

和数字 z，记这样划分所得的子图为 (i(忌)， (z))，其中 1≤ 

， ≤72，1≤愚，z≤ ， ≠ ，走≠z。由 的对称性，令 i<j，同时 
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我们用 ( ，z)，J(z，忌))来表示 由 ( (忌)，J(z))和 ( 

(z)， ))的顶点的并在 中所生成的子图，其中1≤ <J：≤ 

，1≤五，Z≤ ， ≠ ，kvel。 
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图 1 修正冒泡排序网络 y2， 和 y4 

由冒泡排序网络，修正冒泡排序网络的定义及其划分定 

义可以得到如下结论 ： 

(1) ( (忌))同构于 一 ，其中 1≤ ≤ ，1≤忌≤ 。 

(2) (i(忌)，J(z))同构于 一z，其 中 1≤ i< ≤ ， 

1≤忌，Z≤ ，i≠ ，忌≠Z。 

3 主要结果 

3．1 关于 的一簇猜想 

猜想：对于任意的自然数，z≥3，修正冒泡排序网络 是 

i个边不交的哈密尔顿圈以及 一2i个完美对集的并。 

上述这簇猜想 ，是随着 i的取值 的增大而逐渐增强 的。 

即对于任意的1≤ < J号I，i=t的猜想总是强于i= 的 L 一 

猜想。也就是说，若当 —t时猜想成立，则当 —s时猜想一 

定成立 ；但若当 i=s时猜想成立 ，则推不出当 —t时猜想成 

立。当i=1时猜想成立，说明修正冒泡排序网络 是哈密 

尔顿图，当 l号l时猜想成立，说明修正冒泡排序网络 L厶一 

可哈密尔顿分解。 

3．2 猜想当 jf=1，2时的证明 

引理 1啪 对于 k正则的二部图G，图 G可以分解为不 

交的k个完美对集的并 。 

引理 2E ] (1)y3是边不交的 1个哈密尔顿圈和 1个完 

美对集的并； 

(2)y4是边不交的2个边不交的哈密尔顿圈的。 

引理 3[ ] Y5是边不交的 2个哈密尔顿圈 H1和 H2以 

及 1个完美对集 M 的并。 

证明：对 y5采用(1，5)划分，由定义 5知，可以得到 10个 

子图 y5(1( ， )，5(( ， )))，其中 1≤i， ≤5， < ，并且 i-j 

=--1(rood )或者 一i~1(mod )。首先，构造y5的1个哈密 

尔顿圈H1，使对于每个子图 (1( ， )，5(( ， )))的所有顶 

点在 H1中是连续的。哈密尔顿圈 H 在 y5各子图中的路 

如图 2所示。 

其次，让所有由交换第 1位置数字与第 4位置数字所生 

成的边作为 y5的一个完美对集 M。最后，y5中除去哈密尔 

顿圈 H1和完美对集 M 以外所剩下的边构成了 y5的另一个 

哈密尔顿圈 Hz。 
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图 2 Ha在修正冒泡排序网络 y5各子图中的路 

引理 4 y6是边不交的 2个哈密尔顿圈 H1和 H2以及 

2个完美对集  ̂和 M 的并。 

证明：对修正冒泡排序网络 y6采用 1划分得到 6个子图 

y6(1( ))，其 中 1≤ ≤ 6。由引理可知，这 6个子 图同构于 

Bs，在引理中，由于将由(1，5)置换所生成的边作为了完美对 

集M，因此 B5可分解成两个边不交的哈密尔顿圈的并。 

因此，在各子图 (1( ))中可得到形如 y5中的圈 H1的 

圈 脚 ，其 中 1≤ i≤ 6，即 H{一 <123456一P11— 123564— 

123654～ P12— 135624— 135642一 Pl3— 156342— 156432一 

P14— 146235— 146325一 P15— 163452— 163542一 P16— 

123456>， = (213564一P2—213654— 213564)，Hi： 

(315624一P3— 315642—315624>，H{一 <416235一 P4— 

416325～416235>，H5一 <516342一P5— 516432— 516342>， 

=<613452一P6—613542—613452>。如图 3所示，可将这 

6个子图的哈密尔顿圈 嘲 按图的方式合成 y6的哈密尔顿 

圈 H1。即 Hl一(123456一P11～123564—213564一Pz～ 

213654～ 123654一 P]2— 135624～ 315624一 P3— 315642～ 

135642一P13— 156342— 516342一 P5— 516432— 156432一Pl4 

— 146235—416235一 P4— 416325— 146325一 P】5— 163452— 

613452～ P6— 613542— 163542一 P16— 123456>。 

图 3 y6中的 H】 

利用相同的办法，在 y6的各子图 y6(1( ))中可得到形 

如 y5中的圈 H 的圈 Hi，其中 1≤ ≤6，即 H{=~123456-- 

O11—126435—126453一Ql2—152346--152364一Ql3—136452 

—

136425一Q 4—164235—164325一Ql5—145623—145263～ 

Q 6—123456>， 一(216435一Q 一216453—216435>，H2一 

(316452一 一 316425— 316452>， 一 <415623一 Q4～ 

● 

2  



415263--415623>，Hi一<512346一 ～512364—512346>， 

嘲 一(614235--Qs--614325--614235>。如图 4所示，可将这 

6个子图的哈密尔顿圈 磁 按图的方式合成 y6的哈密尔顿 

圈 H2。 

图 4 中的 Hz 

即 Hz (123456--011—126435—216435一Q 一216453 

—

126453一Ql2—152346—512346一 一512364— 152364一 

Q 3—136452—316452一 一316425—136425一Q4— 164235 

—

614235～Q6—614325—164325一Ql5—145623—415623一 

Q4—415263—145263一Ql6—123456>。由引理 1可得到 2个 

完美对集 M 和 M 。因而引理成立。 

注：在引理 4中，由于 y6的子图 y6(1( ))和 同构，在 

子图y6(1( ))中顶点 iaza。⋯a 对应 y5中的顶点 az a。 ⋯ 

口 ，其中，顶点 a a 3 ⋯ 是按照顶点ia za。⋯a 中的数字 

a ，勘，⋯，口 先后顺序。例如，顶点 241563对应顶点 31452， 

则 HI中的路 P 一123456一⋯～123564对应 y5中 H 的路 

12345_．．·一12453。 

引理 5 当 ≥5时，对 采用 1划分，在所得的任意子 

图 (1( ))中，对于子图中的任意一个哈密尔顿圈 H，圈 H 

中必然包含形如e=(ika。口 ⋯a ，ika。 a ⋯“ )的边，其中 1 

≤ ≤ ，1≤惫≤ ，且 i=fik。 

证明：由定义 5及其结论可知，对 采用 1划分，所得的 

子图 (1( ))同构于 ，由冒泡排序网络 的定义易知， 

在子图 (1( ))中形如 “一ika。a ⋯a 的顶点的个数为 m一 

( 一2)!，又因为 ≥5，贝0 m一( 一2)!≥(5—3)!一6，即 m 

／>6。由于圈H为子图 (1( ))的哈密尔顿圈，假设圈H中 

不包含形如 e：(ika3a4⋯ ，ika3 n 4 ⋯a )的边 ，并且令 Ul— 

ika3口4⋯“n，U2 ika3ta4 ⋯n ，“3一ika3 4 ⋯n ，且圈 H先 

后经过 U1， 2，U3，由于圈 H不包含边 e 一(”1，U2)，则 H一 · 

--U1_．-·一 _--·一哟_．-·，要使圈 H 由U2到达 均，则必经 

过边 ：(uz，“。)，否则与圈 H是子图 (1( ))的哈密尔顿 

圈相矛盾。所以假设不成立。即圈 H 中必然包含形如 e一 

(ika3口 ·a ，ika3，n4 ⋯口 )的边，其中 1≤ ≤ ，1≤忌≤ ，且 i 

≠忌。 

引理 6[13] 当 ≥3时，修正冒泡排序网络 是边偶泛 

圈的 。 

由引理 6可知，当 ≥3时，修正冒泡排序网络 中存在 

哈密尔顿圈，又由引理 4可知，当 一1时，猜想成立。即当n 

≥3时，修正冒泡排序网络 是边不交的一个哈密尔顿圈和 
一 2个完美对集的并。 

定理 当 ≥4时，修正 冒泡排序网络 是边不交的两 

个哈密尔顿圈 H 和 H2和 一4个完美对集的并。 
l 0 I 

证明：当 =3时，显然， ≤l号 1，i只能为1，因此要求 

≥4。由引理2，引理 3，引理 4知，当n=4，5，6时，定理成立， 

下证当 >6时，定理成立。 

假设对于任意的小于 >6的自然数 ，定理成立，下证当 

t=n时定理成立。 

首先 ，对 采用 1划分，得到 个子图 (1( ))，其中 i 

=1，2，⋯， 。由归纳假设及定义 5的结论知， (1( ))与 

B 一 同构，由于对于 一5和 一6时，把 由(1， )置换生成的 

边都作为了一个完美对集，由其证明过程可知，对于 中 

的边不交的两个哈密尔顿圈可不包含由(1， )置换所生成的 

边，即 一 中存在两个边不交的哈密尔顿圈 H 和 Hi，因 

此，在任意一个子图 (1( ))中存在该子图边不交的两个哈 

密尔顿圈 研 和 Hi。由引理 5可知，对于子图 (1(1))中的 

哈密尔顿圈 H}和 ，其必然包含形如 ek一(1ka。a ⋯％， 

lka。 n ⋯a )的边 ，其中 ：2，3，⋯， ，由于 肼 之间彼此同 

构，H{之间也彼此同构；并由引理 3的证明可知，存在某条边 

1＼∈H}，其中 eI1=( ， )，uI—lka3口4⋯a ， 一lka3 口4 ⋯ 

口 ，使得 1=( ， )， =kla3a4⋯a ， =kla3 a4 ⋯a ， 

则 1＼∈H{∈ (1(愚))，其 中忌一2，3，⋯， 。对于子图 (1 

(1))和子图 (1(忌))，去掉边 和 ，添加边(越， )和 

( ， )，则可将子图 (1(1))和子图 (1(忌))各 自的哈密 

尔顿圈 H}和H{合成这两个子图顶点的并在 yn中生成的 

子图的一个哈密尔顿圈，让 k取遍 2到 的 一1个 自然数可 

将 个子图各 自的哈密尔顿圈 H 合成 的一个哈密尔顿 

圈 H 。同理也可将 个子图各 自的哈密尔顿圈 H 合成 

的一个哈密尔顿圈Hz。由归纳假设可知，Hl和 H2彼此之 

间边不交，因此，在 中存在边不交的两个哈密尔顿圈 H 

和 H2，对于 ，将 H1和 H2的边从中 去掉，显然所得的 

子图是 一4正则的连通二部图。由引理 1知，该子图可分解 

为不交的 一4个完美对集的并 ，因此对于任意的 >6，修正 

冒泡排序网络 是边不交的两个哈密尔顿圈 H 和 Hz和 
一 4个完美对集的并。 

综上所述，当 ≥4时，修正冒泡排序网络 是边不交的 

两个哈密尔顿圈 Hl和 H2和 一4个完美对集的并。 

结束语 提出了关于修正冒泡排序网络的一簇猜想，证 

明了当 =1，2时，猜想成立 ；当 ≥3时，猜想成立的证明以及 

修正冒泡排序网络的其它性质有待于进一步研究。 
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时间的增大而迅速提升，这是因为 802．11Ext的传输协作模 

块和接收协作模块一同发挥作用。 
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图 3 不同节点暂停时间下的仿真结果(场景 3) 

4)不同的发包速度 

图 4结果显示 ，随着发包速度 的递增，网络负载逐渐加 

重，网络中数据报文碰撞和拥塞的概率增大，导致 AI)DV协 

议各项评价指标有不同幅度的降低。特别是分组投递率，在 

802．1la Mac路由下出现大幅下滑，甚至出现了近一半的数 

据包传输丢失的情况；相反在 802．1lExt接人方式下分组投 

递率保持相对平稳，无大幅波动现象，这跟802．11Ext协议的 

物理层跟踪技术是分不开的。 
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图4 不同节点发包速度下的仿真结果(场景 4) 

结束语 本文使用网络仿真器 NS-2．33，在多种测试场 

景中对 AODV协议分别采用 802．1la和 802．11Ext两种不 

同的 Mac层接入方式进行了性能分析。实验结果表明，802． 

11Ext具有明显的优势特点。在这个模型中，帧捕获能力是 

很重要的一个特性，它允许接收端区分 Mac帧的帧头和数据 

部分，使用不同的标准来处理它们 ，这种技术在提高通信模型 

的稳定性方面作用 明显 。同时，NS-2中 WirelessPhyExt和 

802．11Ext可以支持多种调制机制，并可为每个帧设置不同 

的编码方式，这一优点可以直接促使 Mac帧在传输过程中拥 

有更短的传输延时，更适合移动网络。 
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