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求解非线性约束问题的混合粒子群优化算法 

张利凤 胡小兵 

(重庆大学数学与统计学院 重庆 401331) 

摘 要 将处理约束问题的乘子法与改进的粒子群算法相结合，提 出了一种求解非线性约束问题的混合粒子群算法。 

此算法兼顾了粒子群优化算法和乘子法的优点，对迭代过程中出现的不可行粒子，利用乘子法处理后产生可行粒子， 

然后用改进的粒子群算法来搜索其最优解，这样不仅减小了粒子群算法在寻优过程中陷入局部极小的概率，而且提高 

了搜索精度。数值试验结果表明提出的新算法具有搜索精度更高、稳定性更强、鲁棒性更好等特点。 
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Hybrid Particle Swarm Algorithm of Solving Nonlinear Constraint Optimization Problems 

ZHANG Li-feng HU Xiao-bing 

(Department of Mathematics and Statistics，Chongqing University，Chongqing 401331，China) 

Abstract Combining a multiplier method which deals with constraint problems with improved particle swarm optimiza- 

tion algorithm。a new hybrid particle swarm optimization algorithm was proposed for solving non-linear constraint prob— 

lems．The new algorithm  takes advantage of the particle swarfn optimization algorithm  and the multiplier method，for 

the non-available particle appearing in the iterative process，using the multiplier method tO produce feasible particle，and 

then search its optimal value by improved particle swarlTl optimization．Thus it can not only reduce the probability of 

falling into loca1 minim um，but also can improve the search accuracy．And the num erical tests show that the proposed 

new algorithm  has the characteristics of validity and searching for more precise particle and better robustness． 

Keywords Non-linear constraint optimization，Particle swarm optimization algorithm ，Multi plier method  

1 引言 2 乘子法求解混合约束优化问题 

粒子群优化(particle swan~optimization，简称PS0)算法 

由 Kennedy和 Eberhar{1_于 1995年提出，Yuhui Shi和 Eber- 

hartc ]于 1998年提出了一种改进的粒子群算法，也就是在基 

本粒子群算法上添加了一个惯性因子 来控制 PSO算法的 

收敛趋势。作为一种新的智能算法，粒子群算法由于其参数 

少、结构简单、收敛性快等优点，迅速在智能算法中的应用中 

占有一席之地。近年来，一些随机的方法，例如遗传算法、差 

分进化算法、粒子群优化算法等都已经成功应用到约束优化 

问题中。而粒子群优化算法由于其简单易行，并且收敛速度 

快，受到国内外学者的广泛关注。利用随机性优化方法来求 

解约束问题时，处理好约束条件是取得优化效果的关键。文 

献[3]利用可行基规则来处理约束条件，提出了带有可行基规 

则的混合PSO算法来求解约束优化问题；文献[4]中把违背 

函数称为一个目标函数，利用双目标来处理约束条件，提出了 

自适应的PSO算法来求解约束优化问题；文献[5]中提出了 

基于外点法的混合粒子群优化算法来求解约束优化问题。本 

文利用乘子法处理约束条件，把粒子群优化与乘子法相结合， 

提出了一种新的处理约束优化问题的方法。数值试验表明， 

新算法具有有效性、通用性、稳健性 ，是一种有潜力的算法。 

通常一个约束优化问题可以表示成一个带约束集的线性 

和非线性规划问题。一般地，一个混合优化问题可以表示如 

下 ： 

rrain，( ) 

1《 毋( )≤o，1≤i≤ 

【 ( )一O，1 ≤z 

其中， = (-271，娩，⋯， )，于是 目标 函数 ，(z)： —R；昏 

(z)： —R， 一1，2，⋯ ， ；hi( )： 叫  ， 一1，2，⋯ ，Z。 

对于不等式约束，通过引入松弛变量 z一(zl， ，⋯， 

) ，将上述模型转化为等式约束的问题： 

fmin ) 

．  吕i( )+ 一0 1≤ ≤m 

L ( )一0，1≤ ≤z 

利用等式约束的乘子法，将上述问题转化为无约束的优 

化问题 ，于是得到一个增广目标函数： 

唑1F(x，“，c，z) ，( )+量讥t( )+ C乌" 2(z)+去 
· t 1 

乏<Emax(0，麓+嚼(z))] 一 ) 

式中， 与 C为罚因子，且 一+。。，对于上述极小化问题 ，我 
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们先考虑问题rninF(x， ， ，c)的求解来消去 z。实际上，从 

Zi相互独立可知，上式的关于 的极小化问题也就是求解问 

题： 

n{地(gi(x)-~-zi。)+号(gi(x)q-zl ) } 
一 1，2，⋯ ， 

令 一毋( )+者，则上式的无约束优化问题可化为二次凸规 

划求极小的问题 ： 

min --~u／Vf+ 让。 
口  

s．t。 ≥ (z) 

令 一o，解得 =一 可得问题的约束最优解 及最优 目 

标值 ，即： 

眦 x{毋c 一 ) 
：地 +÷( ) 

I地g ( )+号(毋(z))。，若 一 (z)≥一 
一  

l一去 2， 若 一一詈>毋(z) 
由于 ： 

g (z)+号 ( )一去[2c啦g ( )+f ( )] 
一

赤[(c＆(z)+讹)。一 ] 

因而，上式的两种情况可以合写成统一的表达式： 

<Emax(O，他+cgi( ))22-- ) 

从而得到新的增广目标函数为： 

F(x，“，c)一，( )+蚤辘̂ ( )+专善瑶(z)+杰善1 1 厶f一1 L f 
<[max(0，u／+嚼 ( ))]。一 > 

其中， 的迭代公式为： 

=max(0， D+ckg ( ‘ ))， +∞ 

(本文中取 uo：0，Ck=O．1×2k)，且计算的停止条件可以用约 

束条件： ’一 ( ‘ )+( )。≈o表示。 

即 ： 

2y(k)一 {∑ ( )0)吉 

一  [nmx( ∞ 警)"1<e 
时停止计算。 

3 基本粒子群优化算法 

1995年，Kennedy和 EberhartE 提出基本 的 PSO算法， 

1998年 Yuhui Shi和 EberhartE。 提出了一种改进的粒子群算 

法 ，后来被称为标准粒子群算法。即在 D维搜索空间中，第 i 

个粒子的位置和速度可分别表示为X 一(五'1，嚣．z'⋯， ， ) 

和 一[ ll’ ，2'⋯， ，d]，其中 ：1，2，⋯，N。通过评价各 

微粒的目标函数，确定 t时刻每个微粒所经过的最佳位置 

(pbest)P 一( l1'Pi，2，⋯，P )以及群体所发现的最佳位置 

(gbest)P ，并按如下公式来更新 自己的位置和速度 ： 

，J
(￡+1)一ccJ让， (f)+c1 rl(Pl，J(￡)一五，J(￡))+ 

C2rz(Pg， ( )一丑， (￡)) (1) 

Xl， ( + 1)=五，J(￡)十 ，J( +1)， =1，2，⋯，d (2) 

式中， 为权惯性因子，c 和cz为正的加速常数，n和r2为在 

0和 1这之间均匀分布的随机数。另外，通过设置微粒的速 

度区间[‰ ，‰ ]和位置区间[‰ ，z一 ]，则可以对微粒的移 

动进行适当的限制。 

其中式(1)的右边由 3部分组成，第一部分反映当前速度 

的影响，联系粒子当前的状态 ，起到了平衡全局和局部搜索的 

能力 ；第二部分反映认知模式(cognition moda1)的影响，即粒 

子本身记忆的影响，使粒子具有全局搜索能力 ，避免陷人局部 

极小 ；第三部分反映社会模式(social moda1)的影响，即群体 

信息的影响，体现粒子间的信息共享 ，由于加速因子 c 'f2是 

认知模式和社会模式的影响因子，因此也可以通过调整 c 和 

cz的值来平衡种群的多样性与收敛性。 

4 混合粒子群优化算法 

近年来，一些随机的方法，例如遗传算法、差分进化算法、 

粒子群优化算法等都已经成功应用到约束优化问题中。在用 

粒子群算法解决约束优化问题时，处理好约束条件是取得优 

化效果的关键 ，但由于粒子群算法在寻优过程中容易陷入局 

部极小，因此我们将粒子群算法和乘子法结合起来解约束优 

化问题，即在粒子群算法随机搜索的粒子中，如果所搜索的粒 

子不满足约束条件，则用乘子法计算得到的结果来替换，如果 

所得结果较优 ，则更新最优位置，否则继续搜索。由此，基于 

乘子法的混合粒子群优化算法求解约束优化问题的基本流程 

如下 ： 

Stepl (初始化)设置当前迭代代数 t~---1，确定种群的大 

小 N，搜索空间的维数D，在整个搜索空间产生 N个粒子的 

初始位置z 和速度口?，如果某个粒子 ( =1，2，⋯，N)不满 

足约束条件，则 以 为初始点，用乘子法计算得到结果( ) 

替换 ，并计算适应值。 

Step2 将(替换后)第 i个粒子的最好位置P 设置为该 

粒子的当前位置， 设置为种群中最佳粒子的位置。 

Step3 对粒子群中所有粒子执行如下操作： 

Step3．1 根据式(1)和式(2)，更新每个粒子的速度与当 

前位置。 

Step3．2 如果每个粒子 b27i(￡)不满足约束条件，则 以 Xi 

(￡)初始点，用乘子法计算得到结果(五(￡)) 替代麓(￡)，并计 

算每个粒子的适应度。 

Step3．3 如果 当前粒子的适应度优于 自身的 P 适应 

度，则设置A等于此粒子的当前适应值。 

Step3．4 如果当前粒子 i的适应度优于 P 的适应度 ， 

则设置 等于此粒子的当前适应值。 

Step4 让 ￡= +1，返回 Step3，直到获得一个预期 的适 

应值或 t达到设定的最大迭代次数时停止。 

5 数值例子及分析 

我们选取常见的测试函数来检验新算法，以下这些例子 

都是常用的带约束条件的函数优化问题，约束条件有等式约 

束、不等式约束以及两者的混合，测试函数如下 ： 

例 1 
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fmin，(z)=O．5x1 --xl～5zf 

gl( )一O．01x2西一 to．01xz tO．o005xlx3≤ 1 

【70％x1≤150；1％x2≤30；o．5％x3≤21 

例 2 

fm．in_厂( )=168x1 2+3651．2x1x2z +40000xj 

J s．t．g1( )=1．0425x1z ≤1 

．《g2( )=O．00035xlx2≤1 

fg3( )一1．25xg 4+41．63xF ≤1 

l40％x1≤44；40％x2≤45；60％x3≤7O；0．1％x4≤1．4 

例 3 

fmin_厂( )一z1 

￡．g ( )=一百1 z +号zz一去8 ≤1 

l g ( )一击z{+击z；一号．z2≤1 
【1％xl≤5．5；1％xz≤5．5 

例 4 

fm．in，(z)=169×(xl+x2+1)／(37xl+73x2+13)× 

l 
(∞+2xz+1)／(63xl--18x2+39) 

l s． ．gl(z)一5xl--3x2≤3 

【1．5％xl≤3；2％x2≤3．5 

例 5 

rmin_厂(z)=(xl+ 2+z3)(2x1+觑+x3) 

J ( l+2Xz+2x3) 

I s．t．gl( )一(xl+2x2+幻 )̈ (2xt+2x2+ 3) 。≤1O0 

L1％x1≤3；1％x2≤3 

例 6 

m_in，(z)一西+ +z1 2—14x1—16x2+( 3—10) + 

4( 4--5) + (z5--3)+2( 6—1) +5 + 

7(xs--11) +2(x9—10)。+ ( lo--7) +45 

gl( )一105—4动 ～5勘 +3x7—9蕊≥O 

g2 )=--3(xl一2)。一4(x2—3) 一2蠢+7 4+120≥O 

g3( )=～lOxl+8x2+17幻--2x8≥0 

g4(z)一一 一2( 2～2)。+2xlz2--14x5+6x6≥0 其中 

gs(z) 8xl一2 --5x9+2x1o+12≥O 

g6( )一--5x}～8娩一( --6) +2x4+40≥O 

g7( ) 3Xl--6x2—12(x9--8)。+7xl0≥0 

gs(z)一--0．5(xl--8) ～2(zz--4)。--3xl+蕊+30≥O 
一

10．0≤矗≤ 10．0( 一1，2，⋯ ，i0) 

rman，(z)一--0．5(x~x4---T2．~3+X3-~9---~5-2：9+ 

{ X5X8一铂X7) 

t．g1( )一蠢+瑶一1％0 

I g2( )一 ；～1≤o 

I g3(z)一矗+ --1≤O 

Ig4(z)= +( 2一z9) 一1％o 

lg5( )一( 1一曲)。+(靓一勘) -1≤o 

lg6(z)一(xl一幻)。+(靓一 )。一1≤o 

I g7( )一(z3一z5)。+(x4一z6)。一1％0 

lgs(z)一(如一z7) +(z4一z8) 一1％0 

Ig9(z)一 +(z8一z9) 一1≤O 

I gl0(z)~-x2x3--x1．2：4≤O 

I gl1( )：--X3-2：9≤O 

I 2( )=蕊幻≤0 

{gl3(z)--~-X6．2：'7一弱X8≤0 

L—lO％x ≤10(i=1，2，⋯，8)，O≤勘≤2O 

例 8 

rfun八  ) h (x1)十 l2(x2) 

5． ．h1(z)=一 1+300一 c。s(1．48477一z6)+ 

0．
百
90 7 98~

cos(1．47588)4758~)：O 1五 。 L u 

h2(z)一一 一西x
l

3

．

x

u

4
， cos(1．48477+x6)+ 

c0S(1．47588)=0 

( )一一舀 一 sin(1．48477+x6)+ 

10．9 0798~s (1
． 47588)=0 

4̂( )=200一 X‘丽3X4 sin(1。48477一如)+ 

0．9 0798x~3 
s (1．47588)= 0 

O≤x1％400，O≤ 2≤1000，340％x3％42o， 

340~x ≤420．一】O00~x ≤ 】000．0≤ z <O 5236 

A(z1)： 

(Xg)一 

I 31 l，30o≤z1<4o0 
(28x~， O％xz<100 

29 ， lO0％x~<200 

L30x2， 200％xz<1000 

例 7 表 1列出测试函数运行结果的比较。 

表 1 测试函数运行结果的比较 

为了对比，我们将新算法与文献 [5—9]进行 比较，文献 

[53利用外点法来处理约束条件，把粒子群算法与外点法 

相结合来解决 约束优 化问题 ，文献[6—9]分别采用确定性 
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的全局优化方法求解约束优化问题，本文中的新算法及其 

比较见表 2。 
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表 2 新算法与文献[5—9]运行结果的比较表 

从表 2可以看出，新算法在 50次的搜索过程中，基本上 

找到了最优解 ，同时对最优解 的寻找也提高了一定的搜索精 

度，特别对于例 1，例 2，例 3，例 4，新算法找到的最优解 和最 

优值都比文献[5—9]要好，显示了新的算法具有更高的稳定性 

和更好的鲁棒性；例 6、例 7、，例 8是高维复杂的约束优化问 

题，通常被认为是用进化算法很难优化的复杂函数，从表 1可 

以看出新算法基本上找到了最优解，但是我们可以看出新算 

法在求解高维的约束优化问题时容易陷入局部极值，并且运 

行的时间也比较长，如何克服这一缺点提高算法的寻优性能 

也是我们今后进一步研究的课题 。 

结束语 对解决混合约束优化问题，本文提出了基于乘 

子法的混合粒子群算法来求解约束优化问题 ，该方法主要是 

· l88 · 

利用乘子法来处理在算法迭代 中出现的不可行粒子 ，设计 出 

新的混合的粒子群优化算法。通过乘子法的引入来处理约束 

条件，可以减少适应值函数的复杂性，提高计算结果的可靠 

性。数值实验显示了新算法的有效性、通用性和稳健性，是一 

种有潜力的全局优化算法，但对高维函数的优化，效果仍然不 

是很理想，如何能克服这一缺点 ，提高算法的寻优性能是我们 

今后进一步研究的课题 。 

参 考 文 献 

[1] Kennedy J，Eberhart R C Particle swalln optimization[c]∥ 

Proc．IEEE International Conference on Neural Networks． 

Perth，Australia，IEEE ServiceCenter，Piscataway，NJ，IV：1942— 

1948 

[2] Shi Y，Eberhart R G A Modified Particle Swarm Optimizer[-c]∥ 

Proc．of the IEEE CEC．1998：69—73 

[3] He Qie，Wang Ling．A hybrid particle swaITn optimization with a 

feasible-based rule for constrained optimization[J]．Applied 

Mathematics and Co mputation，2007，186：1407—1422 

[4] Lu Hai-yan，Chen Wei-qi．Self-adaptive velocity particle swalTn 

optimization for solving constrained optimization problems[J]． 

Journal of global optimization，2008，41(3)：427—445 

[53 高岳林 ，李会荣．非线性约束优化问题的混合粒子群算法[J]．计 

算数学，2010，32(2)：135—146 

[6] Shen Pei-ping，Jiao Hong-wei．A new rectangle branch-and-pru- 

ning approach for generalized geometric programming[J]．Applied 

Ma thematics an d Co mputation，2006，183：1207—1038 

[7] Shen Pei-ping，Jiao Hong-wei．Linearization method for a class 

of multiplicative programming with exponent[J]．Applied Ma the- 

matics and Computation，2006，183：328—336 

[8] Shen Pei-ping，Zhang Ke-cun．Global optimization of signomial 

geometric programming using linear relaxation[J]．Applied 

Mathematics and Co mputation，2004，150：99—114 

[9] Zhang Min，Luo Wei-jian，Wang Xu—fa．Differential evolution 

with dynamic stochastic selection for constrained optimization 

[J]．Information Sciences，2008，178：3043—3074 

[-10]王凌，刘波．微粒群优化与调度算法[M]．北京：清华大学出版 

社 ，2008：39—40 


