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增广 Lagrange函数优化算法在稀疏信号重构问题中的应用 

杨俊杰 刘海林 

(广东工业大学应用数学学院 广州510006) 

摘 要 针对稀疏信号恢复的 优化模型(O<声≤1)，提出了一种可行稳健的增广Lagrange函数优化算法。该算法 

通过构造精确罚函数的方法，设置有限的增广因子参数，有效地避免了类似于传统FOCUSS迭代算法中出现的计算 

病态性问题，从而极大提高了信号恢复的精确度。为解决大规模的信号重构问题，还引入 了共轭梯度法，以促进算法 

加速收敛。最后，仿真结果表明，改进型的增广Lagrange函数优化算法较大程度提升了稀疏信号重构的能力。 
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Application of Augmented Lagrange Optimization Algorithm to the Sparse Signal Reconstruction Problem 

YANG Junl_jie LIU Hai-lin 
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Abstract To solve the problem of finding sparse solutions from optimization model(O<p~1)，this paper presented a 

kind of novel robust approach based on the augmented Lagrange optimization algorithm．This method introduces precise 

penalty function by setting limited value of augm ent factor to enhance the precision of signal recovery。which also avoids 

the problem of ill-condition computation happened in traditional FOCUSS algorithm．For dealing with large scale prob— 

lem，Conjugate Gradient method was cooperated with the augm ented Lagrange optimization algorithm to accelerate the 

convergence speed．Finally，computer simulations illustrate the performance on strengthenin4~the recovery ability of signa1． 
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1 引言 

近些年来，利用欠定线性方程理论将有限数据样本进行 

稀疏信号重构的问题成为了信号处理研究的热门话题。由 

Donoho[朝等人提出的压缩感知理论表明：只要信号是可压缩 

或者具有稀疏转化性质，就可以通过与观测矩阵不相关的变 

换基矩阵将观察的高维信号投影到一个低维空间上，然后利 

用求解相应的优化模型就可从该低维空间中以高概率恢复出 

源信号。鉴于该理论在信号压缩恢复方面上具有不可比拟的 

优势，本文重点讨论如何应用压缩感知理论来解决稀疏信号 

重构问题。 

稀疏信号重构模型可以表达为： 

X—AS ’ (1) 

式中，x一[ ， z，⋯， ] ∈ 是 m维的观测信号向量， 

A一[n ⋯an]∈ 为已知的变换基矩阵，s一[s ⋯ ] ∈ 

则为n维稀疏源信号向量，源信号个数 ，z远远大于观察信号 

的个数m。稀疏信号重构问题就是根据模型(1)，在已知 A 

和x的情况下求解欠定线性方程组恢复出源信号S。 

如果仅仅依靠观察信号向量 X与混叠基矩阵A的信息， 

从模型(1)中获得的源信号 S的解将有无穷多个，这对于实 

际应用来说是毫无价值的，但现实中信号所具有的稀疏性质 

为信号重构带来了可能。基于信号稀疏性的前提假设，用于 

信号重构不同类型的优化模型被提了出来：首先由Donho[3 

本人提出的构建最小化 Z 范数优化模型，通过求解线性规划 

问题进行稀疏信号的恢复。但是就大规模的问题而言，线性 

规划的方法在运算时间上花费较长。基于 z 范数的最小二 

乘法_2]可以用于大规模问题的求解，但是信号的稀疏性必须 

事先知道，这容易造成约束条件设置的困难。 

另外一种主要的途径就是构造 模优化模型(O< ≤ 

1)，即通过非线性优化目标将约束目标转化为无约束问题进 

行求解。由Gorodnitsky等_g]提出来的 FOCUss(F0ca1 Un— 

derdetermined System Solver)算法对于信号重构是一种有效 

实用的方法，它不需要增加约束参数的设置，同时计算复杂性 

低，适合于大型问题的求解。当然 FOCUSS算法也存在着欠 

缺的地方，比如该算法在收敛迭代时容易出现计算病态性，抗 

噪声的能力也较差。 

基于以上的分析，本文尝试通过运用增广Lagrange函数 

法求解 模优化模型来改善 )CUSS算法，通过构造精确罚 

函数的方法以及设置合理的增广因子，推导出一种改善型的 

迭代公式，避免了F()CUSS算法中出现的计算病态性问题。 

同时采用共轭梯度法加快算法迭代收敛的速度，综合得到一 

种具有更高恢复精确度的信号重构算法。 
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2 改善型增广 Lagrange函数优化算法 

2．1 基于 模约束的 DCUSS方法简介 

FOCUSS算法的目标就是将解能量局部聚焦在为数不 

多的几个源信号上而让其他信号取值为零，从而实现信号的 

稀疏化。稀疏信号重构问题可用如下的 优化模型(O< ≤ 

1)表示。 

mird(s)一∑I Sf I P 
害 (2) 

s．tX=AS 

Rao等人[4]通过构造Langrange函数的方法将该约束优 

化模型转化为无约束优化问题： 

L(S，．=【)一∑l I P+A (AS--X) (3) 

经过数学推导可以得到最终的求解公式： 

S=II一 (S)A (AH一 (S)A )一 X (4) 

式中，Ⅱ (s)=diag(I Sl I。 ⋯l I )。式(4)是一个关于 

S的隐式方程，因此可以通过迭代的方式得到方程解： 

S‘ + )一II一 (S‘ )A (AII一 (S )A )一 X ‘ (5) 

不妨记式 中的对称矩阵 为AII (S )A ，这就是 

FOCUSS算法中的信号重构迭代公式。由于 优化模型的 

目标就是恢复出具有充分稀疏的信号，因此迭代式(6)中的对 

角矩阵II(S )随着算法的迭代会变得愈加稀疏，这势必会加 

重矩阵 的病态程度，造成计算上的困难。特别是针对带 

噪声的欠定稀疏信号模型，FOCUSS算法对此类问题的处理 

往往表现不佳，恢复精度较低。 

尽管FOCUSS算法存在着上述的欠缺，但是该算法在实 

际应用中被证明是一种行之有效的方法技术，因此很多学者 

针对FOCUSS算法的缺陷提出了许多的改进方法。对 FO— 

CUSS算法的改进主要分为两种方向：一种是通过奇异值或 

者正则化手段_8 改善上述矩阵求逆的特性；另一种则是利用 

最优化的方法缩短矩阵 求逆的运算时 ，加速算法的 

收敛速度。 

2．2 应用增广 IIagrange函数法求解 P优化模型 

本文引入增广 Lagrange函数法来求解 优化模型。增 

广Lagrange方法[6]也称为乘子法，是拉格朗日函数的改进型 

算法。常用的外罚函数法通常要求增广因子逐渐趋于无穷 

大，这使得目标函数的Hesse矩阵趋于病态，造成计算结果的 

不稳定。而增广Lagrange函数法通过构造精确罚函数，对增 

广因子的选择只需其大于某个正数(阈值)就能保证极小化函 

数收敛到原来优化问题的最优解。同时乘子法在收敛迭代次 

数上也明显少于一般的罚函数方法，理论和实际应用表明乘 

子法是一种求解优化问题的优秀方法。 

针对优化模型(2)，我们用构造序列无约束优化问题 
n r1 

~nF(S， ，G)一∑IR I 十 (X--AS)+ ll x—As 
= l 厶 

(6) 

的解来逼近原问题的解。式(6)对增广因子 G 的引入可以理 

解为是对模型中出现的噪声进行惩罚，以期达到噪声抑制的 

目的。对上式关于S求优化梯度方向： 

OF
；一 曼号 +A +GA (AS—x) (7) ．) d-) 

经过数学推导，可以得到如下方程解的表达式。 

s= ( II(S)+ATA) AT(GX--~) (8) 
乙  ̂

由于m<<，z，因此我们通过矩阵变换来优化迭代方 
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式 ： 

( Ⅱ(s)+ATA)一1AT一 Ⅱ一 (S)AT(-~aII—l t
Jk P 

(S)A +D一 (9) 

类似于FOCUSS算法，我们同样使用迭代的方法来重构 

源信号： 
1 ‘ 

s‘ )一六II (s )A (AII (s )A + D 
L嚏 L／ 

( X-2 ) (1O) 

其中，记 

G 一(AII (s )A + D (11) 
L／k 

bk一( 一GX) (12) 

从式(11)中可以看出，矩阵 G 是一个对称的正定可逆方 

阵，根据增广 Lagrange函数法，增广因子 取值只需取一个 

递增但是有限的正则实数就可让式(10)收敛到最优解，因此 

式中的增广因子 可选择为线性递增的参数： 

+1：Co+ ，n>0 (13) 

式中，Co与 a为常数，Langrange乘子向量 也通过迭代的方 

式获得 ： 

九+1=扎+G (AS ’一X) (14) 

从式(11)可知，矩阵G 随增广因子的迭代更新仍然保持 

可逆，这就避免了出现 FOCUSS迭代算法中所述的病态矩阵 

的可能，同时也就保证了恢复算法的精确度。 

2．3 引入共轭梯度法加速算法收敛 

在增广Lagrange函数优化算法迭代式(1O)中，令： 

Yk=G- bk (15) 

对于大规模问题而言，在每次迭代中对矩阵G 的求逆是 

整个算法运行时间中开销较大的一块，若将向量 的求解看 

作是线性方程组GYk一 的求解，则我们可以利用共轭梯度 

法(CG法)l_5]加速求解线性方程组的运行效率，提高算法的 

实用性。 

共轭梯度法(CG法)l_5]是目前处理大型对称正定线性方 

程最为优秀的方法之一。简言之，共轭梯度法就是一种利用 

每一步迭代前点的最速下降方向来生成关于矩阵G 的共轭 

方向，并建立求目标函数极小点的方法。共轭梯度法通过对 

每步剩余量Rk=Gcck—b的计算，生成新的迭代共轭方向 

及相应步长a ，从而对目标解进行迭代更新。由于CG法具 

有二次终止性，因此该算法只需通过有限步迭代就能达到收 

敛的目的。CG迭代收敛速度还直接与矩阵 的条件数有 

关，条件数越小收敛速度越快。对于增广 Lagrange函数法， 

由于增广因子 G 取值稳定，G 的条件数也相应维持在固定 

的小范围内，因此用共轭梯度法可以明显缩短迭代式(10)的 

运算时间，提高整个算法的运行效率。 

综上分析，给出增广Lagrange函数优化算法流程如下。 

步骤1 设置算法终止参数￡0以及共轭梯度法迭代阈值 

e，k=l。初始化S =El，⋯，1] ×1)， 一Eo，⋯，O] ×1)，设定 

总迭代次数为N。计算 Ⅱ (s ’)，计算 Ⅱ (S )，将第k次 

迭代增广因子设置为表达式 G—Co+ ，常数 c=。与n为经 

验设置值，乘子向量 按式(11)更新，通过式(14)、(15)生成 

矩阵G 及向量 b 。 

步骤2 输入 ， ，运用共轭梯度法进行迭代，当剩余 

量 范数值小于阈值￡时输出中间解向量 ，将其代入式 

(1O)更新源信号S Ⅵ ，k=k+1。 

步骤 3 若 l_s‘ 一s‘ 【l≤￡o算法终止，输出重构源 



信号 S ；否则返回步骤2继续迭代。 

算法流程的评价：增广 Lagrange算法属于序列优化算 

法，这种算法满足线性收敛性，同时适合于数值仿真，解决大 

规模复杂问题。增广因子的选择跟算法的收敛关系密切，考 

虑到增广函数精确罚函数的特点以及上述算法提到的迭代矩 

阵病态性的影响，增广因子选值范围应限制在较小范围。 

3 数值仿真实验及结果分析 

我们使用属性为 Intel(R)Pentium(R)，Dual E2180@ 

2．00GHz的个人 电脑在 Windows XP专业版本上运行 FO— 

CUSS算法以及本文增广 Lagrange函数优化算法，运行效果 

用信噪比公式衡量： 

 ̂ II c一冬II 
SIR(S，S)：--20log10( )l-dB3 (16) 

l】u Il F 

式中，lI·li F为 Frobenious范数。 

例 1 我们尝试用文献1-21中提出的带噪声稀疏信号恢 

复仿真办法来进行实验。假设变换基矩阵 A E Rz ，该变 

换基矩阵随机产生且按行进行正交化，源信号 S∈R ，其中 

有k个元素的值取幅度士1，观察信号按照 X=AS+E产生， 

E是服从N(O，0．01。D的高斯白噪声。 

本例通过仿真实验评价源信号稀疏程度变化对本文算法 

以及 FOCUSS 算法的恢复结果。具体做法如下：每次将源信 

号起作用的个数 k固定，然后进行 1O次相同条件的仿真实 

验，信噪比取其平均值，k的取值依次从 1取到5O。两种算法 

的P都设置为0．9，算法迭代最长次数为 3O次，终止参数 ￡0 

为0．01，增广因子为经验表达式 G=5+k“ ，而共轭梯度法 

的迭代总次数设为 1O次。仿真结果如图1所示。 

起作用深信号的个奴 

图 1 两种算法在不同稀疏程度的信噪比比较 

从图中相比较可知，在不同稀疏程度上改进的增广函数 

法都要比FOCUSS 算法高出lO分贝以上，抗噪声能力得到 

了明显的增强。从图中还可以看出，增广 Lagrange函数优化 

算法恢复的精度受起作用信号个数的影响不大，而典型的 

FOCUSS 算法则随稀疏度变化存在着较大的起伏。整体而 

言，改进型的增广 Lagrange函数优化算法要优于 F(X；USS 

算法 ，是一种稳健有效的方法。 

算法选代次数 

图2 两种算法迭代矩阵 Ht与G 的条件数比较 

我们对例中两种算法出现的迭代矩阵 与迭代矩阵 

的条件数的变化趋势也作一个比较，得到的结果如图 2所示。 

可以明显地看到，F()CUss算法中的迭代矩阵 条件数随 

迭代次数呈指数型增长，呈现病态的特点，而本文算法得到的 

迭代矩阵G 的条件数一直很小且十分稳定。该比较进一步 

印证本文2．1节的分析，因此有理由相信本文算法无论在恢 

复精度还是稳健性上都要优于F()CUss算法。 

例2 考虑大规模的带噪声稀疏信号恢复模型在实际仿 

真中可以确定取值如下 ： 1024， 一4096，k一160，将 夕同 

样设置为0．8，噪声为方差0．01的高斯白噪声，具体的构造 

模型方法同上。 

图3所示为 FOCUSS 算法与增广 Lagrange函数优化算 

法重构信号的对比，可以看出恢复的信号几乎与源信号一致， 

恢复效果十分明显。 

⋯1IlIJ⋯Il1I⋯⋯l⋯ ⋯I 。 
¨̈ 川lI驯⋯ lIIl 『llll 1 ． 

0 50o 1000 1500 加 ∞  2500 姗 娜 40o0 450O 

(I) 
reeonstmaet~l 譬tIll x 

⋯⋯ lI lI1l⋯⋯I⋯ ⋯l ‘ 
⋯ II驯IIIIIlI lll川IlIIl II ． 

恤) 

(a)原始信号；(b)增广 Lagrange函数优化算法信号重构图 

图3 稀疏信号重构图 

从表1的结果还可以得到以下结论：增广Lagrange函数 

优化算法比FOCUSS 算法在带噪声大型稀疏信号重构模型 

中不仅在恢复信号精度上有了很大的提升，而且在整体运行 

时间上也有了很大的缩短。 

表 1 两种算法在精度及运行时间上的比较 

例3 针对例2中的大规模带噪声稀疏信号恢复仿真模 

型，本文再继续做进一步的强化仿真。假设：(1)混地矩阵A 

非正交但按列进行单位化，源信号起作用时刻幅值为士1。 

(2)混地矩阵A非正交但按列单位化，源信号起作用幅值不 

再是单位长度，而是由随机函数 rand产生。针对这两种假设， 

我们将增广因子分别设置为经验表达式 G=5+ko． ，G= 

5+k“ ，模型的其他参数不做更改，分别进行 3O次迭代以后 

恢复得到源信号。表2及表3是两种情况下本文算法与 FO- 

CUSS算法的恢复精度以及运行时间的对比。由于模型复杂 

程度增加，两种算法在恢复精度上要比前两个例子较低，但还 

是可以明显看出本文算法无论在时间和精度上都要优于传统 

的 F()CUSS 算法。 

表 2 假设(1)下两种算法在精度及运行时间上的比较 

表 3 假设(2)下两种算法在精度及运行时间上的比较 
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结束语 本文针对 FOCUSS算法迭代公式中容易出现 

计算病态性的问题，提出了应用增广Lagrange函数优化算法 

解决 模优化模型，实现信号的重构。该算法通过精确罚函 

数的方法改良迭代公式，同时应用共轭梯度法加快了算法的 

收敛速度，整体上提高了信号的恢复精度，使得研究成果更具 

有实际的意义。 

参 考 文 献 

[1] Gorodnitsky I F，Rao B n SparseSignal Reconstruction from 

Limited Data Using FOCUSS：A reweighted minimum norm al— 

gorithm[J]．IEEE Trans，Signal Process，1997，45(3)：600—616 

[2] Kim S-J，Koh K，Lustig M，et a1．An Interior-Point Method for 

Large-Scale 11一Regularized Least Squares[J]．IEEE Journal on 

Selected Topics in Signal Processing，2007，1(4)：606—617 

[3] Donoho n Compressive sampling[J]．IEEE Trans on Informa— 

tion Theory，2006，52(4)：1289—1306 

[4] Rao B D，Kreutz-Delgado K．An affine scaling methodology for 

best basis selection[J]．IEEE Trans．SignalProcess，1 999，47 

(1)：187-200 

[5] Noeedal J，Wright S J．Numerical Optimization[M]．New York： 

Springer—Verlag，2006 

1-6] Magnusr R．Multiplier and gradientmethods[C]，f the Second In— 

ternational Conference on Co mputing M ethods in Optimization 

Problems．San Remo，Italy，1968 

[7] He Zhao-shui，Cichocki H A，Zdunek R，et a1．Improved FO- 

CUSS method with conjugate gradient iterations[J]．IEEE 

Transactions on Signal Processing，2009，57(1)：399—404 

[8] Cand~s E J，Wakin M B，13oyd S P．Enhancing spasity by re1 

weighted 11 minimization[J]．Journal of Fourier Analysis and 

Applications，2008，14(5／6) 

[9] Gorodnitskya I F，Georgeb J S，Raoa B n Neuromagnetic source 

imaging with F0CUSS ：a recursive weighted minimum nolTn al— 

gorithm[J]．Electroencepha1ography and Clinical Neurophysio- 

logy，1995，95(4)：231—251 

[1O]张贤达．矩阵分析与应用[M]．北京：清华大学出版社，2004 

(上接 第 157页) 

4 实验测试与结果分析 

在支持度相同的情况下比较两个算法的运行时间。实验 

采用 FIMI Reposito中的 BMS-POS产品交易记录数据集_8]及 

由IBM提供的数据生成器所产生的合成数据集。FIMI Re— 

posito数据集包括 515，597条数据，我们选取其中的10，000条 

作为实验数据；数据生成器所产生的数据集近似服从正态分 

布，共 12000条，平均每条包含 25个项 目。所设计的实验方 

法如下：设定支持度阈值从 1％到1O％。对于两个数据集，分 

别比较 FGC和NSFGC算法的运行时问。实验结果如图2所 

示 。 

图2 两种算法运行时间的比较 

从上述实验结果可知，NSF( 算法在支持度为 10％的 

时候，运行时间要少于 FGC算法。并且，随着支持度的减小 ， 

NSF( 算法的优势也越发明显。合成数据集近似服从正态 

分布，NSFGC更易发挥优势。虽然合成数据集交易比 FSMI 

数据集多 2000条，但其速度能达到 FGC处理后者的速度。 

实验证明NSFGC算法是快速有效的。 

随着人数的变化，两个算法运行时间的变化如图3所示。 

其中，选定支持度为5 。 
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图3 阈值变化示意 

根据用户对购买商品的人数比例的需要，我们选取动态 

的阈值来达到时间上的优化。通过图3看出，随着人数比例 

减少，本算法运行时间与 FGC相比明显减少。并且在大部分 

情况下，本程序都能快速找到频繁项目集。由于人数比例由 

用户决定，使用户掌握一定的主动性并积极参与挖掘过程，在 

增加系统可用性的同时提高了算法的执行效率。 

结束语 本文提出了一种改进的 FGC算法。相对于一 

般的约束关联规则挖掘算法，它更关注与用户交互方面的改 

进。通过简洁性约束和正态分布的运用，在算法的规模和时 

间上有了一定程度的改善。未来的工作可以从扩展算法的其 

他约束或结合频繁闭项目集上着手。 
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