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摘 要 P_集合(Packet sets)是把动态特性引入到有限普通集合 X 内(Cantor set X)，改进有限普通集合 X得到的一 

个新的数学结构与数学模型。P_集合是由内p-集合XF(interna1 packet set Xv)与外 P-集合XF(outer packet set XF) 

构成的集合对；或者，( ， )是 P_集合。P_集合具有动态性。利 用 P_集合，给 出内 p-推理(internal packet reaso- 

ning)、外P_推理(outer packet reasoning)、p-推理(packet reasoning)与推理模型的图形表示；p-推理的结构是：if(d：， 

+1) ( F+1，《)，then((z)F +1，( ) ) ((z)：，(z) +1)。给出内p-推理与信息删除定理、外P-推理与信息补充定理、 

P_推理与信息删除一补充定理、P_推理与普通推理关系定理、信息单位圆、内p-推理信息圆、外P_推理信息圆概念、P-推 

理信息圆的动态特性定理、推理信息圆一未知信息的内发现准则、推理信息圆一未知信息的外发现准则。利用这些结 

果，给出内p-推理在未知内一信息发现一辨识 中的应用。因为 P-推理是一个动态过程 ，给 出p-推理的属性扰动特征、内 

P_推理的内p-扰动定理、外 P_推理的外 P_扰动定理与 P_推理的 P_扰动定理。在内p-推理中，因为 内p-扰动存在，使 

得 内p-推理结论中的信息丢 了部分信息元；在外P_推理中，因为外 P_扰动存在，使得外 P_推理结论 中的信息被补充了 

部分信息元。P-集合是智能信息系统中的一个应用前景看好的新模型、新方法。 

关键词 P_集合，P_推理，信息删除，信息补充，信息单位圆，未知信息发现，应用 

P-reasoning and P-reasoning Discovery-identification of Information 

SHI Kai—quan 

(school of Mathematics and System Sciences，Shandong University，Jinan 250010，China) 

Abstract By embedding the dynamic characteristics into the finite Cantor set X and improving it。a novel mathematics 

structure and model was obtained，which is p-sets(Packet sets)．p-sets is a set-pair composed of internal p-set (in— 

ternal packet set Xv)and outer P-set XF(outer packet set XF)，or(XF，XF)is P-sets．Based on P-sets，internal P-rea— 

soning(internal packet reasoning)，out p-reasoning(outer packet reasoning)，P-reasoning(packet reasoning)and the dia— 

grammatic representation of reasoning model were given．The structure of P-reasoning is‘‘if( ， +1) ( F+
1 ， 
F)，then 

(( ) +1，(z)：)=》((z)：，( ) 1)’’．A few theorems were presented，which are internal P-reasoning and information de— 
leting theorem，outer P-reasoning and information supplementing theorem，P-reasoning and information deleting-supple— 

menting theorem，the relation theorem of P-reasoning and general reasoning and so on,A few concepts were given， 

which are information unit circle，internal P-reasoning information circle and outer P-reasoning information circle．The 

dynamic characteristics theorem of P-reasoning information circle was given, The internal discovery and outer discovery 

criterion of reasoning information circle-unknown information were given,By using the results，the application of inter— 

nal packet reasoning in the unknown internal information discovery-identification was given,The attribute perturbation 

characteristic of P-reasoning，internal P-perturbation theorem of internal P-reasoning，outer P-perturbation theorem of 

outer P-reasoning and P-perturbation of P-reasoning  were obtained using the dynamic characteristic of P-reasoning．In 

the internal P：reasoning ，owing  to the existence of internal P-perturbation，part inform ation in the interna l P-reasoning 

conclusion is lost．In the outer P-reasoning，owing to the existence of outer P-perturbation，part inform ation is supple— 

mented into the outer P-reasoning conclusion．P-sets is a novel model and method with good application prospect in the 

intelligent information system． 

Keywords P,sets，P-reasoning ，Information deleting ，Inform ation supplementing，Inform ation unit circle，Unknown  in— 

formation discovery，Application 

1 引言 

有限普通集合(Cantor set X)X一{ 1，X2，⋯， }cU具 

有 3个特性：I．X具有边界确定性 ，IL X具有精确性，III．X 

具有静态性。特性 I，II，III潜藏在有限普通集合 X内；1965 

年之后，人们才注意到特性 I，II，III，例如 X一{x ，X2X3， ， 
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z }是由 5个男人组成的集合，x内没有女人；显然，集合 X 

的边界具有确定性。X内有 5个元素 5／71，X2zs，z ，32s，X内 

的元素个数是精确的；显然，集合 x具有精确性。x内有 5 

个元素 1，3L"2 5723，,724， 5，不允许 X之外的元素Ŷ 进入 X 内， 

或者 ∈x；也不允许 X内的元素z 离开 x，或者 五 x； 

iE(1，2，3，4，5)；显然，集合 X具有静态性。特性 I，II，III容 

易被人们接受与认可。 

1965年，杰出学者 I ．久 Zadeh教授用“边界不确定性”代 

替“边界确定性”，改进了有限普通集合 X，提 出了模糊集合 

(Fuzzy sets)~ ，给出了模糊集合的数学结构与模糊集合的图 

像l1]，如图 1所示。 

A： [O，1] 

r+A(r) 

个 ) 

卜⋯⋯ ⋯⋯⋯～ I ／ ＼ 

一 — — >l 
U是论域 ，X 是 U上的非空有限普通集合 ，A是 (叉)上的模 

糊集合，A( )E[O，1]是J：Ex关于模糊集合A的隶属函数。 

图 1 

例如，A是被定义在 X(==U上的一个“老年人”模糊集合， 

如果 6O岁是老年人，那么 61岁是不是老年人?63岁是不是 

老年人?显然，“老年人”模糊集合的边界是不确定的。事实 

上，若 6O岁被定义成“老年人”，则 61，63，⋯，7O，78等都应该 

是老年人 ；这些人“老年”的程度是不相同的。 

1982年，杰出学者 z．Pawlak教授用“近似性”代替“精确 

性”改进了有限普通集合 X，提出了粗集合(Rough sets)(R一 

(x)，R一(X))[ ，给出了粗集合的数学结构与图像 ，如图 2 

所示： 

R～(X)一U[-z]一{ lxEU，[ ] X} 

R (x)一U[z]一{ I=rEU，[z]nx≠西}(R一(x)，R 

(X)) 

式中，R (x)是 X(二=U的下近似，R一(x)是 XcU的上近似； 

(R一(X)，R一(x))是 X U的 R_粗集合；R是等价关系。 

一

lU 

l 
=== ==。 l 
＼I 
／L  

{ 

R-(X)，R-(X)分别是 XCU 的 F近似 ，上近似 ；X是 U上 的有 限晋 

通集合，X用不规则的封闭曲线表示；(R一(X)，R一(x))是 XcU的 

R一粗集。R (X)，R (X)用粗实线表示。 

图 2 

因为集合 XcU的边界不规则；用 R一(X)，R (X)共同 

“近似逼近”集合 X(图 2中用不规则的封闭曲线表示 X)；或 

者，用(R一(x)，R (x))近似地表示集合x。模糊集合在信 

息系统中的多个应用领域中得到了应用_l ；粗集合在信息系 

统中的多个领域中得到了应用l_6 。 

2008年，文献[11，12]用“动态性”代替“静态性”改进了 

有限普通集合 X，提出了P_集合(Packet sets)，给出了PL集合 

的数学结构与图像l_1 ]，如图 3所示。 
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(X ，X ) 

{( ， )}iE ， ∈J 

x是U上的有限普通集合，X用虚线表示；XF是x的内P一集合，x 是 

x的外 P_集合，xF，xj 用实线表示；() ，x )是 XCU的 p-集合。 

图 3 

因为 X内的一些元素被删除(X的属性集 内被补充一 

些属性)，X变成X ，X X；因为 X外的一些元素被补充到 

X 内(X的属性集 内被删除一些属性)，X变成X ，X X ； 

因为 x内的一些元素被删除，同时x外的一些元素被补充到 

内，得到图 3。 

人们 自然提出一个问题 ：用“动态性”代替有限普通集合 

X的“静态性”，改进有限普通集合 X得到 P_集合；或者，把动 

态性引入到有限普通集合 X中，改进有限普通集合 x得到 

P_集合 ，P一集合具有动态特性。能否利用 P一集合，得到一个新 

的推理模型?利用这个新的推理模型能否发现不曾被人们事 

先知道的未知信息?这是因为：在一类重要信息系统(例如， 

水下 目标跟踪识别，隐形运动目标的辨识)的应用研究中，人 

们要求事先知道：信息的特征集(属性集)发生变化，原来的信 

息将变成什么?这显然是一个推理过程。 

本文利用 P_集合的结构与动态特性，给出内 P_推理、外 

P_推理与 P一推理；给 出推理定理 、推理扰动定理、推理信息 

圆；利用这些研究 ，回答人们提出问题。 

为了便于讨论，先给出两个预备概念 ，这两个预备概念对 

于接受本文给出的讨论是重要的。 

集合的属性特征 

给定有限普通集合 X {z ，zz，⋯， }，x具有属性集 

合a一 ，a2，⋯慨 }，例如：X { 】， 2， 3，z }是 4个具有红 

色、甜味的苹果 z ， z， 。，．2C 构成的集合，属性 一红色，属 

性 2一甜味；集合 X一{z1，3,72，z3， 4)具有属性集 口一{口1， 

}。如果在 a内补充一个属性a。一重量 100克，a变成a 一 

{al，口2， 3}；集合 X一{zl，z2，z3，oZ"4}变成集合 X 一{ l，,273}。 

如果在 内删除属性 ， 变成a 一{ ， s}；集合 x一{z ， 

2，z3，X4}变成 一{z】，z2，Lz3，-z4，z5，z6，．／77， 8}。集合的 

属性特征，容易被人们接受 。 

元素迁移族与元素迁移 

F一{ ，-厂2，⋯，． )被称作元素迁移族Ⅲ] ”J，V E F被 

称作元素迁移[1113 ；fEF的特征是： uEU，“∈X，fEF把 

变成 ，(“)一z ∈X；或者，]pEV， ，fEF把 变成 

( —a Ea。这里：X是元素集合，a是属性集合，u是有限元 

素论域， 是有限属性论域。 一{一f ，一f2，⋯， }被称作元素 

迁移族El~-1 3]，V ∈F一被称作元素迁移⋯州；7E F的特征 

是： z Ex，fEF把z 变成7(z )一 x；或者， 嘶Ea， 

fEF一把 变成 ，(∞)一屉 a。在应用中，fEF，fEF是一 

个给定的函数(或者变换)。 

为了讨论的方便 ，又保持本文内容的完整，容易接受本文 

给出的结果，把 P_集合引入到本文的第 2节中，作为本文的 

理论准备。 



2 P-集合与它的结构 

约定 U是有限元素论域，V是有限属性论域，X是 U 

上的有限非空普通集合 ，o／是 上的有限非空属性集合。 

2008年，文献[11，12]把动态特性引人到有限普通集合 

X内，改进有限普通集合 X，给出： 

给定集合 X一{ 1，z2，⋯， }CU， 一{o／1，o／2，⋯，o／k)CV 

是 X 的属性集合 ，称 是X生成的内 P．集合(internal pack～ 

et set )，简称 XF是内P-集合，而且 

XF—X～X一 (1) 

x一称作 x的 一元素删除集合，而且 

X一一{ IxEX，7(z)一“ x， ∈ } (2) 

如果 的属性集合a 满足 

口 一口U{o／ I-厂( )一口 Eo／，fEF} (3) 

式中，#Ev，fl-~-o／,fEF把p变成厂( —a ∈a；x ≠ 。式(1) 

中 XF一{ 1， 2，⋯，x )，p≤q；P，qEN 。 

给定集合 X一{z1，x2，⋯， }CU， 一{m，o／2，⋯，o／k)CV 

是 X 的属性集合，称 ，F是 X 生成的外 P_集合(outer packet 

set XF)，简称 XF是外 P_集合，而且 

X ’=XUX (4) 

X 称作 X的F_元素补充集合，而且 

x 一{ luEU，“ x，-厂(“)一z ∈X，fEF) (5) 

如果 的属性集合a 满足 
一  一 {辟I7(啦)=届‘ a，7∈F) (6) 

式中，啦Eo／，7∈F把o／i变成f(o／i)一层 a； ≠ ；式(4)中XP一 

{-z1，z2，⋯ ，x }，q≤r；q，reN 。 

由内fL集合 ，F与外P_集合 构成的集合对，称作有限 

普通集合 x生成的P．集合(packet sets)，简称 PL集合，而且 

( ，XF) (7) 

x称作 P_集合(XF，x )的基集合(基础集合)。 

由式(3)得到 ： 
⋯  

一 。 (8) 

满足式(8)的内 P_集合 XF是 

霹 XL ⋯ XF (9) 

由式(6)得到： 

毒 ⋯ (1O) 

满足式(10)的外 P_集合 是 

Xf Xf ⋯ X01 XF (11) 

利用式 (9)、式(11)，式(7)变成 

{(XF，x )I ∈L． ∈J} (12) 

式(12)是 P_集合 的一般表达式；I，J是指标集 (index 

set)。 

式(12)指出：PL集合是由若干个集合对(XF， )构成的 

集合对族。 

由式(1)一式(6)，式(8)一式(11)得到： 

定理 1 若 F— = ，则 P_集合与有限普通集合x满足 

(XF，X )F：F：d—X (13) 

定理2 若 F— 一 ，则 p-集合与有限普通集合 满足 

{( ， )l ∈J，JEJ}r：F： 一x (14) 

式中，XCU是有限普通集合；(XF，XF)，{(xF， )I iE I， 

JEJ)是 P-集合；F一{A，，2，⋯，厶 )， 一{I1， ，⋯， }是 

元素迁移族；F是元素迁移 构成的集合， 是元素迁移7j 

构成的集合。式(13)、式(14)的证明由式(1)一式(6)直接得 

到 ，证明略。 

式 (13)、式 (14)指出：在 F— 一 的条件下，P_集合 

(XF，X )，{( ，研 )l iE L ∈J)回到有限普通集合 X的 

“原点”；或者，在 F— 一西的条件下，P_集合(Xp，XF)， 

{(XF，霹)f iE J， ∈J)被还原成有限普通集合 x。 

P_集合的动态特征 

若在属性集 a内不断地给予属性补充，X的属性集 a变 

成式(8)，则集合 X变成式(9)，集合 X变成一个内P_集合串， 

集合 X具有了内一动态特性(X向内收缩)。若在属性集 o／内 

不断地给予属性删除，x的属性集a变成式(1O)，则集合 x 

变成式(11)，集合 X变成一个外 P_集合串，集合 X具有了外一 

动态特性(X向外扩张)。若在属性集 o／内不断地给予属性补 

充，同时又在属性集 a内不断地给予属性删除，则集合 X变 

成集合对(XF，xF)；或者，集合 x变成若干个集合对(xF， 

孵 )；(Xr， )，{( ，x )liE J， ∈J}是 P_集合，P_集合具 

有了动态特性。 

利用 2节中的概念，3节中给出： 

3 P-推理生成与普通推理的关系 

约定 在 3，4节的讨论中，2节中的 XF，X，xF分别记作 

(z) ，( )，(z) ；或者，(z) 一XF，( )一X，(z) 一XF；不弓I 

起误解。 

称( )一{ ，x。，⋯，而}是 U上的一个信息，如果( )具 

有属性集 o／， 

口：{o／1，o／2，⋯，o／ ) (15) 

称( ) 是(z) 的内 FL推理生成信息，简称(z) 是 内 

P_推理信息，如果(-z) 的属性集a 与(z) 的属性集 F+ ， 

(z)：与(z)，+1满足 

if F then(z) (z)： (16) 

if ，then(x)~+ (-z) 称作内P_集合生成的内p- 
推 (internal packet reasoning)，简称内 p-推理。aF F+1称 

作内p-推理条件，(-z)F (-z)：称作内p-推理结论。其中，k 

E(1，2，⋯，n一1)； 与 F F+ 等价；(z)F_ (-z)：与 

(Iz) (z) 等价。 

在式(16)中，若 F一口，则式(16)变成 

if d a ，then(z) (z) (17) 

式(17)中的(-z) 与(．z)，满足：(z) 一{ ，z ，⋯，Xp) {z ， 

x2，⋯，zq)一(z)；户，qEN 。 

图 4给出式(16)的直观表示。 

，矗 

《 — 

内被补充属性， 变成 (z)}内被删除元素，(z)}变成 

d l， 
F
L  

F

+1； ( )F+1，(z)F+1 ( )f； 

， 1CV ( ) ，(z)F+1cU 

图 4 

称(z) 是(z) 的外 P_推理生成信息，简称(z) 是外 

P_推理信息，如果(z) 的属性集a：与(z) 的属性集丢 ， 
( )̂F与L ， F+1满足 

if ，then( ) (-z) (18) 
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if F+1 ，then(-z) F Lz，川F 称作外 P-~ NSb 

P-~tN(0uter packet reasoning)，简称外 P-~tN。 1 称 

作外 P_推理条件，(-z) ( ) 称作外 P_推理结论。 

在式(18)中，若 一口，则式(18)变成 

if a，then(z) ( ) (19) 

式(19)中的ix) 与( )，满足：ix)一{ ，zz，⋯， } { ， 

z2，⋯ ，-z }一(-z) ‘；q，rEN 。 

图 5给出式(18)的直观表示。 

内被删 除 属性， 变成 

矗 ， [ ； 

， 1c v 

)f内被补充元素，(z)f变成 

(z)矗1，(-z) [(-z) 1， 

( )f，(z)F．1cU 

幽 5 

称((z) ，(z) )是(z)的内 p-推理与外 p-推理生成信 

息，简称(( ) ，(z) )是P-~ {g息，如果(af， )与 

(af̈， )，((z) ，(z) )与(( ) ，( ) )满足 

if(。 ， ) ( F )then(( )F_。，( ) ) (( )：， 
(-z) ) (2o) 

if( ， 1) ( F+ ， )then((z)P_。，(z) F， F ， 
(z) ) 

称作 P_集合生成的 P_推理(packet reasoning)，简称 P_推理。 

(af， ) (a 。， F)称作P_推理条件，((z) ，(z) ) 

((Lz) ，( ) )称作 P_推理结论。 

若 一a， 一a，则式(2o)变成 

if(a，d )=》(a ， )then(( ) ，(z)) ((-z)，(z) ) (21) 

称 

{((z) ，(z)女F F，(z) 1)IkEI} (22) 

是 PL推理生成的 P_推理信息族 ，简称 P_推理信息族。 

式(2o)中，( F+ ) ( F+ ， )表示： aF+ ， 
a ；k= l，2，⋯ ， 一 1。 

定理3(内p-推理与信息删除定理) 若(_z) 是(z) 的 

内p-推理信息，则存在信息V(z) 。满足 

(z) 1≠ (23) 

式中， (z) F是( )：在内P_推理中从(z)：内删除的信息元 

构成的信息 ， (z) 一(-z) 一(z) 一{ ， 2，⋯， )一 

{z1， 2，⋯， }一{z声+l，Xp+2，⋯， )。 

定理4(外p-推理与信息补充定理) 若( ) 。是(z)：的 

外 P_推理信息，则存在信息 △( )㈩F满足 

△( ) l≠{5 i24) 

式中，△( ) 是(-z) F在外 P_推理中从(z) 外补充到( ) 内 

的信息元z 构成的信息，△(z) 一(z) 。一(z) 一{zt，zz， 
⋯ ，z }一{3gl，z2，⋯，zq)一{ q+1， +2，⋯，z，}。 

定理 3，4分别从图4，5直观地得到，定理 3，4的证明略。 

定理5(p-推理与信息删除一补充定理) 若(( ) ， 

( ) )是p-推理信息((z)：，(z)：)的P_推理生成，则 

· L 。 

((z) ，( ) )一((z) 一 (z) ，( ) u△(-z)0 ) 
(25) 

式(25)表示：( ) 一( ) 一V( )F+ ，( ) __ 一ix)f U△ 
(z) 。 

证明：因为(．z)P- 是(z) 的内P_推理信息，则(z) 与 

(z) 满足式(16)：( )F+ ( )：；或者(z)F+ (z) 。由式 

(16)得到(z)I 的属性集 F+ 与(z) 的属性集 满足 F 
F+1；或者 ，口 F+1，card( F)≤card( F+1)，这里：card—car— 

dinal number。显然，存在 ( ) ≠ ；从(z)：内删除 

(z) 得到(z)F_ 。利用式(18)，容易得到：(z) 一( ) U 
△(z) F+

l。 

定理6(P_推理与信息的属性定理) 若( (z)F十 ， 

△( ) )是 p-推理信息((-z) ，(z) )生成的差信息，而且 

( (z)：+1，△( )：+1)一 (26) 

则内P_推理信息( )：的属性集a 与内 推理信息(z) 的 
属性集 F+。，外P_推理信思LzJ F刖属任果a F与外 P_推理信息 

( ) 的属性集 + 分别满足 

一 { l啦E F+ ，7( )一犀 F+ ，7∈F}一 (27) 

U{啦 1 EV，辟 ，7( )一a Ear，厂∈F)一 
(28) 

式(26)表示： ( ) 1一 ，△( ) 一声； (z) 是内P一推理 

信息(．z) 生成的差信息；△(z) 是外 P_推理信息(z) F生成 

的差信息。 

证明：式(26)等价于 (z) 一 与 △(z) 一j5。对于 

( ) 。，利用式(16)得到：(z) (z)：；或者，( ) 

(-z)：；(z) 的属性集 F+ 与(z)：的属性集 满足：《 。； 

或者， F F+ 。若 ( ) 一j6，则( ) 与( )；具有相同的 

属性集；显然，从 F+ 内删除属性集 {届l啦E％F+ ，f(ai)一 

层m∈ F+1，7∈ ；或者 F+ 一{届l岱∈ F+ ，7(啦)一层 蠢 ， 

7∈F]一 ，得到式i27)。式(28)的证明与式(27)类似，证明略。 

推论 1 若v(z) 一 ，则内 P-推理信息(z) 的属性集 

：与内P-NgtNf~息(z) 的属性集 + 满足 

(a 一{ l啦E F+ ，7(∞)一犀 F+ ，7∈F})一 一{＆ 

(29) 

推论2若△(-z) 一 ，则外p-推理信息(z)：的属性集 

a：与外P_推理信息(z) 的属性集 + 满足 

( U{∞ I辟EV，辟 ，7( )一 Ear，-厂∈F))一 
一  (3o) 

定理 7(P-推理与普通推理第一关系定理) 若 F—F一 

，则p-推理与普通推理满足 

{if(。F》《，a：=争口)then((z)：= ( )，( )= (z) )}F=F=≠一 
{if a then( ) } (31) 

证明：利用 2节中的式(1)一式(3)，F一{fl，_厂2，⋯， }， 

F一{一f ，f一2，⋯， }得到： 

=aU{al l J9lEV， a， ( )一a Ea，flEF} 

=afU{az l EV， ∈ ， ( )一az Ear， EF} 

； 

一  U{an l EV， F 一 ， ( )一a ∈ ， 

∈F} (32) 

__
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(z) 一(-z)一(uj fXl∈( )， (z1)一“1 (z)，f—lEF一} 

( )}一( )f～{地l ∈(z)f， (x2)一地 ( )f，I2∈F} 

； 

(z) 一( ) 一{ I z E(z) ， (3gn)一 ( ) 1， 

∈F} (33) 

若F一{f)， 一{7}，则式(32)，式(33)变成 

if{a (口U{口 lpEV， a，厂( —a E ，fEF}))， 

then{(( )一{“JxE(-z)，7(z)一“ ( )，?EP)) (’z)} 

(34) 

令a 一aU{a lZEV， a，f(f1)一 ，fEF)，(z) 一(z)—— 

{“IxE( )，7( )一“ ( )，7∈ }；由式(34)得到 

if a= a ，then(x) =》(z) (35) 

若F— 一 ，则式(35)中的a与 ，( ) 与( )分别满 

足：口一a ，(z) =( )；式(35)变成 

if d，then(x) (35) 

因此，得到式(31)。 

式(35) 就是被人们经常使用的普通推理。 

定理 8(P-推理与普通推理第二关系定理) 若 F—F= 

，则 P_推理与普通推理满足 

{if( ， F a)，then((x)： (-z)，(z) (z)f)}F=F： 一 
{if{2o，then(-z)。) (36) 

证明：利用 2节中的式(4)一式(6)，F={_厂1，_厂2，⋯， }， 
一 (-1， ，⋯， )得到 

- -~-{2-{ 1{21E{2，7-(∞)一卢1 a，一f EF一} 
=  一 { J ∈ ，-2( z)= ，72EF) 

i 

一 毒 一{ l ∈口嚣_ ， ( )一 矗 ， EF一} 

(z)f一(z)U{z1 lUlEU，u1 (z)，_厂1(“1)一 l E(z)， 

-厂l∈F} 

( ) 一( ) U{ f 。∈U， ( ) ，厂2( z)一 。 E 

(-z) ，-厂2EF} 

； 

( ) F一(z) 1 U{Iz l‰EU，‰ (z) 1， ( )一 ∈ 

( ) F一1， EF) 

若 F一{f}， 一(7}，得到 

if{({2--{ lmE{2，7(口1)一 ∈口，一fEF一}) 口)， 

then{(z) ((z)U{ 1 l“1 EU，u1 ( )，f(u1)一 l E 

( )，fEF})} 

令 一a一{岛IalE{2，7(m)一卢l a，?EF)，( )。一( )U 

{x1 I EU，“1 ( )，f(u1)一 ∈(z)，fEF}，贝4有 

if => ，then( )= (1z)。 

若F一 ，则 与口，( )。与( )分别满足 =口，( )。一 

(z)；得到 

if ，then(z) 

得到式(36)；if a，then(z)是人们经常使用的普通推理。 

由定理 7，8得到： 

命题 1 在动态一静态条件下，P_推理是普通推理的一般 

形式，普通推理是 P_推理的特例。 

利用几何的直观方法，对 3节中的结果再认识，4节中给 

出 ： 

4 P_推理信息圆与它的动态特征 

给定( )一{z1，z2，⋯， )，{2--~-{m，a2，⋯， }是(z)的属 

性集，y称作(z)生成的信息值集合，而且 

y一{yl，y2，⋯，yq} (37) 

称 y是(x)的信息尺度(scale)，而且 

y：ll y lI／ll y ll (38) 

式中，II y ll一( + +⋯十 ；)号是向量 y一( ，y2，⋯， 

yq) 的 2一范数 ，y一( ，yz，⋯，Y ) 是信息值集合 y：{Y ， 

Yz，⋯，Y }生成的向量。 

称 yF是内 P_推理信息( ) 一{-z ，-z。，⋯，z )生成的信 

息值集合，而且 

一 {yl，y2，⋯ ，y ) (39) 

称 是(z) 的信息尺度(scale)，而且 

yF— l1 yF ll y ll (40) 

式中，(z) 具有属性集 ；(-z) 的属性集 与( )的属性集 

满足：a ；ll yF ll一( }+ ；+⋯+ )吉是向量yr=( 1， 

y2，⋯，yp) 的 2一范数 ；yF一( 1，y2，⋯，yp) 是信息值集合 

yF一{yl，y2，⋯，y }生成的向量。 

称 是外 P_推理信息(-z)F一{ ， z，⋯，-z }生成的信 

息值集合，而且 

y 一{_)，1， ，⋯ ，yr) (41) 

称 是(z) 的信息尺度(scale)，而且 

yF—ll ll／ll y lI (42) 

式中，(z) 具有属性集a ；(z) 的属性集 a 与(Lz)的属性集 

满足： a；Il yF ll一( }+y；+⋯+ )专；式(37)，式 

(39)，式(41)中的 P，q，r满足：p≤q≤rip，q，rEN 。 

以坐标原点 0为圆心，以信息尺度 7为半径作圆 ， 称 

作(z)生成的信息单位圆。 

称0F，0F分别是内P_推理信息圆，外 P_推理信息圆；如 

果 的圆心是坐标原点0，半径是信息尺度 )，P；如果OF的 

圆心是坐标原点 o，半径是信息尺度 7F。 

这里：0F是( ) 生成的信息圆， 是(z) 生成的信息 

圆。 

称 一0F是由内P_推理信息圆 与外P_推理信息圆 

构成的 P_推理信息环 ； ，()F分别称作 OP一 的内_边 

界，外一边界。 

图6给出信息单位圆 ，内 P_推理信息圆 0F，外 P-推理 

信息圆0F’，P-推理信息环 0P一 的直观表示。 

、 00 o 

。、＼＼ 
～ 、

．  ＼ 
、、＼、、o ＼ 

0 l | 
o ＼ 

、 ＼ 、～ 
＼～  

信息单位圆 y是 的半径， 被信息(z)生成； 用虚线表示。内P_推理 

信息圆OP， 是O 的半径，O 被内p-推理信息(-z) 生成；GP用实线表 

示。外P_推理信息圆OF， 是OF的半径，O 被外PL推理信息(z)F生 

成；oF用实线表示 一0 是由o 与O 构成的 p-推理信息环。 

图 6 

· 5 · 



 

容易得到： 

定理9(内一同心圆定理) 若( )：是(z)的一个内P．推理 

信息，则(-，，) 生成的内 p-推理信息圆 是信息单位圆O 的 

一 个内一同心圆，而且 

(=_]fCO (43) 

式中，0是( )生成的信息单位圆，符号“ ”表示0f被包围在 

0内。 

定理 10(外一同心圆定理) 若(z) 是(z)的一个外 P_推 

理信息，则( ) 生成的外 p-推理信息圆 是信息单位圆0 

的一个外一同心圆，而且 

( (44) 

式中，符号“(==”表示 被包围在O外。 

定理11(P-信息环定理) 若((z)：，( ) )是(z)的一个 

P_推理信息，则(( )：，( ) )生成一个信息环，而且 
—  

(45) 

，G 分别是信息环 O 一 的内一边界与外 边界。式 

中 ， ≠ ，k， ∈(1，2，⋯ ，，2)。 

定理 9一定理 1l的证明利用式(37)一式(42)， ≤y≤ 

与图 6直观得到，证明略。 

推论 3 若信息( )的属性集 a内被补充部分属性，则信 

息单位圆O被萎缩成一个内P一推理信息圆 。 

推论 4 若信息( )的属性集 内被删除部分属性 ，则信 

息单位圆0被扩展成一个外P推理信息圆0：。 

推论 5 若信息(z)的属性集 内被补充部分属性，同时 

又被删除另外一部分属性 ，则信息单位圆 0生成一个信息环 

O：一 。 

定理 12(P-推理信息环 的动态特性定理) 若 (( ) ， 

( ) )，(( ) ，( ) H)是 P_推理信息，而且 

(( ) _1，( ) ) (( ) ，( ) ) (46) 

则 1。．(]f̈， 是单位信息圆O的内同心圆，而且 

}1c (47) 

+  ，(]f是单位信息圆0的外一同心圆，而且 

(== _I1 (48) 

2。
． 信息环 ¨一c 与信息环 ( 一( 满足 

一  

(==( 一( (49) 

式(46)表示：(z)：__ ⋯， F，( z) ( ) 】；‘‘ ”与“ ”等价； 

式(47)，式(48)中的“(==”的意义与式(43)，式(44)中的“(==”的 

意义相同；式(49)中的“(==”表示， 一0f被包在oL 一( 

内。 

证明：由3节中的式(2O)，4节中的式(37)一式(42)与定 

理 11直接得到式(47)一式(49)，证明略。 

命题 2 P_推理中，存在最小内P一信息圆 ，最大外 P一 

信息圆 。 

命题 3 PL推理中，信息单位圆0具有有限个内P一信息 

圆 与有限个外P信息圆(]f。 

对 3节、4节中的结果给出再讨论 ，5节中给出： 

· 6 · 

5 P_推理与它的属性扰动定理 

“扰动”一词取 自控制理论，把“扰动”一词移植到这里表 

示：在内 P_推理中，如果在内 P一推理中条件中，存在属性集合 

a ， 被补充到属性集合a 内(或者 ， 进入a}内)； 

在外 P一推理中，如果在外 P_推理中条件 中，存在属性 集合 

血：， 从属性集合a：内被删除(或者，血 离开a：内)；在这 

样的条件下，内 P_推理结论 ，外 P一推理结论发生什么样的变 

化?在 《补充到a：内，△ 被从 ：内删除同时存在的条件 

下，P推理结论发生什么样的变化?人们要求知道这个事实。 

或者， a：被补充到 内；△ 从 内被删除；内p-推理结 

论，外 P_推理结论生成什么样的扰动特征?或者，同时存在 

：补充到a 内， 从a：内被删除，p-推理结论生成什么 

样的扰动特征?这些特征是动态信息研究中被人们经常遇到 

的，这些特征对于认识动态信息系统是十分必要的。利用 3 

节、4节中的结果，给出这些问题的讨论。 

称属性集合( U F)是属性集合 的内 p-属性扰动 

生成，如果 与( U ∞F)满足 

( U }) (50) 

式中， 叽F≠ ，志一1，2，⋯， 。 

称属性集合(a：一 F )是属性集合a：的外P_属性扰动生 

成，如果O／k 与(a： )满足 

(a 一 △ ) (51) 

式中，( ：一 )≠ ， ≠乒，＆一1，2，⋯，n；式(50)、式(51) 

中“ ”与“ ”等价。 

称属性集合(( U )，(a △a：))是属性集合( ， 

a：)的P_属性扰动生成，如果( fU )是内P一属性扰动生 

成，(a：一△ )是外P_属性扰动生成，而且满足 

( ， F) (( U )，( 一 )) (52) 

式中，“ ”是一个特别的符号，“ ”表示：n： ( ：U a )， 

( 一 △ ) a 。 

由式(50)一式(52)得到： 

定理13(内p-推理的内P一扰动定理)若a：是信息( ) 

的属性集合，则存在属性集合 满足 

if F=》(d：U ：)，then(( ) 一 ( r)：) ( ) (53) 

式中， (z) 是从信息( )：内被删除的信息，走一1，2，⋯，H。 

定理 13指出：内PL推理条件中存在属性扰动(v 入侵 

到a：内)，引起内P_推理结论中的信息扰动( ( )：从( ) 

内被删除)；或者，内 P_推理结论具有了动态特征。 

定理 14(外P一推理的外 P_扰动定理) 若a 是信息( ) 

的属性集合，则存在属性集合 ：满足 

if( 一△ F)= 口 ，then(z) (( r) U△( ) ) (54) 

式中，△(z)：是被补充到信息( ) 内的信息，志一1，2，⋯，n。 

定理14指出：外p-推理条件中存在属性扰动( 从 ： 

内被删除)，引起外P一推理结论中的信息扰动(△( ) 被补充 

到( ) 内)；或者 ，外 P_推理结论具有了动态特性。 

定理15(P推理的P_扰动定理) 若 ：， 分别是信息 

(z)：，(z)：的属性集合，则存在属性集 v F，△ 满足 



 

if( ， ) (( UVa~)，( 一△ )) 

then((( ) 一 (z) )，((z) u△( ) F F̂，( ) ) 

(55) 

式中， (z) 是从(z)：内被删除的信息，△(z) 是被补充到 

(z)：内的信息，愚一1，2，⋯， 。 

定理 15指出：P_推理条件中存在属性扰动( 人侵到 

内与△ 从a 内删除)，引起P_推理结论中的信息扰动(部 

分信息从(z)：内被删除与部分信息被补充到( )：内)。 

定理 13一定理 15的证明由 2节中的 P_集合结构式(1)一 

式(7)、式(12)；3节中的式(16)、式 (18)、式(2O)直接得到，证 

明略。 

由定理 l3一定理 15得到 ： 

命题 4 存在内 P_扰动的内 P_推理，内 P_推理结论中的 

信息( ) 一部分信息元 z 在扰动中被丢失。 

命题 5 存在外 P_扰动的外 P_推理 ，外 P_推理结论中的 

信息(．z) 在扰动中被补充信息元 。 

命题 6 存在 P_扰动 的 fL推理，P_推理结论中的信息 

(( ) ，(z) )在扰动中被丢失信息元 五又被补充信息元zj。 

定理 16(P-推理的p扰动失效定理) 若 ， 分别是信 

息( ) ，( ) 的属性集合，存在属性集合 《，△ 满足 

if( ， F Fu )，( 一△ )) 

then(((z) 一 (z)；)，((z) u△(z) F ㈢ F，(z) ) 
(56) 

则 

UNI{((( ) 一 ( ) )，((z) U△( ) ))，((z) ， 

(z)：)} (57) 

式中，UNI=unident．fication；式(56)中，“甘”与“=”等价。 

定理 16指出：P_推理结论中的信息具有“刚性”特征；在 

属性补充，属性删除的条件下，P_推理结论保持不变。“刚性” 

一 词取 自物理学。 

利用 3节一5节的讨论 ，6节中给出： 

6 P．推理与未知信息发现一应用 

在讨论未知信息发现之前，先给出两个准则。 

推理信息圆一未知信息内一发现准则 

若信息(z)。生成的信息圆()0是信息单位圆0的一个内 

圆，则(z)。是在(z)内被发现的一个未知信息，( )。c(z)， 

( )。一(z) 。 

推理信息圆一未知信息外一发现准则 

若信息(z) 生成的信息圆O 是信息圆单位圆0的一个 

外圆，则( ) 是在( )外被发现的一个未知信息，(z) 

(z) ，(z) 一(z) 。 

利用 3节一节 5中给出的讨论与本节中的准则 ，尽量避 

开过多的专业概念，这里给出一个通俗，能被一般人接受的例 

子 ；为了简单，又不失理论的一般性，例子只给出内 P_推理在 

未知内～信息辨识一发现中的应用。 

给定 z 一z 。是山东大学控制科学与工程学院本科学生 

它们列入表 1中。 

表 1中，属性 a1一一年级 ，o[2一男性 ，d3—20岁； 1一 lo 

的特征值( 一-z o的身高，cm)列入表 2中。 

表 2 3：1--．TlO的特征值(信息元 Xl--X]O的信息值) 

! 
Y 1．66 1．68 1．70 1．73 1．68 1．80 1．78 1．82 1．69 1．76 

把表 1写成信息( )，表2写成信息( )的信息值集合y， 

而且 

(-z)一{381，z2，X3， 4，X5， 6， 7， 8，z9，z1o) (58) 

( )一{yl，y2，y3，Y4， 5，y6，y7，y8，y9，ylo} 

一 {1．66，1．68，1．70，1．73，1．68，1．80，1．78，1．82， 

1．69，1．76) (59) 

(z)具有属性集合 a，而且 

== { 1， 2，口3} (6O) 

利用 3节中给出的讨论，容易得到： 

if口÷=》口，then( ){ ( ) (61) 

式中，符号“甘”与“一”等价。 

在属性集 a内补充属性口 一重庆市， 变成 af，而且 

af—aU{f(fl~)}一{口1， 2，a3，a1 } (62) 

由式(61)得到： 

if口 口f，then(z)f (z) (63) 

式(63)给出：(X)lr一{z3， 。)，( )f是(z)的一个内P_推理信 

息；( )fc(z)。 

在属性集 a内补充属性．8z一重庆市渝北区，a变成 ，而 

且 

a}一 U{厂( )}一aU{，( )，厂(屈)} 
一 {a1， 2，口3， 1 ，口2 ) (64) 

由式(63)得到： 

if口 ，then(z)； (-z) (65) 

式(65)给出：(z)}一{ 。}，(z) 是(_z)的一个内 P_推理信息， 

( )}c( )。 

由表 1一表 2，式(58)一式(65)与 3节中的式(16)，在内 

P_推理的方式下，在( )内找到重庆市的学生 zs，95"。；找到重 

庆市渝北区学生 X。；或者，由式(62)一式(65)，利用内 P_推理 

的方式，在(z)内发现了内P_信息(z) ，(z)：；内P_信息 

(z) ，( )：是不曾被人们事先知道的未知信息；在这之前，人 
们只知道 z --X 。是山东大学控制科学与工程学院，大学一年 

级，男性，2O岁的一群学生。 

由式(59)与式(38)得到：)，一 _l y Il／ll y_l一1，由)，一1 

为半径得到(z)的信息单位圆0。由内 P_信息( )f一{z。， 

9}的信息值集合yF一{Y。，Y9}一{1．70，1．69)与式(4O)得到 

— ll Il／lI y ll一0．44，由 一o．44为半径得到(z)f生 

成的内P_信息圆 ， 是0的一个内一同心圆。由内P-信息 

(z)}一{z。)的信息值集合 一{Y9)一{1．69}与式(4o)得到 

一 Il l{／Il y ll 0．31，由 =0．31为半径得到( )；生 

成的内 P_信息圆 ， 是 0的一个内一同心圆。 与 满 

足： 。 

由推理信息圆一未知信息内一发现准则得到：(z) ，( )f 

是在( )内被发现的未知信息。由命题2得到：在式(65)的条 
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件下，(z) 生成最小内一信息圆0 ， 一 。由定理 11、定 

理 12得到 ： ， 与 0分别构成信息环： 一0， 一0。 

显然，由内 P_推理式(63)、式(65)得到( )f与(z)，(z) 

与( )满足 

Ⅱ)E((z) ，(z)) (66) 

IDE((1z) ，(-z)) (67) 

再回到本节例子的开头：(z)f一{z。， 。}，( ) 一{z。}在 

内P一推理中，从(z)一{T1， 2，lr3， 4， 5， 6，z7，z8， 9， lo}内 

被发现一辨识。( )f与( ) 满足 5节中的定理 13与命题 4。 

式(67)中IDE—identification。 

本文3节一5节的讨论与本节中的一个简单例子给出一 

个思想：利用 if口 a ，then(Iz) (_z)能够找到事先不为人 

知的信息( ) ，k一1，2，⋯， ， ∈(1，2，⋯， )；显然，if ， 

then( ) ( )表达了这个寻找未知信息(xZ的动态过程， 

这个过程的本质是： r，(z) ( )；口 ，(z)：=》(-z)； 

( )： (z) ⋯ (z) (z)： (Iz)。这个思想可移植到 

下列专业应用领域中，这些应用研究领域是 ：信息科学：机器 

人智能识别、信息图像的塑性变换、计算机视觉识别、信息动 

态分类；控制科学：离散系统的状态识别、系统故障状态判断一 

恢复；生物医学工程 ：病变细胞的形态识别、医学影像的比对一 

识别；材料科学：新材料发现、新材料成分的数值估计。这些 

应用前景看好的应用领域留给对此感兴趣的读者去讨论。 

7 诸多讨论 

7．1 函数的搬迁特性与 P_集合的存在 

函数 _厂这个数学中常见的基础概念，估计不知道的人很 

少；或许有人这样说 ：“函数是一个数学定义 ，一个定义有什么 

好说的?”。事实上，在这个普通的数学定义中，存在着一些被 

人们不屑一顾的东西。给定区间 ， ，[c， ， ， n[c， 一 

；，是给定的一个函数，[n， 是 _厂的定义域，[c， ]是 -厂的值 

域；V五∈[＆， ，f(x )一Y ∈[c， 得到：取 ，-z 一， ∈ 

， ，_厂把 ，zz，⋯，z 变成f(x-)，f(xz)，⋯，_厂( )∈Ec， 

，等价于-，’把 。，,3C ，⋯， ∈ ， 搬迁到[c，d3中；在搬迁 

过程中，，把 ， 2，⋯， 变成 f(x1)，f(x2)，⋯，-厂( )∈ 

[c， 。显然，“搬迁”是个动态过程 ；换一个说法，函数 厂使得 

， 中的．76 ∈[n，6]搬迁到[c， ]中；或者，f(x )∈[c， ]。 

函数 _厂的搬迁特性早已潜藏在函数定义中，搬迁特性或许未 

引起人们对它的兴趣。函数 -厂的搬迁特性，催生了 P一集合的 

生成 ，函数 ．厂的搬迁特性，还原了有限普通集合 x 的动态的 

原本面貌。 

在 P-集合中，函数 _厂被定义为“元素迁移”，利用对有限 

普通集合 x的属性集合a内的属性a ∈a，从 内迁出到a 

外 ；或者 f(ak)一 。利用对有限普通集合 X的属性集合 

a 外的属性 a，从 外迁人到 a内；或 f(flk)一a 

∈a，有限普通集合 X变成外 P_集合 X ，有限普通集合 变 

成内P_集合 ；p-集合(x ， )被生成。因为属性集合a内 

的多个不同属性被多次迁出到 外，a外的多个不同属性被 

多次迁入到a内·；这个动态特性使得 P_集合的集合对族的存 

在 ；或者{( ， )l ∈J，J∈J}存在。“元素迁移”是 P_集合 

动态特性的“核心概念”。因此，P_集合是由一串集合对( ， 

)构成的数学结构。本文中式(1)一式(14)给出这个结构。 

· 8 · 

7．2 P_集合与 P-推理的关系 

从式(1)一式 (14)的 P_集合结构中直观地得到：设 X一 

{ 1， 2，⋯，Xm}cU是有限普通集合，d-_ ，a2，⋯，d }(二=V 

是 X的属性集合；如果在 a内补充属性，a变成 af，a a 则 

x变成x ， x；如果在 a内删除属性，a变成 f， f “； 

则 x变成 xf，X xf，如此等等。显然 ，这个过程与人类大 

脑通过推理认识事物相似 ，因此 

a x (68) 

x X (69) 

式(69)能够等价地表示成式(7O)一式(72)的形式 

if口 《，then =》x (70) 

if ，then X (7t) 

if(( ， F十
1) ( 1，a：)) ⋯、 

then((xL1， ) ( ， 】)) 
式(68)一式(72)给出 P_集合生成的 P_推理过程；这个过 

程在信息智能识别中被人们经常使用，却未引起人们对它的 

重视。事实上，式(1)一式(14)给出的表示与式(68)一式(72) 

给出的表示是等价的；或许有人这样说：有限普通集合 X的 

属性集合 内的属性补充，属性删除利用推理得到 P_集合 

(Xv，XP)，{(x ，Xf)l ∈J， ∈J}。推理的本身是一个动态 

过程，这个动态过程就是 PL集合的动态特性。 

7．3 未知信息发现的几何特征 

在本文中，利用 PL集合生成的 P一推理，发现不曾被人们 

事先知道的未知信息(在粗集中称作知识发现)，这些未知信 

息不是在( )内被发现就是在( )外被发现；或者( ) ( )， 

(z)c(z)：，二者必居其一；被发现的未知信息有小，有大(或 

者card(( ) )小，card((z)：)大)。人们自然要问：被发现的 

未知信息(z)：或者( )：，能否找到一个具有一般意义的直观几 

何图形，利用这个图形来认识它们?为此，本文用信息(|r)一 

{z ，．zz，⋯， }生成一个半径 )，一1的信息单位圆 0，凡是被 

发现的未知信息(-z)：，都在0内((-r) 生成内P推理信息圆 

(]f CO)；凡是被发现的未知信息( ) ，都在0外(( )：生成外 

P_推理信息圆Gf二=)0)。如果把信息单位圆0移植到计算机视 

觉识别系统中，如果系统工作正常，则系统在任意时刻 ∈ 

T的输出构成半径 一1的同一个信息单位圆 o。信息单位 

圆已成为动态信息系统工作状态直观认识的几何图形度量与 

表示。 

本文对 P_推理的简短讨论或许给读者认识 P_集合的结 

构、P_集合的应用提供帮助，或许本文给出的 P_推理与 P_推 

理过程启迪读者从这些讨论及这些结果中悟出一些更新的想 

法与得到更新的研究；作者欣喜地看到，这些新的研究将来 自 

充满希望的年轻一代。 
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