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基于正交投影的分类器算法 
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摘 要 提出了一种新颖的基于正交投影的分类器算法。该算法将测试样本正交投影到由各类训练样本生成的子空 

间中，并计算测试样本到各子空间的距离，以此作为分类的依据。该算法不需要计算样本协方差矩阵的逆阵，因此特 

别适合于小样本问题。在 ORL人脸库上的实验结果表明，该算法的模式识别率高于传统分类器方法。 
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Abstract In this paper，a novel classifier algorithm based on orthogonal projeetion was presented．This classifier projec— 

ted testing samples to orthogonal subspaees that were spanned by training samples of per class，and calculated the dis- 

tance of the testing samples and subspaces，then classified the testing samples according to the distance．The character 

of this classifier iS that it need not calculate the covariance matrices’inverses，SO it iS very suit for small sample size 

problem．The experimenta1 results in ORL database prove this classifier algorithm outperforms the traditional classifier 

algorithm in recognition rate． 
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1 引言 

对于高维小样本数据的识别问题，在特征提取方面所做 

的研究很多。而对适用于小样本数据的分类器算法所做的研 

究相对较少，通常采用传统分类器算法，如最小距离、最近邻 

分类器等，这些分类器在解决小样本问题时都有其局限性。 

最小距离分类器是取各类均值向量作为该类的代表，将 

未知样本划分到离它最近的代表点所属的类别。该算法的实 

质是假设类条件概率密度函数为正态分布，且各类具有相同 

的协方差结构。小样本数据可能会造成各类均值 向量偏差或 

不稳定，即当训练样本发生变化时，可能会引起类均值向量的 

急剧变化。因此，类均值向量并不一定能很好地代表各个类 ， 

其结果是分类的正确率较低。最近邻分类器是将未知样本判 

别为与它最近的训练样本同类。该算法是采用各类中的全部 

样本作为代表点 。因此，最近邻分类器可在一定程度上克服 

各类均值向量的偏差所造成的影响。最近邻分类器的不足是 

要计算未知样本与所有训练样本的距离并找到最小值，因此， 

算法的效率较低。另外，将未知样本判别为与离它最近的样 

本同类，使得最近邻分类器未考虑其他训练样本对模式分布 

特征的影响，这也影响了该分类器的模式识别率。 

为了克服最近邻分类器，仅考虑一个训练样本的局限性， 

Lil_1 ]等提出了最近特征线(NFL，Nearest Feature Line)算 

法，而文献[3，4]进一步提出了最近特征面(NFP，Nearest 

Feature Plane)算法。NFL是采用每个类内的任意两个样本 

组成特征线，然后将模式判别为与离它最近的特征线同类。 

NFP则是采用 3个样本组成特征面，将模式判别为与离它最 

近的特征面同类。这两种算法的分类能力都高于传统分类器 

算法。但是，显然它们大大增加了分类器的时间复杂度。假 

设某类的训练样本数是 他，在 NFL算法中，每类的训练样本 

可以生成的特征线是组合数 ．，NFP算法每类的训练样本 

可以生成的特征面是组合数 ．，当 较大时，两种算法的计 

算代价很大。 

对于小样本问题 ，各类协方差矩阵通常是奇异的，因此不 

能直接使用贝叶斯分类器。J．H．Friedman提出了正则化判 

别分析[ (RDA，Regularised Discriminant Analysis)，RDA通 

过对各类样本协方差矩阵与总体协方差矩阵之间的插值运 

算，解决了各类协方差矩阵的奇异性问题。该算法包含两个 

参数：复杂参数 、收缩参数y。由于参数 ，y的取值在[0，1] 

闭区间内，因此，在运用 RDA算法时，对参数 和 y的优化选 

取是比较困难的。文献[6]在模式特征子空间中选取一组标 

准正交向量来生成虚拟训练样本，从而实现了对总体协方差 

矩阵的优化，优化后协方差矩阵的特征值均显著变大，从而提 

高了协方差矩阵的逆阵稳定性。但该算法仍然属于 砌)A算 

法，因此，也需要解决 RDA算法的参数优化问题。文献[7] 
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是通过大量生成虚拟训练样本来克服各类协方差矩阵的奇异 

性问题，该算法解决了文献[5，6]需要进行参数优化的问题， 

但由于需要生成的虚拟样本数量很多 ，增加 了算法的时间复 

杂度。 

本文提出的基于正交投影的分类器算法是将未知样本正 

交投影到由各类训练样本生成的子空间中，并计算未知样本 

到该子空间的距离，再将未知样本判别为与子空间距离最小 

的那个类。本文算法的特点是由各类的所有训练样本生成子 

空间，克服了最小距离和最近邻分类器由单特征点代表各类 

的局限。同时不论训练样本的数量多少，都可以方便地生成 

子空间。本文算法是对 NFL及 NFP算法 的推广，当只有两 

个训练样本时，本文算法退化为 NFL算法，而当只有 3个训 

练样本时本文算法退化为 NFP算法。 

2 向量的正交投影 

2．1 正 交集 

设 是 R 中的向量，w 是R 中的子空间，则向量与子 

空间正交及正交补空间的定义如下。 

定义 1 如果 向量 与R”的子空间 W 中的任意向量都 

正交，则称 z正交于 W。 

定义2 与子空间w 正交的向量 的全体组成的集合称 

为 的补空间，记作 w1。 

向量 属于 W 的充分必要条件是向量 z与生成空间 w 

的任一向量都正交，而w 是 R，l的一个子空间。下面给出正 

交向量集的定义。 

定义 3 如果 中向量集合 {U ，⋯，Up)的任意两个不 

同向量都正交 ，即当 ≠ 时，地 ·uj—O，则称该向量集合为正 

交向量集。 

定理 1f8] 如果 S一{“ 一，“ }是由 空间中非零向量 

构成的正交集，那么 S是线性无关集，因此构成所生成的子 

空间S的一组基。 

证明见文献I-8]。 

定义 4 中子空间 的一个正交基是 w 的一个基， 

且是正交集。 

定理 2[。] 假设{“ ，⋯，“ )是 中子空间w 的正交基， 

对w 中的每个向量Y，线性组合 —c +fzUz+⋯+ “ 中 

的权值可由下式计算。 

。一 (J．= 一，户) 

证明见文献CsJ。 

从定理 2可以看出，正交基比其他基优越 ，线性组合中的 

权值较易计算。如果基不是正交的，则必须解线性方程组才 

能得到 Y的权值表示。 

2．2 正交投影 

对 中给出的非零向量 “，考虑 中一个向量 Y分解 

为两个向量之和的问题 ，一个向量是向量 “的数量乘积，另一 

个向量与 U垂直，如下式所示。 

—  十2 (1) 

式中， —a“， 是一个数， 是一个垂直于“的向量。记 — 

y--au，满足式(1)的要求，那么 3J一 和 “正交的充分必要条 

件是 

O一(y--eu)· 一 · 一( )· 一．y· ～口( · ) 

因此，满足式(1)，且 与“正交的充分必要条件是 

d一  
型且 y一 ·U 

U ’ U  “ 。 U 

向量 称为Y在 “上的正交投影，向量 称为Y垂直 “ 

的分量。从上述定义中可以看出，正交投影可由 “所生成的 

子空问L所确定 ，用 proj Y来表示 ，并称之为 Y在 上的 

正交投影，即 

一1)rolprojLy一 ．“ (2) 一 一 

式(2)中的正交投影与定理 2中每一项形式一致，这样定理 2 

将向量 Y分解为子空间上的正交投影之和。 

当 Y表示成R 空间中基 U ，⋯， 的线性组合时，Y中 

和的各项可以分为两部分，使得 Y写成 Y一 + 。此处 ，2：1 

是其中一些 的线性组合 ，z 是其余 的线性组合，当 “ ， 

⋯

， 是正交基时，若由 地组成子空间 W，Zl∈W，则 Z2∈ 

w上。这也就是下面的正交分解定理。 

定理 3E 若 w 是R 的一个子空间，那么 中每一个 

向量y可以唯一表示为 

一  + (3) 

此处 属于w 且z属于 j。，若{“ 一， )是 的任意 

正交基，那么 

．． ．M +⋯+ ．“ (4) 
。 ／A1 ’ “ l U 。 Up 

且 

—  一  (5) 

证明见文献E83。 

下面的定理证明了，向量 是子空间w 中元素对 Y的最 

佳逼近。 

定理 4[8] 假设 w 是R”空间中的一个子空间，Y是 R 

中的任意向量，多是Y在w上的正交投影，那么 是w 中最 

接近Y的点，也就是 

ll ～ ll≤ ll 一 _l (6) 

对所有属于 w 又异于Y的 ”都成立。 

证明见文献E8]。 

不等式(6)同时给出了一个结论， 的计算不依赖于特定 

正交基。如果w的一个不同的正交基被用于构造Y的正交 

投影，那么这个投影就是向量 Y在 w 中的最近点。 

采用式(4)计算正交投影时比较烦琐，当 w 的基是单位 

正交集时，正交投影的计算可以得到简化。 

定理 5_8 如果{U 一，U }是 中子空间 w 的单位正 

交基，那么 

proj Y一(y·U1)Ul+⋯+( ·U )U 

女Ⅱ果 U一[“ ，⋯，“ ]，贝0 

对所有 yER ，proj Y一【几rr．y。 

证明见文献Es?。 

当得 到 的一 组 基后 ，可 以对 这组 基 进 行 Gram- 

Schmidt标准正交化 ，从而得到一组单位正交基。利用定理 5 

就可以得到向量 y在子空间 W 中的正交投影。利用式(5)， 

可以将任意向量 Y分解为在子空间 w 上 的正交投影 及垂 

直于子空间 w 的向量 z。将向量 的某个范数的大小 J J ll 

作为向量 Y到子空间 w 的距离测度。 

3 基于正交投影的分类器算法 

本文采用训练样本生成各类样本子空间 ，然后将未知 

样本 z分解到W 上，计算其正交投影 proj -z及垂直于子空 
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间 的向量dxi。再计算 出 的范数大小 Il出 fI并将其作 

为未知样本 ．z到子空间 的距离。设模式类别有 C个，第 i 

类的训练样本数为 ，则按下列公式将未知样本z判别为第 

类。 

gJ(Iz)一 min l_出 (7) 

基于正交投影的分类器算法的步骤如下： 

(1)特征提取 ：将所有样本投影到特征子空间中。 

(2)生成各类样本子空间 ：利用各类的训练样本生成 

子空间 ，首先生成矩阵 一[ 。 ⋯ z ]，求出该矩 

阵的列空间 Co! =Jut “z ⋯ ]，则第 i类训练样本生 

成的子空间 就是列空间ColU 。 

(3)Gram-Schmidt标准正交化：对矩阵 Co!U一[“1 “2 
⋯  ]中的列向量进行 Gram-Schmidt标准正交化 ，得到子 

空间 的一组单位标准正交基，采用矩阵 一[“ “ 
⋯  ]表示。 

(4)计算正交投影：利用下列公式计算未知样本 X到各类 

子空间的正交投影。 

proj~x—U ( ) z 

(5)计算未知样本 z到各类子空间 的距离：采用下式 

计算未知样本 z与各类子空间 的垂直分量 dx 。 

dxi—IT—proj 
．

z 

(6)分类识别：计算 dxl的范数 Il dxl ll，并将其作为未知 

样本 到子空间 的距离 ，利用式(7)进行分类识别。 

该分类器方法考虑了全部训练样本对未知样本的影响， 

克服了最小距离和最近邻分类器由单特征点代表各类的局限 

性 。 

4 实验及分析 

本文在 ORL人脸库上进行对比实验 ，ORL人脸库包含 

40个人不同表情、不同视角下的 400幅图像，每人 1O幅。先 

进行两次小波变换，将图像变换为 23×28像素。 

实验 1 采用 PCA进行特征提取 

随机选择每人的 5幅图像作为训练样本，其余 5幅作为 

测试样本，则训练及测试样本集均有 200个样本。将上述过 

程重复 1O次，共得到 1O组训练及测试样本。采用训练样本 

得到总体协方差矩阵 s ，并计算主成分分析(PCA)的投影矩 

阵。将本文算法与传统的分类器算法进行比较 ，其分类结果 

如表 1所列。 

表 1 采用 PCA进行特征提取的对比实验 

算法名称 识别率 

最小距离 

最近邻 

RDA(k=y=0．7) 

RDA( 一丫 0．3) 

本文算法 

87．05±2．58 

93．7±1．86 

91．8土1．82 

95．10±2．11 

95．10士l_82 

从表 1可以看出，本文算法的模式识别率明显优于传统 

的最小距离及最近邻分类器。而 RDA算法的模式识别率随 

参数 ，)，取不同的值波动很大。当参数 ，)，取 0．3时识别率 

较高 ，而取 0．7时识别率较低。本文算法 的模式识别率与 

I A在参数最优时的识别率相同，但本文算法没有需要进行 

优化选取的参数，且其识别率方差最小，说明本文算法比其它 

算法鲁棒。 

实验 2 采用 Fisherface进行特征提取 
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实验2的实验方法与实验 1的基本相同，只是采用 

Fisherface进行特征提取，实验结果如表 2所列。 

表 2 采用 Fisherface进行特征提取的对比实验 

算法名称 识别率 

最小距离 

最近邻 

RDA(X= 7=0．7) 

RDAO,= 一0．3) 

本文算法 

94．25± 2．40 

93．15士1．78 

94．35土 2．30 

95．1O士 I_68 

96．20土 1．36 

在采用 Fisherface进行特征提取时，实验 2与实验 1的 

结果类似。本文算法的模式识别率同样优于传统的最小距离 

及最近邻分类器，同时也优于RDA算法在参数 ， 最优时的 

模式识别率。同样，本文算法的识别率方差也是最小的。 

通过实验 1、2，可以看出无论是采用 PCA还是 Fisher— 

face，本文算法的模式识别率均优于传统分类器算法。同时， 

与传统分类器相比，本文算法的鲁棒性更好 。因此，本文算法 

更适于小样本问题。 

实验 3 与相关分类器算法的对比实验 

与NFL，NFP及文献E73的二次判别分析方法进行对比 

实验，采用 PCA进行特征提取，实验方法与实验 1相同，结果 

如表 3所列。 

表 3 本文算法与相关算法的对比实验 

从表 3可以看出，4种分类器算法的模式识别率基本相 

同。但正如本文前面的分析，NFL算法每个类的训练样本可 

以生成的特征线是组合数 ，而 NFP算法每个类的训练样 

本可以生成的特征面是组合数 。由于每人的训练样本数 

是 5个，则 NFL及 NFP算法均可生成 1O个特征线及特征 

面，因此，这两种算法的时间复杂度基本相同。而NFL算法 

采用点到直线的距离公式进行计算 ，NFP采用本文的正交投 

影公式进行计算，实验数据共有 1O组 ，2000个测试样本 ，因 

此，NFL比NFP用时稍多。这两种分类器大大增加了算法 

的时间复杂度。 

而文献[7]的二次判别分析方法是通过大量生成虚拟训 

练样本来克服各类协方差矩阵的奇异性问题，因此，其算法的 

时间复杂度也明显高于本文算法。由于分类器的时间复杂度 

是分类器的重要性能指标，故可以认为本文算法更适于小样 

本的识别问题。 

实验 4 采用 Fisherface的相关实验 

实验 4的方法与实验 3完全相 同，只是采用 Fisherface 

进行特征提取，结果如表 4所列。 

表 4 采用 Fisherface的相关实验 

实验 4与实验 3的结果基本相 同，只是二次判别分析方 

法的模式识别率稍低，这种分类器比较适合于在PCA特征子 

空间中使用。而其余 3种分类器算法的识别率相差不多，均 

高于在PCA子空间中的模式识别率，这说明在Fisherface子 



空间中，使用这 3种分类器的分类效果较好。而算法的时间 

复杂度由于与特征提取方法无关 ，因此，实验 4与实验 3的结 

果完全相同。 

结束语 本文提出的基于正交投影的分类器算法，其特 

点是由各类的所有训练样本生成子空问，克服了最小距离和 

最近邻分类器由单个特征点代表各类的局限。同时不论训练 

样本的数量多少，该算法都可以方便地生成子空间，避免了贝 

叶斯分类器中各类协方差矩阵因小样本问题而引起的奇异性 

问题。本文算法由于计算非常简单且易于理解，因此非常适 

合于小样本数据的识别问题。 
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3)相反 ，如果在 n次计算中某一次计算得到的操作符路 

径与前一次相比发生了改变，则说明数据流的特性在发生变 

化，应该提高系统的灵敏度，即减小路径计算的时间间隔，因 

此将 r减小一半，T—r／2。 

4 性能测试与评价 

本文将 MultiFactor算法与 FIFO，Greedy算法进行了比 

较。实验环境为 Pentium4 1．7GHz的CPU，内存 256M，操作 

系统是 Windows 2000 Professional。与其它的调度算法相 

比，MultiFactor查询优化策略不仅考虑了对 系统 内存的需 

求，而且考虑了系统时间延迟，是对二者进行的一种综合考 

虑 。 

图 2为各个算法在运用于单流上的查询时系统 内存使用 

量的比较。我们利用系统中元组的数量来代表内存使用量。 

从该图可以看出，在 内存使用量方面，MuhiFactor策略要好 

于其它两种策略。 

图 3为各算法在运用于单流上的查询时时间延迟的比较 。可 

以看出 MuhiFactor策略与其它两种策略相比，时间延迟较 

小，并且随着时间的变化优势更加明显。并且 MultiFactor调 

度策略根据查询的截止时间来得到调度时间片，而查询中的 

截止时间为 600ms。所以从该图中可以看到 MuhiFactor的 

时间延迟是小于 600ms的。 

图2 单流上 3种算法内存使用 

量 比较 
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图 3 单流上 3种算法时间延迟 

的 比较 

图 4是各个算法在包含连接操作符的查询上进行内存使 

用量的比较。从图中可以看出，具有连接操作符的查询比不 

含有连接的查询 内存使用量有 了明显的增加。MuhiFactor 

策略在加入连接操作符之后，在内存使用量方面仍好于其它 

两种策略。 

图 5为各个算法在包含连接操作符的查询上时间延迟的 

比较。可以看出，具有连接操作符的查询 比不含有连接的查 

询时间延迟上有了明显的增加 ，MultiFactor策略在加入连接 

操作符之后 ，在时间延迟方面仍好于其它两种策略。 
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图4 多流上 3种算法内存使用 图5 多流上 3种算法时间延迟 
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结束语 本文根据数据流的种种特性，考虑了系统的内 

存需求和查询的响应时间，提出了一种适应性查询优化及调 

度策略 MultiFactor。该策略根据各操作符消耗系统 中元组 

数量的快慢来动态调整操作符的调度次序，按查询的截止时 

间来确定各操作符的调度时问，并依据数据流各个特性因素 

的变化来适时调整系统的查询计划 ，是一种具有适应性的查 

询优化策略。 
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