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摘 要 对基于一级泛与运算的一阶谓词演算形式 系统 VUL~6[̈ ， ]进行公理化。通过 引入全称量词和存在量词， 

建立与命题形式系统uL [D_7s， ]相对应的一阶谓词形式系统VUL~．e r。75,1]，并证明该系统的可靠性定理及演绎定理。 
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Abstract The aim of this paper is the axiomatization for first-order predicate calculus formal system V UL~6[o
． 75，1] 

based on first-level universal AND operator．By introducing the universal quantifier and existential quantifier，the predi— 

cate calculus formal deductive system V UL~,e co 75．13 based On l-level universal AND operator according to propositional 

calculus form al deductive system UL 5
，
1]of universal logic was built up，moreover，the soundness and deduction the— 

orems of system VUL Eo
．

75,1]were proved． 
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1 引言 

近几年来，为了处理复杂性问题的不确定性推理问题，非 

经典数理逻辑的研究有了较大的发展 ，比如模糊逻辑、泛逻辑 

学等。它们的公理化研究也取得飞速发展，在模糊逻辑近年 

来的研究中，基于三角范数为理论的模糊形式系统l】 ]有如 

P．Hajek提出的基础逻辑系统 BL[ ，F．Esteva和 L．Godo提 

出的模糊逻辑系统 MTLc 等。我国学者王国俊教授提出的 

基于 蕴涵算子的逻辑系统[8 将模糊推理纳入到模糊逻 

辑的框架之中，这是一项非常大的研究成果。 

泛逻辑学是在研究柔性世界逻辑规律时发现的一个全新 

的连续可控的逻辑体系[12 14]，用相关性来解释命题连接词的 

运算模型不唯一 的原因。同时对模糊命题间模糊算子的选 

， 择 ，提供了一种途径：即通过命题问的相关性来选择算子。它 

反映了事物间的内在特性 ，即用它可以反映事物闯作用的真 

正原因。相关性包括广义相关性(模糊命题之间的关联性)和 

广义自相关性(命题真值的测量误差)。并且可以将其量化为 

广义相关系数(一般用 h表示)和广义 自相关系数(一般用 是 

表示)。h和 在[O，1]中连续取值。其中，一级泛非运算簇 ： 

N(x，走)一(1一 ) ，也可记为“～ ”。一级泛与运算簇定义 

为：T(x，Y，h， )一r】[( + ～1) ]，也可记为“̂ M”； 

一 级泛蕴涵运算簇：I(x，Y，h，是)一ite{1Iz≤ ；0Iy=O&m≤ 

0；(max(0，1一 + )) l m≤0；(rain(1，1～ + 

))1／ )，也可记为“ ”o其中函数 Ex]为E0，R]上的 

有界截取函数，当x>R时取值为R，当x<O时取值为0，否 

则为 z。函数 ite{al6．C}表示条件 b成立时函数值为 a，否则 

函数值为 e。文献E15]对基于一级泛与命题的形式化进行了 

研究，提出了命题形式化系统 U／． ，本文将在此基础上 

引入量词 V， ，提 出基于一级泛与的谓词泛逻辑形式 系 

VUL 5'1]，并证明其可靠性定理和演绎定理。 

2 谓词形式系统VUL 0̈．75, 1的构成 

为了建立基于零级泛与运算的一阶谓词演算形式系统， 

先给出其一阶语言。 
一 阶语言 -『主要包括符号库和公式的生成规则两个部 

分。 

．，的符号库包括以下 6类符号： 

(1)个体变元 ： ， ，z，-zl， l， 1，．z2，y2， 2，⋯； 

(2)个体常元 ：a，b，c，a1，b1，C -．． 

(3)谓词符号：P，Q，P】，Q】，P2，Q ，⋯； 
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(4)联结词符号：&(析取)，一 (蕴涵)，△(投影连接词)， 

一 (否定)； 

(5)量词符号：V(全称量词)， (存在量词)； 

(6)辅助符号：(，)，，； 

(1)一(3)中的符号称为语言 的非逻辑符号。J中的个 

体变元和个体常元统称为项，项记为 t，t ，tz，⋯。为方便起 

见， 中的全体变元之集记为 Var(J)，全体个体常元之集记 

为 Const(J)，全体项之集记为 Term(J)。若 P是J中的 元 

谓词符号，t 一，t 是项，则称 P(t -．，t )为原子公式。 

，的公式集由以下 3条规则有限生成： 

(i)若 P是原子公式，则 尸∈J； 

(ii)若 P，QEJ，则 P&Q，P— Q，△P，一P∈J； 

(iii)若 P∈J，且 xEVar(J)，贝0(Vx)P，(3z)PEJ。 

’，中的公式可记成 ， ， ， ， ， ，⋯。为了便于表达， 

引入以下的简写记号： 

 ̂定义为 &( )； 

V 定义为(( )一 )̂ ( )一 )； 

一  定义为 一0； 

定义为( 妒)＆( )。 

其中，△ 一～ 。 

称一阶语言 J 是一阶语言 ．，的扩张，如果 ．，的每个非逻 

辑符号都在 中。 

定义 1 形式系统 VUL I．】1的公理集与推理规则如 

下 ： 

(i)公理集 Axm(VUL I-11)由以下形式的公式组成， 

其中 ， ， ∈J， 是个体变元 

(U1)( )一 (( )一 ( X))； 

(U2)( & )一 ； 

(U3)( & 一 (妒& )； 

(U4) ＆( ，— )— (5』，＆(‘ 一 ))； 

(U5)( 一( — ))— (( & )一 )； 

(u6)(( & 一 )一 ( ( ))； 

(U7)(( 一 )一  )一 ((( 一 )一 )一 )； 

(U8)O一  ； 

(U9)( 一 &妒)一 (( — 0)V V (( 一 & )̂ ( 一 

& ))； 

(U10)(一一 )三三三 (对合)； 

(Ul1)一 一+～ ； 

(U12)△( )一△(一 一 )(逆序)； 

(U18)△ V一 △ ； 

(U14)A(~oV )一 (△ V△ )； 

(U15)△(々，— )— (△ ，— △ ； 

(U16)(V z) ( )一 (￡)，项 t在 (z)中对 z自由； 

(U17)(qXt)一( z) (1z))，项 t在 (z)中对 -z自由； 

(U18)(Vx)( — )一( — (Vz) )，．17在 中不 自由； 

(U19)(V )( Vz)一((V ) Vz)， 在 中不 自由； 

(U20)(Vz)( )— ((3z) )，z在 中不 自由。 

(ii)推理规则有 3个 ，分离规则(MP)：由 ， 妒推得 ； 

必然推理规则：由 推出 △ ；概括规则 ：由 推出(Vz) 。 

以上定义中变元 z在公式 ；[中不 自由，项 t在公式 (z) 

中对 ,g-自由等说法的含义与经典的一阶谓词逻辑一致，而且 

可以同样地在系统中建立证 明、理论、理论的证明、理论的语 

法结论等概念 。分别用 ，T 表示 是系统的定理， 是 

理论T的语法结论。记Thm(VuL [。_7s． ])一{ ∈Jf卜_ }， 

Ded(T)={ ∈J{T卜 }，由于命题系统UL [o．7 5．1]的公式都 

是谓词系统VUL ．1l的公式，其定理也是VUL 75,l1中 

的定理。由文献[1，153可得如下引理。 

引理 1 在 UL Eo．75， ]中，三段论成立，即：{ ，· y) 

卜-{ +y}。 

引理 2 如下公式是 UL[e~。_7s，，]中的定理： 

(1) ； 

(2) ( )； 

(3)( )一 (( )，)一 ( )，))； 

(4)( &( —， ))一 I，fI； 

(5)△ 三三三△ ＆△ 。 

引理 3 若 T一{ |，fI，r y)，则 

T卜( &z)一( &y)。 

为了证明一阶系统 VUL s 的可靠性 ，需要 LIIG一 

代数的概念。 

定义 2[ ] BI，代数是包含 4个二元算子和两个常元的 

代数 L一(L，n，U，*， ，o，1)，满足以下条件 ： 

(1)(L，n，U，0，1)是带有最大元 1和最小元 。的格(按 

照格序≤)； 

(2)(L，*，1)是有单位元 1的交换半群 ，即*是交换的、 

结合的，并且对任意的z，都有 1* — ； 

(3)对任意的 37，Y， ，满足以下条件 ： 

1) ≤ (z=》 )iffz*z≤ 

2)zn — *(z=} ) 

3)(z= )U( = z)一1 ．  

定义 3[ 印 满足等式(z z ) ((z O)UyU(( * 

z)n(户  *．y)))一l的 BL-代数称为 LIIG-代数。满足(妒n 

( O))=0的LIIG--代数称为 IICr代数。 

定义 4[1朝 通过扩充一元算子一的具有结构 L一<L，*， 

，n，U，o，1，一>的I]Cr代数称为rig一代数，且满足以下的 

条件 ： 

(1)一 一z一 -z； 

(2)一z≤ 一Lz； 

(3)△(z= )一△(一 =>～ )； 

(4)△IzU— △ 一1； 

(5)Zx(xU )≤ UAy； 

(6)Ax*(△(z ))≤Ay。 

其中 一z一( O)，△r一(--x~0)。 

可以看出，若 h E[o．75，1]，志E(o，1)，则 L一<[O，1]， 

 ̂ ， ， ，rain，max，0，1，～ )为 IIG 代数，即在标准线性序 

下的全序 IIG一代数 。 

设 ．，是一阶谓词语言，L是全序riG-代数。三元组 M一 

(M，(rP)P，(mc) )称为一阶语言 ．厂的一个 解释，其中M 为 

非空集合，对应于‘，中的任一个 元谓词符号P和个体常元 

c，rp是M 上的 元模糊关系，其隶属函数为 rP： 一L，帆 

是 M 中的一个元素。 

定义 5 设 J是谓词语言，M 是J的 I，解释，z是个体变 

元 ，P∈‘， 

(i)映射 ：Term(J)--,-M称为M一赋值，如果对任何 c∈ 

Const(J)， (c)一mc。 
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(ii)两个M一赋值 ， 称为是 一相等的，记成 兰 ，如 

果对任何 yGVar(J)＼{z)，总有 (．)，)一 ( )。 

(iii)由M， 确定的项的值定义如下：【l z l}M， 一口(z)； 

llc_I％ =mc。我们可以如下递归地定义公式 的真值 

ll l『 ， 。当然*， 分别对应L中的算子。 

ll P(h，t2，⋯， )Il ， 一rP(1{t 【l”， ，⋯，{{t Il ． )； 

lI l1 一}1 l】 ， =争1l }1 LM， ； 

il & lI ， = I{ ll LM， *{I t I!LM， ； 

}f 0 Jf ， 一O；l_1 ll ， 一1； 

}1△ l】 ， 一△ll }1 LM， ；I}一 l】 ， 一一)} ll ， 

I『(V ) l『 inf{ll ff ， f 口 }； 

{f(j ) {I ， sup{J} }f LM， f 口 }。 

在上述定义中，为使对于每个公式都有意义，自然要求上 

下确界均存在。称满足这些要求的 L_解释 M 为安全的 L厂解 

释。 

定义 6 设 ∈J，M 是安全的I，解释。 

(i) 在M 中的值定义为 lI l J LM—inf{ll ll I ∈Q 

(M9)。 

(ii)妒∈J在 L中是真的，如果对每一安全 L_解释 M， 

Il妒If 一1 ，也就是说，对每一安全L_解释M 和每一个体变 

元 M_赋值，lI {l M， =1。 一 

(iii) 是 L-逻辑有效的，或称 在M 中是逻辑有效的， 

如果 在任何安全的 L_解释中是 重言式。全体 L_逻辑有 

效公式之集记为 T(L)。 

定义 7 设 伽一 f(t 一，tn)是系统UL ( ]中的公式， 

其中t 一， 是命题变元， ，伫，⋯， ∈ 。 

(i)称 一 ／( ，伫，⋯，伽)是 在 中的代换实例。 

(ii)称 ∈J是 L中的重言式，如果 是系统 L见 [o-75,1] 

中某个重言式在 中的代换实例。 

定理 1 若 妒是．，中的重言式，则对于任何线性序 FIG一 

代数 L，总有 妒∈ T(L)。 

证明：设 一 f(t “，tn)是系统 UL [o 75,1]中的公式， 

一 ，( ， ，⋯， )， ，伫，⋯， ∈J，M 为任一安全的 I，解 

释，则对于赋值 7．3，可得到系统 UL s， ]所满足以下条件的 

赋值 ： 

( 一{ ： I ~“II M
, J

—

q 
ci一 ，z，⋯ ，，z 

对 中的所含 连 接词个 数使 用数 学 归纳法 可证 ， 

ll If M,v=1当且仅 当 ( )一1。因此，由 是系统 

uL [ol7s． ]中的重言式可知， ( )一1。从而，ll f1 M1 一1。 

3 谓词形式系统 V B-,~c0．75，1]的可靠性 

引理4 公理(u1)一(U20)是每一线性序 IIG一代数 L 

的 L．重言式。 

证明：根据定理 1可知，(U1)一(U15)是 逻辑有效的。 

下证其它公理也是逻辑有效的。 

要验证(U16)，(U17)，设变元 y在公式妒中对z自由，则 

对于M_赋值 ，当 三三三 72且 ( )一 ( )时，Il ( )Jl ， 一 

ll 9( )Il LM， ”。从而， 

l_(Vz) (z)l『 ， =inf~ II (z)ll岛， ≤ li ( )Jf ． 

≤sup-ll (z)I{LM， 

== I『( z) (z)ll 

· 】80 · 

于是 ， 

ll(V ) ( )一 ( )i1 一 l_(V ) ( )fl地 一 

fI妒( )ll M， 一1。 

对于(U18)，设 z在 v中不 自由，则对于 M-赋值 训，当 

时，{f ll‰ 一 lI p(x) ll 。只 需 证 明： 

inL(1l ll LM， ll {{ ， )≤(1l {l ， iI I}p 1l LM’ )。令： 

II II 一1{ 『l ， 一n，fl lI LM， 一 。因此我们必须证明 

in (az=>bw)≤(n in )。一方面，inLb ≤ ，因此对每一 

w，口 ≥ (口 )，所 以 厶 (口 )≥ (a=>inf~b )。 

另一方面，如果对每一 叫， ≤(口 )，则 z*n≤ ，即 * 

口≤inf~b ，从而 z≤(a=Hnf~b )。所以，(n inLb )是所有 

(口 )的下确界。从而 in (口 )≤(a=>inf~b )。 

类似地 ，我们证 明 (U19)，需要验证 in (n )一 

(su~a 6)。实际上，su ≥‰ ，从而(supra 6)≤(％ 

6)，所以(sut~ 6)≤in (n 6)。如果对每一w， ％ 

b，则 aw≤( 6)，从而 sup~a ≤( >西)，即 (su 舡 6)。 

因此 supra 6是下确界。这就证明了(U19)。 

下面证 明 (U2o)，我们 需要证 明 in (口V )一口V 

inLb 。实际上，a≤n V ，因此 a≤in (口V )；类似的 

inf,~b ≤in (口V bw)，从而 口Vinf~b ≤in (nV6)。另一方 

面，对每一 ，设 nV ，我们证明 nV inf,,,6 。 

情形 1 若 n≤inf~b ，则 ≤ 对每一 w， ≤inf,,,b 并 

且 z≤aV inft b 。 

情形 2 若 n≥inLb ，则对一些 zvo，n≥ ，因此 z≤n 

且 ≤ nV in 。 

从而命题得证。 

引理 5(推理规则的可靠性) 

(1)对任一公式 ， ，M是安全的L_解释， 是一赋值，则 

_l ll ≥ Jf lI *l J If k 。特别地，如果 {I If 一 

}l ，— ll ， 一1 ，贝Ⅱll _l ， 一1 。 

(2)进而有 ll妒Il ≥ ll ll *J{ JI LM，因此如果 ， 

M 中是 1L-真，则 在M 中是 1L一真。 

(3)ll If 一fl△ l J LM，因此如果 在M 中是 1 一真，则 

△∞在M 中是 1I 一真。 

(4)Il ll 一}l(V ) l J LM，因此如果 在M 中是 1 一 

真，则(Vz) 在 M 中是 1L-真。 

证明：(1)没有涉及量词，仅在命题情形，所以由命题演算 

知其成立。 

(2)设 ll lI =‰，ll II ： ，inf~a 一n。我们需要证 

明 in (％ )≤iI 口 i征 。观察下式，inf(％ )≤ 

(n )≤(n )，因此 in (n 钆)≤in (n )。只 

需证明 in (n )≤n in 6 。这由引理 4知道正确。 

(3)由 ll ll LM及 fl△9 J J ， 的定义，II△ II =1L， 

ll△ 』f 一A Il ll =1 ，其成立。 

(4)由 Il If 的定义可知其成立。实际上，如果 z是 

中的自由变元，则 

l_ ll =inf{ll If ，t，I ∈Q( } 

≤inf{ll li ． J 7．／t； }：I『(Vz) ll j 

因此 ll Il LM≤ lI(Vz) II 。 

由此可以得到如下的可靠性定理。 

定理 2(可靠性定理) 设 L是全序 IIG-一代数，设 是 ， 
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(上接 第 180页) 

中的公式。如果 ，则 是 I，逻辑有效的，即 l』 Il 一11．。 

类似的有下列强可靠性。 

定义 8 设 i 是全序 IIG一代数 ，T是理论，M是安全的 

I，解释。如果 丁中的每个公式在M 中都是真的，也就是对每 
一  ∈T，ll I J 一1，则称 M是 T的 I 一模型。 

定理 3 设 L是全序 FIG一代数 ，rr是理论 ，设 是 ‘，中 

的公式。如果T卜_ ，则对于 T的任何 L模型M， 在L中 

真，即 fI lI 一1 

证明：由可靠性定理知，在 T的任何 I 模型 M 中，公理 

都是真的，而且 T中的公式也是真的。又 MP规则、必然推 

理规则和概括规则都保真，因此结论成立。 

定理4(演绎定理) 设 T是理论， ， 是闭公式，则(TU 

{ })卜 当且仅当，厂卜△ ，— 。 

证明(充分性)：设 T卜_△ 一 ，因为 ，( ∈(TU{ }))， 

所以△ (必然推理规则)，从而有 (MP规则)，得证。下面证 

明必要性 。 

对从 TU{ }到 的长度 19l作归纳证明。 

当 ，”一1时，妒∈TU{ }UAxm(VUL [o 5，1])，若 一 ， 

结论成立。若 ∈丁或 为公理 ，由引理 2(2)有 (△ 一 

)，贝0由妒， — (△ )和 MP规贝4可得△ 妒，即 r，卜_△ 一 

。 

假设 m≤是时结论成立，即 m步得到 )，，则有 丁 一y。 

现令 m=k+1。 

如果 ∈丁U{ }UAxm(VULUe Ë II】])，仍可取 一1使 

结论成立。 

如果 是该证明序列中的前两项 )，， 通过 MP规则 

得到，则由归纳假设，使得 丁卜△ )，，T Fag一 ( )，则由 

引理3可得 丁卜_(△ &△ )一()，&( ))。又因为 T HAm) 

&(△ )三三三△ ，所 以 丁 卜_△ 一 ( &(y一 ))，又由引理 2(4) 

(y＆( )一 ，所以由三段论有丁卜_△ 一 。结论成立。 

如果 是该序列中前一项 )，通过必然推理规则得到，即 

△ 一 ，则由归纳假 T卜△ y，由必然推理规则，T I-a(△ 一 

y)，再由(U15)可得丁卜．△ 一△)，，又由公理(U14)，△ △ ， 

所以由三段论可得 T卜 一△)，，即丁卜_ 一 。结论成立 

如果 是该序列中前一项 y通过概括规则得到，即(Vz) 

)，一 ，则由归纳假 T卜△ 一)，，于是由概括规则，T卜(Vz) 

(△ y)。但 △ ， 是闭公式，由公理(u18)可知，T卜_△ 一 

(Vz)y，即T卜-△ 。结论成立。 

这就完成了归纳证明。 

结束语 泛逻辑学是在解决不确定推理问题中提出的逻 

辑系统 ，具有很 强的应用背景。本文建立 了谓词形式 系统 

VUL [̈sI】，从理论上保证了其得出定理都为重言式，为推 

理的有效性提供了保证。关于逻辑系统 V(J [o．75, ]的完备 

性，我们将在另文中讨论。 
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