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Rough集理论中知识与运算的矩阵表示 
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摘 要 同一问题在不同知识表示下算法难度不同。Rough集理论把知识定义为对对象的分类能力，并提供 了一套 

基于代数系统的知识表达和处理方法。然而在代数表示下，知识的本质以及运算直观性较差，不易于理解。同济大学 

苗夺谦教授建立 了知识与信息之间的关系，在此基础上给 出了Rough集理论中概念和运算的信息表示，并给出了知 

识约简在代数和信息两种表示下的等价性证明。现进一步将知识及其运算表示成粒矩阵形式，继而给出了知识约简 

在代数、信息和粒矩阵3种表示下的等价性证明。 
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Abstract Different representation for knowledge brings different difficulties in comprehension and programming． 

Knowledge is regarded as the classification ability according to available knowledge in Rough Set Theory，based on 

which，a set of algebraic definition for knowledge representation and operation was systematically proposed．However，it 

is relative difficult to help understand the essence of knowledge in view of algebraic description．Professor Miao in 

Tongji University built up relations between knowledge and information，he redefined Rough Set algebraic system by in— 

formation concepts．Furthermore，he also provided equivalent proof for both definitions．In this paper，knowledge and its 

operation were expressed in form of granular matrix．The equivalent proofs for all three definitions mentioned above 

were given in this papen 
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同一问题在不同知识表示下算法难度不同L1]。在经典 

Rough集理论中l2]，知识是对对象分类的能力。对象用属性 

集合表示，分类产生概念，概念构成知识的模块。经典 Rough 

集理论的知识发现算法主要依赖于知识的代数表示。同济大 

学苗夺谦教授建立了知识与信息之间的关系，在此基础上给 

出了Rough集理论中概念和运算的信息表示，并给出了知识 

约简在代数和信息两种表示下的等价性证明[3]。I in教授在 

Zadeh小组做学问时提出了粒计算概念ld]。这种学术思想和 

数学方法很快引起国p~fib学者的广泛关注_-：。刘清教授在文 

献[6，7]中用二进制粒表示 Rough集概念，获取关联规则。 

在此基础上，文献E8]建立了基于粒计算的 Rough集模型，利 

用粒矩阵重新定义了经典 Rough集的代数定义系统。文献 

1-9]阐述了基于粒矩阵的知识发现方法，将传统知识发现的属 

性和属性值约简转化为粒矩阵的数值运算。本文进一步给出 

知识及其运算的粒矩阵表示，并给出知识约简在代数、信息和 

粒矩阵 3种表示下的等价性证明。 

1 Rough集知识与约简的代数定义 

为了便于后面的证明，本节首先给出Rough集理论中有 

关知识的定义[ 。 

定义 1 设 K一(u，R)为一个知识库。L厂为论域，尺为等 

价关系族，P R且 P≠中，则 P中所有等价关系的交集称为 

P上的不可分辨关系，记作 IND(P)。IND(P)也是等价关 

系 。 

不可分辨关系是经典 Rough集理论中最基本、最重要的 

概念，它深刻揭示出论域知识的粒状结构。 

定义2 设 K一(U，R)为一个知识库。U为论域，R为等 

价关系族，P 尺且P≠ ，则不可分辨关系 IND(P)的所有 

等价类的集合U／IND(P)称为U的P基本知识。特别地，对 

于等价关系 Q R，如果 IND(P)一 IND(Q)，则称知识 P和 
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知识Q是等价 的，具有相同的表达能力。如果 IND(P) 

J D(Q)，则称知识 Q完全依赖于知识 P，记为 Q。此时， 

Q的基本等价类可以表示为P的基本等价类的组合。 

通常情况下，知识 Q以程度 k(O≤五≤1)依赖于知识 P。 

极端地，如果不存在 P Q，且不存在 Q P，知识 P，Q为独立 

的。 

定义 3 设 K一(U，R)为一个知识库，P R且 P≠中，对 

于 rEP，如果有 ND(P)=JND(P一{r))，则称 r为P 中不 

必要的，否则 r为P中必需的。 

定义 4 设 K一(u，R)为一个知识库，P R且P≠中，对 

于 rffP，如果 P中每个r都是必要的，则称 P是独立的，否则 

称 P是依赖的。 

定义 5 设 U为一个论域，P为定义在 U上的一个等价 

关系族，P中所有不可省略的关系组成的集合称为关系族 P 

的核，记作 ∞ RE(P)。 

定义 6 设 U为一个论域，P和 Q为 L，上的两个等价关 

系族 ，且 Q三P，如果 IND(P)一 IND(Q)且 Q是独立的，则 

称 Q是 P的一个约简。 

知识约简的代数定义是 Rough集理论中重要概念之一。 

2·知识与信息熵的关系[0] 

设 P，Q为论域 U上的两个等价关系(即知识)，U上任一 

等价关系都可以被看作是定义在 U的子集组成 的旷代数上 

的一个随机变量。其概率分布定义如下。为和本文作者系列 

文章标识统一 ，对文献E33的符号做了部分修改。 

假设 P，Q在论域 U上导出的分类分别为y和X： 

U／IND(P)一{Y ，y2，⋯， ，⋯ ， )，1≤ ≤m (1) 

U／IND(Q)一{X1，X2，⋯，x，，⋯， }，1 ≤ (2) 

则 P，Q在 U上的子集组成的代数上的定义的概率分布为： 

一

[ ㈨ ， ] ㈣ 
一 [ ㈨娄 ] ㈤ 

其中， 

p( )一l I／}Ul (5) 

( )一I XJ l／lUl (6) 

知识 P，Q的信息熵 H(P)，H(Q)分别定义如下： 

H(P)一一∑p( )logp( ) (7) 

H(Q)一一 (X )logp( ) (8) 

知识 Q相对于知识P的条件信息熵H(Q／P)定义为： 

H(Q／P)一一 户( ) ( ／v,)logp(X／Y,) (9) 

其中， 

(xJ／ )一{y，n XJ l／l 1 (10) 

Rough集合的信息定义可重新表示 Rough集合 中的概 

念与运算，条件信息熵可以描述知识的依赖性。 

3 知识与运算的信息表示『3l 

定理 1 设 U是一个论域 ，P和Q是 己，上的两个等价关 

系族。若 IND(P)一 IND(Q)，则 H(P)一H(Q)。定理 1的 

逆未必成立。 

定理 2 设 U是一个论域，P和Q是 U上的两个等价关 

系族，P Q。若 H(P)一H(Q)，则 JND(P)一 ND(Q)。说 

明两个知识库存在包含关系时，知识的信息量相等。 

定理3 设U是一个论域，P是 U上的一个等价关系族。 

一 个关系 rffP在 P中是不必要的(多余的)，其充分必要条 

件为 H(r／P一{r))一O。 

推论 1 rEP在 P中是必要 的，其充分必要条件为 H 

(,-／P一{r})>O。 

定理 4 设 U是一个论域，P是 U上的一个等价关系族。 

P是独立的充分必要条件为：对任意 r∈P，都有 H(r／P一 

{r})>O。 

定理 5 设 U是一个论域，P是U上的一个等价关系族。 

Q P是P的一个约简的充分必要条件为下列两个条件成 

立 ： 

(1)H(P)一H(Q)； 

(2)对任意的q∈Q，有 H(q／Q一{q})>O。 

4 知识与粒矩阵的关系 

本节给出 Rough集知识发现的粒矩阵表示及其相关定 

理和证明 。 

定义 7 设 K一(U，R)是一个知识库，其中论域 U一{U ， 

⋯  ，⋯，Uz)包含了 z个个体 ，R是等价关系族。任意子集 

PCR且尸≠中均可将 u划分成互不相交的等价类。L 小 

(P)一{Y “， ，⋯， }，1≤ ≤m，等价类被定义成粒。 

可用一个长度为 z的二进制数定义，如果 ∈ ，对应的二进 

制数的第 i位为 1，否则为0，其中z为U的势。取值为1的元 

素具有不可分辨关系C6,r]。 

假设 P，Q在论域 U上导出的分类分别为 y和X，如式 

(1)、式 (2)所示 ： 

Y一{Yl，y2，⋯ ， ，⋯， } 1≤ ≤m 

X一{X ，X2，⋯，X，，⋯， } 1≤ ≤n 

令 ： 

一 {n l，岔 2，⋯ ，以 ，⋯，n } (11) 

X 一{ ， z，⋯ ， ，⋯，6Jf} (12) 

其中， 

一  

f

以

Xk ff Y~ 
≤z 

一  

f xk EXj 

≤ Ⅲ ， 

将等价类定义为粒，实现了论域子集到长度为 z的二进 

制空间的映射 -厂： 一{0，1} 。每一个等价类对应一个长度 

为 z的二进制串，所有的等价类则构成一个矩阵。 

定义 8 定义二进制粒矩阵(Bit Granular Matrix，BGr- 

M)为{ ×f， ×z， × }，其中l8 ， 

Y I 一 三] (15) 
× 全x一[ ]一[ 童 ] c e 

= CvxAy~X 一[％] (17) 

勺一备(Ⅱ )一card(Yi Nxj)一} n XJ l (18) 



 

矩阵y，X表示了知识 P和知识Q导出的等价类，矩阵 

× 反映了所有等价类 与 X 之间的包含关系。定义 × 

为知识 P，Q的粒关系矩阵，元素 cij反映了 包含于 XJ中元 

素的个数。M ( )表示每行非零元素的个数，当 船 ( )一 

1时，说明 能被正确分类到 X 中。其中 card(·)，1．I均 

表示集合的势。令： 

yl— 

yl 

y2 

● ● ●  

(19) 

f ， 

xl一(1 Xl l，l I，⋯ J x )一(∑bl̂，∑b ，⋯ ∑b ) 
一 l = 1 ： 1 

IUI—l 

定义 9(Rough关系矩阵) 定义： 

Rm× 一G ／l I一 

(20) 

(21) 

(22) 

R 一[ ] × ，其中， 

一

--  

R( (y，)一尚一 0≤ ≤1 
(23) 

× 定义为具有知识P和知识Q的粒 y和X的 Rough 

关系矩阵，简写为 R。Rough关系矩阵是对粒矩阵信息的凝 

练，在形式和内容上与 Crisp集合和 Fuzzy集合的关系矩阵统 
一 起来。另 N( )一1表示矩阵每行 只有一个非零元素， 

∽： 一1表示 R中每行有且只有一个元素为 1。 

特殊地，通过不可分辨关系定义元素z对任一集合 X的 

Rough函数隶属度为： 

越(z)= (yf)一 (24) 

元素 在知识库中被划分为等价类且z∈Yi，等价类中 

的元素具有不可分辨关系。对同一个集合 X U而言，如果 

：rEYi且 y E Yi，则有 ( )一 ( )。因此，任一元素的 

Rough隶属函数等于包含这一元素在内的等价类的 Rough 

隶属函数。当个体 的性质转变为集合的性质时，个体的 

Rough隶属函数就变成等价类的隶属度函数 。所有等价 

类之间的隶属度都可以通过 Rough关系矩阵R表示。 

以上定义说明：给定知识库 K一(u，R)，}UI—z。在粒矩 

阵定义下，知识转变为以二进制粒形式表示的矩阵，一个知识 

库K一(U，尺)对应着一族二进制粒矩阵。划分产生不可分辨 

关系，具有不可分辨关系的元素凝聚成一个知识粒子。粒子 

长度为 z，其中取值为 1的元素具有不可分辨关系。 

由此，式(5)、式(6)、式(10)可以由粒矩阵表示为： 

户( )一J l／lul一÷∑n (25) 

(XJ)一l l／l【，l一÷∑ (26) 

户( ／ )一f n f／f i一 (27) 
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这样，基于信息的 Rough集知识的基本定义都可以由粒 

矩阵简单表示。 

5 知识与知识运算的粒矩阵表示 

定理 6 设 U是一个论域，P和Q是 U上的两个等价关 

系族。若 ，ND(P)一 IND(Q)，则 m一 ，且 Y—X。 

证明：若 JND(P)一JND(Q)，显然 — ，Y=X成立。 

从粒矩阵角度证明定理 1：若 jND(P)一，ND(Q)，则 H 

(P)一H(Q)。 

由定理，若 ，ND(P)一，ND(Q)，则 — ，且 y—X。 

当 i=j时，必有f f—f X f成立。因此定有 H(P)一H 

(Q)。反之则不然，因为lYi【一l XJ l并不能保证y—X。 

定理 7 设 【，是一个论域，p和Q是 U上的两个等价关 

系族，且 尸 Q，则粒关系矩阵 c每行只有一个非零元素，即 

～( )一1。或者，在 Rough关系矩阵中，FN( I：1。 

由本文第 4节定义可知，NE( )表示关系矩阵 c中第 i 

行非零元素的个数。当 NE(i)=1时，说明 能被正确分类 

到x，中。当 P Q时，P中所有的分类都可以被正确地分到 

Q的分类中。因此粒关系矩阵C的每一行都只有一个非零元 

素，转换到 Rough关系矩阵中则 T'N∞一 一1成立。 

定理 2在描述知识 P，Q的依赖关系时，加上了信息量相 

等的条件，从而得出 P，Q在代数表示下等价。如果参照定理 

2，则可以得到定理 8。 

定理 8 设c，是一个论域，P和Q是 U上的两个等价关 

系族，且 P 三Q。若 y—X，则 IND(P)=JND(Q)。 

证明：显然，若 y—X，则一定有 H(P)一H(Q)，由定理 

2，可得 jND(P)一IND(Q)。 

定理 9 设 U是一个论域，P和 Q是 上的两个等价关 

系族。一个等价关系 rEP在P 中是不必要的(多余的)，其 

充分必要条件为 m一 ，Y=A。其中 

UljND(P)一Y一{Y1，Y2，⋯， ，⋯， } 1≤ ≤ 

lIND(P—r)一A一{A ，A2，⋯，A，，⋯，A } 1 ≤ 

证明：由定义 3，关系 r∈P在 P中是不必要的，则有 

IND(P)一IND(P—r)，所以有 m一 ，Y—A成立。 

反之，若 — ，Y=A，命题显然成立。 

另外，从粒矩阵的角度来看定理 3，如果 rE P在 P中是 

不必要的 ，有 

P一{r}cPe=~IND(P一{r})一IND(P)∞H(r／P一{r}) 

一 0 

根据定理 8有：如果 rEP在P中是不必要的，则 

JND(P)一J～D(P～r)㈢ 一 ，Y—A甘 H(P)一H(P— 

r)㈢H(rl P—r)一O 

定理 10 设 U是一个论域，P是 U上的一个等价关系族。 

P是独立的充分必要条件为：对任意 rEP都有 JND(P)≠ 

JND(P一{r))，即 y≠y尸⋯ y是 由P导出的二进制粒矩 

阵， ，是由等价关系族P—r导出的二进制粒矩阵。 

有兴趣的读者可以自行论证。 

定理 11 设 U是一个论域，P是 U上的一个等价关系 

族。( P是Q的一个约简的充分必要条件为下列两个条件 

成立： 

(1) 一 ，y—X： 
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一 
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∑ ∑ ． ∑H 

 ̈ 一 一 一  ̈

～ ～ 



 

图3 数据集 Kes2的聚类结果 图 4 数据集Kes3的聚类结果 

结束语 AP算法能在较短的时间里得到很好的聚类结 

果，且不需要初始化聚类中心，这使得 AP算法比较稳定 ，适 

合进行聚类分析。本文基于 AP算法，研究了采用 6种有效 

性指标来确定最佳聚类数的方法。通过分析和实验，可以得 

出这样的结论：与其它有效性指标相比，IGP指标具有优良的 

性能，适合对 AID算法的聚类结果进行评估并可用来确定最 

佳聚类数。运用聚类有效性指标确定最佳聚类数是一项重要 

的研究课题，需要我们作深入的研究，对聚类有效性指标的评 

估机理以及新的具有优良性能的有效性指标的研究，将是我 

们下一步研究工作的重点。 
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(2)对任意的 q∈Q，有 y≠y。 。 

证明：假设 X，y是由P，Q导出的二进制粒矩阵，y。一 是 

由等价关系族Q—q导出的二进制粒矩阵y≠y(卜 ，则 

(1)Qc~7_p是 P的一个约简㈢IND(P)一IND(Q)甘H 

(P)一H(Q)g：~m=tt，y— ； 

(2)Q独立甘y≠Y_口 ㈢H(q／Q {g})>O。 

从以上各定理证明过程可看到 Rough集的代数定义、信 

息熵定义以及粒矩阵定义基本等价。 

结束语 同一问题在不同知识表示下的算法难度不同。 

文献[1o]探讨了粗糙性和信息熵的概念，文献[11]讨论了粗 

糙集理论代数观点与信息观点，分析了二者在相容信息系统 

中的等价关系，并发现二者在不相容信息系统中的不等价关 

系。文献[12]在粗糙集理论中提出了信息量和信息粒度的定 

义。本文通过定义粒矩阵和粒矩阵的运算来表示 Rough集 

理论中的知识和知识运算，并证明了知识及知识运算在代数 

表示、信息表示和粒矩阵表示下的等价性。进一步，这种证明 

还可以推广到粗糙集的信息量、信息熵、包含度l13]的表示方 

法以及粗糙集的各种扩展模型的研究和计算中。相关研究还 

在继续 。 
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