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级联三稳态随机共振的特性研究及应用

张　刚　高俊鹏　李红威

(重庆邮电大学信号与信息处理重庆市重点实验室　重庆４０００６５)
　

摘　要　针对强噪声环境下存在的微弱信号检测困难的问题,以级联三稳态随机共振系统为研究对象,利用信噪比增

益和特征频率的频谱峰值作为判断指标,对三稳态随机共振的特性进行分析.仿真结果验证了通过调节级联三稳态

随机共振系统的相关参数,能够获得比单级三稳态随机共振系统更好的随机共振输出特性.此外,针对弱信号在实际

的齿轮故障诊断中难以提取的问题,提出级联三稳态随机共振齿轮故障的诊断方法.结果表明,该方法可以有效提取

齿轮故障的微弱特征,进而实现齿轮的早期故障诊断,具有广泛的工程应用前景.
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ResearchonStochasticResonanceCharacteristicsofCascadedThreeＧsteadyＧstateandItsApplication
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(ChongqingKeyLaboratoryofSignalandInformationProcessing,ChongqingUniversityofPostsand

Telecommunications,Chongqing４０００６５,China)

　

Abstract　Inordertosolvetheproblemofweaksignaldetectiondifficultiesinstrongnoiseenvironment,usingSNR

gainandthespectralheightofcharacteristicfrequencyasthemeasurementindexes,thispaperstudiedthecascadedtriＧ

stablestochasticresonancesystemandanalyzeditscharacteristics．ThesimulationresultsshowthatthecascadedtriＧ

stablestochasticresonancesystemcanachievebetteroutputthansingleＧstagetriＧstableresonancesystemthroughtuＧ

ningtheparameters．Inaddition,inordertosolvetheproblemthattheweaksignalintheactualgearfaultdiagnosisis

difficulttoextract,thispaperproposedagearfaultdiagnosismethodbyusingcascadedtriＧstablestochasticresonance

system．Theresultsshowthatthismethodcaneffectivelyextracttheweakcharacteristicsofgearfault,andrealizethe

earlygearfaultdiagnosis．Therefore,ithasawiderangeofengineeringapplicationprospects．

Keywords　Weaksignaldetection,CascadedtriＧstablestochasticresonancesystem,Parametertuning,Faultdiagnosis,

Gear

　

１　引言

１９８１年,意大利科学家 Benzi等[１]在研究古气象冰川问

题时,提出了随机共振概念.随着这个领域的理论研究的深

入,随机共振得到了快速的发展、应用以及推广.学者们相继

把随机共振理论引入微弱信号检测领域,使其成为近年来相

关领域的研究热点.随机共振系统通过调试系统参数、输入

驱动信号周期和噪声,使得三者达到一种协同作用,从而出现

随机共振现象[２Ｇ３].Leng等[４]提出了级联双稳态系统理论,

并分析了级联双态稳系统的特性,有效拓宽了微弱信号检测

的方法.曲媛等[５]发现在级联双稳态系统随机共振下,在每

级系统中加入第二个周期信号后,会出现随机共振的加强现

象.赖志慧等[６]研究了级联双稳 Duffing系统的随机共振特

性.随着对级联系统的深入研究,其逐步被应用到现实生产

和生活中.周玉飞等[７]将级联双稳态系统提取微弱信号的方

法实际运用到轴承故障诊断上,具有十分现实的应用意义.

在大参数(大频率、大噪声强度)情况下,由于不能满足绝热近

似理论[１Ｇ２],因此采用二次采样的方法[８Ｇ１０].当前对双稳态的

研究已比较成熟,且已逐步发展到对三稳态的研究,如赖志慧

等[１１]对三稳态系统随机共振进行了初步研究.目前,国内外

对于级联方式的三稳态随机共振系统还没有相关研究成果见

诸报道.本文在已有的级联双稳态随机共振系统研究成果的

基础上,结合了单级三稳态的一些特性,对级联三稳态系统的

随机共振特性进行了研究.研究表明:在合适的系统参数条

件下,级联三稳态随机共振系统不仅能实现随机共振,而且具

有比单级三稳态随机共振更好的随机共振输出特性.同时本



文研究了级数对三稳态随机共振输出特性的影响以及针对大

参数的随机共振.将此系统应用到滚动轴承故障诊断中,能

很好地实现齿轮的早期故障诊断,具有很高的理论和实用

价值.

２　级联三稳态随机共振理论

２．１　随机共振的基础原理

最初在势场中布朗粒子[１２]的轨迹是由langevin方程来

描述,其表征了布朗粒子的速度、加速度和随机力三者之间的

关系.其运动轨迹方程为:

dx
dt＋du(x)

dx ＝s(t)＋n(t) (１)

其中,u(x)为势函数,s(t)表示周期驱动力,n(t)表示强度为

D 的高斯分布的白噪声,且满足‹n(t)›＝０,‹n(t)n(t′)›＝

２Dδ(t－t′).u(x)是三稳态势函数,如图１所示.取表达式

u(x)＝１
２ax２－ １

４bx４＋ １
６cx６,其中a,b,c＞０.图１中有两

个不稳定点和３个稳定点的非线性三稳态势场,并且形成了

被两个势垒分隔开的３个势阱.

图１　三稳态势阱函数

Fig．１　TriＧstablepotentialfunction

令u′(x)＝０,得到式(２),求出势函数的两个稳定点即两

个极小值点,３个不稳定点即３个极大值点.

ax－bx３＋cx５＝０ (２)

解得:

xmin＝± b－ b２－４ac
２c

(３)

xmax＝０,± b＋ b２－４ac
２c

(４)

将上述求解代入势函数u(x),可以计算出中间势垒峰值

ΔU１ 和两边势垒峰值ΔU２.

ΔU１＝U(xmax)－U(０)＝ １
２４c２ (b２－４ac)３

２ ＋b(b２－６ac)[ ]

(５)

ΔU２＝U(xmax)－U(xmin)＝ １
１２c２(b２－４ac)３

２ (６)

将U′(x)代入式(１),方程变为有周期驱动信号s(t)和噪

声信号n(t)共同作用的三稳态系统方程:

dx
dt＝－ax＋bx３－cx５＋s(t)＋n(t) (７)

方程(７)中,驱动信号、噪声和系统三者达到协同作用时,

噪声在这个非线性三稳态系统中起着积极作用,使得一部分

噪声能量转化到信号能量,进而信号能量有所增强.假定信

号幅值很小(A≪１),在无噪声的提前下,粒子将处于３个势

阱中的任意一个势阱,此时,系统不足以使粒子从一个势阱跃

迁到其余的势阱,通过施加周期驱动力,使得粒子能够越过

ΔU１ 和ΔU２ 势垒峰值,从而使系统输出形成３个势阱间的大

范围连续跃迁运动,出现随机共振现象.

２．２　级联三稳态随机共振特性

如果若干个单个三稳态系统进行串联(见图２),则当系

统输入为周期驱动信号s(t)＝asin(２πf０t)和高斯分布白噪声

n(t)时,该级联三稳态随机共振系统可表示为:

dx１

dt＝－a１x１＋b１x３
１－cx５

１＋s(t)＋n(t)

dx２

dt＝－a２x２＋b２x３
２－c２x５

２＋x１(t)

　􀆺

dxn

dt＝－anxn＋bnx３
n－cnx５

n＋xn－１(t)

(８)

图２　级联三稳态系统

Fig．２　CascadedtriＧstablesystem

当n≥２时,xn(t)不仅仅是上一级三稳态系统的输出,也

是该级三稳态系统的输入.方程组(８)中第i个方程是第i
级的三稳态系统.研究两级级联三稳态系统的随机共振特

性,取信号特征参数幅值A＝０．０４,周期频率f０＝０．０１Hz,噪

声强度D＝０．２,系统参数a＝１．０５,b＝４．８,c＝４．５,系统中的

采样频率fs＝５Hz,此时单级三稳态系统的输出达到随机共

振,如图３所示,其中非线性微分方程采用四阶 RungeＧKutta
法进行数值求解.若将单级三稳态系统的输出x１(t)输入到

第二级三稳态系统中,则可得到第二级三稳态系统的输出x２

(t).取第二级系统的参数a１＝１．０５,b１＝４．７５,c１＝４．５,得到

输出波形图和频谱图(见图４),将其与图３中的输出波形图和

频谱图作对比,得出第二级系统的检测频率的输出特性优于第

一级系统的输出特性.

本节的主要研究对象是两级级联方式,采用四阶龙格库

塔法进行数值仿真.取步长h＝０．２,仿真模型迭代公式如式

(９)所示.该仿真实验分两步:１)将s(t)＋n(t)作为第一级的

输入,调用一次四阶龙格库塔法函数并同时调节系统参数(a,

b,c),使得随机共振系统在特征频率处能够产生较高的频谱

峰值,达到最佳的第一级随机共振效果,其算法复杂度为 O
(N);２)把第一步的最后输出作为第二步的第二级系统输入,

通过第二次调用四阶龙格库塔法函数并调节系统参数,产生

第二级随机共振效果,其复杂度为 O(N).两步骤的算法复

杂度相同,取两者中的较大值,所以最终的算法复杂度为

O(N).因此级联方式的算法复杂度没有提高,但是对于整个

系统而言,级联方式的输出特征频率的频谱比单级随机共振

系统的特征频率的频谱峰值效果更佳.
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如图３所示,输入信号中的特征频率的峰值较小,其频谱

特征不 太 明 显.经 过 单 级 三 稳 态 系 统 后,其 频 谱 中 f０ ＝
０．０１Hz处的频谱值１４７．８得到明显的增大,容易在频谱中得

到识别.再通过如图４所示的第二级三稳态系统的作用后,
该频谱值增加到３２５．７,特征频率的可识别性得到进一步增

强.通过二级级联的方式说明在合适的参数条件下,级联三

稳态系统不仅能实现随机共振,还能获得比单级三稳态系统

更好的随机共振输出特性.图中sn表示s(t)＋n(t),是信号

与噪声的混合信号.

图３　第一级三稳态系统输入x１ 与输出x２ 的时域

和频谱图的对比

Fig．３　Comparisonoftimedomainandfrequencyspectrumofinput

x１andoutputx２offirststagetriＧstablesystem

图４　第二级三稳态系统输入x２ 与输出x３ 的时域和

频谱图的对比

Fig．４　Comparisonoftimedomainandfrequencyspectrumofinput

x２andoutputx３ofsecondstagetriＧstablesystem

在小参数条件下,第一级三稳态系统具有随机共振特性,
在保证第一级其他参数不变的情况下,调节噪声强度大小,对

第二级三稳态系统进行数值仿真.如图５所示,随噪声强度

的增加,第二级三稳态系统的输出信噪比增益先增加后减少,
并在某一个最优的噪声强度达到信噪比增益最大,因此第二

级三稳态系统也具有随机共振的特性.

图５　第二级三稳态随机共振系统信噪比增益随输入噪声

强度的变化规律

Fig．５　VariationofsignalＧtoＧnoiseratiogainofsecondＧstage

triＧstablestochasticresonancesystemwithinputnoiseintensity

依据绝热近似理论可知,第一级稳态系统输出的功率谱

中主要包含两种成分:１)第一级输入的正弦信号引起的,并且

与正弦信号同频;２)由第一级输入高斯白噪声引起的,具有洛

伦兹分布形式.虽然第一级的输出包含这两种成分,但是不

同于之前的第一级输入形式.每一级的转换条件可以归纳为

两个方面.一方面是第一级输出的时域周期波形不再是正弦

波形,而是近似于方形波,含有丰富的高频分量;并且由于产

生了随机共振现象,其基频时域信号幅值比s(t)的幅值更大.
另一方面,噪声中的成分不再是高斯白噪声,而是具有洛伦兹

分布的色噪声,这些噪声聚集在低频范围内.只有满足这两

个条件,通过调节系统参数才可以达到随机共振效果.可以

定性分析[４],第二级稳态系统输入与第一级稳态系统中的最

大不同就是噪声成分,即由第一级输入的高斯白噪声变成色

噪声,这也是引导功率谱改变的主要原因.而改变第二级稳

态系统输入周期信号的类型,只会影响信号频率处的谱高,这
是由三稳态系统中周期信号的幅值敏感性所决定的,这也是

第一级稳态系统参数和第二级稳态系统参数变化不大的原

因,以及第一级的输出峰值比第二级的输出峰值高的原因.
上节具体分析了两级系统通过合适的参数调节可以达到

随机共振的现象,并且通过数值仿真验证了多级的三稳态系

统比单级的三稳态系统的输出特征频率幅值性能效果好.即

第一级达到随机共振的现象,第二级只是对第一级三稳态系

统的输出特征信号在频谱幅值方面起到一个增强作用,与此

同时,两级级联系统对原始噪声信号的时域波形具有整形滤

波特性.本文在第一级三稳态系统未能达到随机共振的情况

下,根据输出特征频率值的大小对第二级三稳态系统进行相

应的研究.这对以后多个级联系统的相关研究有着非常重要

的意义.
本节分析信号频率f０ 在多个三稳态系统中输出的特征

频率峰值的特性.在方程(８)中,取信号频谱A＝０．０４,f０ 从

０．０１开始递增到０．１结束,步长设为 ０．００５.取 D＝０．０５,

０,２,０．３.对两级三稳态系统进行数值仿真,得到f０ＧAm 关

系曲线图,如图６所示.对３个不同噪声的f０ＧAm 曲线进行

对比分析.对于任何噪声强度,第一级和第二级三稳态系统

输出特征频率的峰值都会在某一个频率点相交.在噪声强度

小于最优的噪声强度时,图６(b)的交点f０′比D＝０．２时的图

６(a)的交点f０ 频率右移,而在噪声强度大于最优的噪声强度

８４１ 计 算 机 科 学 　２０１８年



时,图６(c)的交点f０′比图６(a)的交点f０ 频率左移.因此,

在相交前,第二级三稳态系统比第一级三稳态系统输出的特

征频率的频谱峰值更大,并且第二级三稳态系统比第一级三

稳态系统的峰值减少得更快.而相交之后,第二级三稳态系

统输出的特征频率的频谱峰值略小于第一级三稳态系统输出

的特征频率的频率峰值,并趋于一条线.这种现象说明了在

第一级未达到随机共振的情况下,第二级三稳态系统并不是

总比第一级三稳态系统输出的特征频率的频谱幅值高,而是

存在一个频率范围,在这个低频频率范围内才能增强特征频

率的峰值强度.由图６可以得出结论,频率的范围大小取决

于噪声的强度,噪声强度越大,频率范围越大;噪声强度越小,

频率范围越小.

(a)D＝０．２

(b)D＝０．３

(c)D＝０．０５

图６　级联三稳态随机共振系统的输出频率的频谱峰值与信号

频率的变化规律

Fig．６　Variationbetweenpeakspectralfrequencyofcascaded

triＧstablestochasticresonancesystemoutputandsignalfrequency

图７　级联三稳态随机共振系统特征频率的峰值与级数i的变化规律

Fig．７　Variationofthespectralheightofcharacteristicfrequencyof

cascadedtriＧstablestochasticresonancesystemwithseriesnumberi

下面讨论多级数对于级联三稳态系统输出特性的影响.

对于方程组(８),在其他参数不变情况下,取七级三稳态随机

共振系统进行仿真验证.如图７所示,第二级到第三级系统

的输出频谱峰值增加的倍数相对第一级到第二级的较小,第
三级以后,系统的输出频谱峰值基本上趋于一条直线.由此

可知,级数的增加不与输出频谱峰值成正比,说明了级数增加

并不是越多越好.其原因是第一级输入的高斯白噪声经过第

二级的输出噪声变成了具有洛伦兹分布的色噪声,噪声的能

量逐步向低频转移,这也说明经过一级三稳态系统的输出特

征频率峰值较高.经过多级三稳态系统以后,高频成分已经

很少,因此频谱的峰值也就不再增加.
本文以级联三稳态系统为研究对象,驱动周期信号均以

正弦信号为基准,以检测级联具有时域波形的滤波整形特性.
通过图４的第二级的时域输出波形可以看出,在保持图３中

第一级输出时域波形整体轮廓不改变的条件下,对高频小幅

毛刺进行滤除,可使时域波形更加平滑.因此,级联三稳态系

统具有整形和滤波的特性.对图３、图４中系统输出的时域

波形进行推断可知,由于三稳态系统输出信号具有瞬时跃迁

的特性,且这一特性与时域矩形波特性相仿,因此级联三稳态

系统可以对时域矩形波进行滤波整形处理.
设置一个幅值为１、周期为１００s、占空比为５０％的周期

矩形波,通过傅里叶级数展开,矩形波的表达式为:

x(t)＝４
π

(∑
∞

n＝１

１
nsin(２nπft)) (１０)

其中,f＝１
T

,n＝１,３,５,􀆺.采用的高斯白噪声强度分别为

D＝０．２,D＝６.将矩形波与高斯白噪声相混代入方程组(８)
所示的级联三稳态系统中,采样频率fs＝２５Hz,计算点数

N＝１００００,分别通过数值仿真得到D＝０．２时的周期方波的

整形滤波,如图８所示.

图８　D＝０．２时的周期方波的整形滤波

Fig．８　PeriodicsquarewaveshapingfilterwhenD＝０．２

第一级三稳态系统输入混合噪声信号sn(t)时,输出的信

号x１(t)还是以矩形波为主的整体轮廓.通过第二级三稳态

系统后,输出的矩形波信号x２(t)与原始矩形波信号x(t)十
分相似,图８说明了经过两级级联之后,输出的矩形波具有非

常好的恢复性能,表明级联系统具有整形和滤波特性.随着

级数的增加,级联三稳态系统的整形光滑作用变得不太明显,
而输出波形由于系统级数的增加而产生延迟效果,反而不利

于矩形波形的恢复.对于图８,分析小噪声下级联三稳态系

统对矩形波信号的整形和滤波特性,并在大噪声下对矩形波

的滤波整形特征进行下一步研究.图８中其他的参数不变,
只将噪声强度D 设为６,如图９所示,信号与噪声混合后,已
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经不能分辨混合信号sn(t)中的驱动信号的周期性,通过二级

级联三稳态系统后,输出波形与原始单纯的矩形波整体轮廓

大致一样,十分接近单纯的矩形波信号,这说明强噪声和小噪

声下,级联系统具有相同的整形和滤波性能.

图９　D＝６时的周期方波的整形滤波

Fig．９　PeriodicsquarewaveshapingfilterwhenD＝６

３　大参数级联三稳态随机共振

上文具体讨论的是小参数的情况,而在实际的工程实践

中,通常处于大参数(大频率、强噪声)的环境中,在这种情况

(大频率、强噪声)下,由于还没有直接处理高频信号的方法,
一般采用二次采样的方法[８Ｇ１０].对f０＝１０Hz,f１＝２０Hz两

个频率进 行 尺 度 变 换,二 次 采 样 频 率 fsr ＝５Hz,取 样 点

１００００.迭代步长h＝０．２,噪声 D＝０．２,两个信号频率经过

尺度变换R＝１０００后,作为输入的待测信号经过级联三稳态

系统,通过调节系统参数达到随机共振,得到特征信号频率

值,再按尺度变换R＝１０００进行信号尺度的还原,从而得到

实际的特征信号频率值.通过数值仿真,设置级联三稳态系

统的参数a＝a１＝１．０５,b＝４．８,b１＝４．３５,c＝c１＝４．５.输出

待测信号s＝０．０４sin(２０πt)＋０．０４sin(４０πt).如图１０所示,
在第一级输入频率１０Hz,２０Hz处的频谱峰值分别是５．５３,

７．６５.经过第一级后在频率１０Hz,２０Hz处增加到１９１．８,

９２．４２.再如图１１所示经过第二级后在特征频率１０Hz,２０
Hz处增加到５０３．８,２０４．２.图１０、图１１中的现象表明了级

联三稳态系统对多频信号也具有一样的检测效果.

图１０　大参数下第一级级联三稳态随机共振系统输入与

输出时域和频域图

Fig．１０　Inlargeparameters,firststagecascadedtriＧstablestochastic

resonancesysteminputandoutputtimeandfrequencydomain

图１１　大参数下第二级级联三稳态随机共振系统输入与

输出时域和频域图

Fig．１１　Inlargeparameters,secondstagecascadedtriＧstable
stochasticresonancesysteminputandoutputtimeand

frequencydomain

４　实际工程应用

滚动轴承是机械工业不可或缺的一部分,应用范围较广,
也是最容易出现故障的部件,因此把级联三稳态系统的特性

分析应用到故障诊断中是十分必要的.本节采用的是美国

CWRU(凯斯西储大学)实验平台公布的相关数据,其型号是

６２０５RS,r＝１７９６r/min,滚动轴承主要规格信息如表１所列.

表１　滚动轴承主要规格信息

Table１　Mainspecificationsofrollingbearings

轴承

规格

内圈

直径/cm
外圈

直径/cm
厚度/
cm

滚珠

直径/cm
节径/
cm

滚珠

个数/cm
接触角/

/°
６２０５RS ２．５００１ ５．１９９９ １．５００１ ０．７９４０ ３．９０４０ ９ ０

通过计算,轴承外圈故障频率为１０７．３.滚动轴承转速

故障频率是大频率,而随机共振理论只在小参数的情况下才

能检测出相关的微弱信号.因此首先需要对初始信号进行预

处理,本文采用的是二次采样的方法,设置采样压缩比R＝
４５００,二次采样频率为５Hz,采样点为１２０００.其次利用级联

三稳态系统随机共振的原理提取微弱特征频率.最后再利用

相关尺度还原得到原始的特征频率.通过龙格库塔法数值仿

真,取参数a＝０．２３,a１＝２．６,b＝２．９,b１＝４．２,c＝２．５,c１＝
３．５进行相关故障频率信号检测,如 图 １２ 所 示,在 频 率

１０７Hz和二倍频２１４Hz处都有尖峰存在.

图１２　第一级级联三稳态系统输入与输出时域和频域对比图

Fig．１２　Comparisonoftimedomainandfrequencyspectrumof
inputandoutputoffirststagetriＧstablesystem
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如图１３所示,级联三稳态系统１０７Hz频率处的峰值增

加了０．８１６,在二倍频２１４Hz频率处的峰值增加了０．２７３.

因此将级联三稳态系统应用于滚动轴承诊断,能检测到相关

故障频率信号,具有良好的工程应用价值和前景.

图１３　第二级级联三稳态系统输入与输出时域和频域对比图

Fig．１３　Comparisonoftimedomainandfrequencyspectrumof

inputandoutputofsecondstagetriＧstablesystem

结束语　本文首先对三稳态系统进行了理论分析,然后

以级联的方式结合两个三稳态系统,并将其作为研究对象,讨

论了小参数下第一级三稳态系统没有随机共振的情况下,第

二级三稳态系统的频率特性.研究发现,在一定低频范围内,

第一级三稳态系统的输出特征频率的峰值大于第二级三稳态

系统的输出特征频率的峰值.超出这个低频范围时,第二级

三稳态系统的输出特征频率小于或等于第一级三稳态系统的

输出特征频率的峰值.同时,本文分析了级数大小对级联系

统的输出特征频率频谱峰值的影响,并且以矩形波为研究对

象,通过仿真实验对级联三稳态系统滤波整形特性进行分析

验证.最后在大参数情况下,采用了二次采样的方法,对多频

大参数信号进行处理和检测,将本文方法实际应用到滚动轴

承故障诊断检测中.说明了双级的三稳态系统的检测性能比

单级的三稳态系统的检测性能更好.
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