
第 39卷 第 l1期 
2012年 11月 

计 算 机 科 学 
Computer Science 

Vo1．39 No．11 

Nov 2012 

拟陷阱同步自动机的最短同步字的长度 
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摘 要 既非陷阱也非强连通的同步自动机称为拟陷阱同步自动机。对于任意的拟陷阱同步 自动机 A，利用其强连 
、， 

通子自动机的状态数给出了A的最短同步字的长度的一个上界，进而获得了A ~~ern9猜想的一个充分条件。 
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Abstract A synchronizing automaton is said to be quasktrapped if it is neither trapped nor strongly connected．Let A be 

a quasktrapped synchronizing automaton．By using the number of the states of the strongly connected sul~automaton of 

A，a upper bound of the length of the shortest synchronizing word of A was given，and then a sufficient condition for A 

to satisfy the ern9 Conjecture was obtained． 
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1 引言 

有限状态自动机是最简单、最基本的计算模型，可分为确 

定型和非确定型两种类型，也可分为完全的和非完全的两种 

类型l1]。同步自动机是一类具有如下特性 的有限状态 自动 

机：当检测到某个输入失误后 ，不管它当时处于哪个状态 ，都 

可以通过输入某个特殊指令(即同步字)使其重回初始状态。 

同步 自动机的研究可追溯到 1956年[2]，研究成果已广泛应用 

于重启装置的设计 、系统测试、机器人学和工业 自动化等 ]， 

且有可能应用于生物计算l4]。 

同步 自动机研究的核心问题是确定完全确定型同步自动 
、， 

机的最短同步字。对于任意正整数 ，J．Cern~于 1964年构 

造了一个最短同步字长度为( 一1) 的 状态完全确定型同 

步自动机[5]，并提出了著名的“~ern9猜想”：所有 状态完全 Q 

确定型同步自动机的最短同步字的长度的上确界为( 一1)。。 

Cern：~猜想是 自动机理论领域存留时间最长的公开问题，至 

今没有解决。许多研究人员对Cern：~猜想进行了深入研究 ， 

所用方法涵盖代 数理论、图论、多值 逻辑和符号动力系统 

等 5 】。1971年，J．Cern：i等给出了强连通的完全确定型 

状态同步自动机( >2)的最短同步字的长度的一个上界 ]： 

／3—3n ／2+25n ／6—4 

1983年，J．E．Pin将该上界改进为L 】： 

( 0一 )／6 

直到 2011年 ，这个上界才被 A．N．Thraman改进为[8]： 

n(7n +6 ～16)／48 

本文将讨论一类完全确定型同步 自动机的最短同步字的 

上界。文中未说明的术语和记号可参见文献[12。 

2 预备知识 

一 个完全确定型有限状态 自动机(下文简称为自动机)是 

一 个三元组 A=(Q，∑， ，其 中： 

Q是一个有限集，称为状态集 ； 

∑是一个非空有限集，称为输入字母表 ； 

艿是从 Q×∑ 到 Q的一个映射，称为状态转移函数。 

如果 Q是一个 一元集，就称 A为一个n一状态 自动机。对 

任意的口∈Q和 ∈三 ，通常记a(p，m)为 户 。对任意的P Q 

和 L ∑ ，令 

PL一{声∞lP∈P，09∈L} 

当P一{p}为一个单元集时，也记 PL为pL。当 L一{ } 

为一个单元集时，也记 PL为P 。 

设 A一(Q， ， )是一个 一状态 自动机。如果对任意的 

q∈Q都有q =Q，就称A是强连通的。如果 Q 是Q的一个 
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子集 ，且 在 Q × 上的限制 是严格的，即 

Q 三Q 

则三元组 A 一(Q ，∑， )也是一个 自动机，称为A 的一个子 

自动机。此时，如果 只含一个状态q，就称 g为A 的一个陷 

阱状态，并称A为一个陷阱自动机。如果存在字∞∈∑ 使 

{ l一1 

就称 60为A 的一个同步字，并称 A为一个同步 自动机。记A 

的最短同步字的长度为 。如果 ≤( 一1) ，就称 A满足 

m 猜想。下面是同步 自动机的一些重要性质。 

引理 1_g 如果 A是一个 一状态同步自动机，那么 A有 

唯一的强连通的子 自动机，且该子 自动机也是同步的。 

引理 2l6 如果 A是一个7z一状态同步自动机且 ≤5，则 

A满足Cern~猜想。 

引理 3̈1。。 如果 A是一个 一状态陷阱同步自动机 ，则 

dA≤n(n一1)／2 

引理 4[8] 如果 A是一个 一状态强连通同步自动机且 

>2，则 

dA≤ n(7 +6 一16)／48 

3 主要结论 

既非陷阱也非强连通的同步 自动机称为拟陷阱同步自动 

机。当A是一个拟陷阱同步 自动机时，由引理 1可以知道 A 

有唯一的强连通的子 自动机，记该子 自动机的状态数为 CA。 

图 1是一个拟陷阱同步 自动机的状态图。 

图 1 一个拟陷阱同步自动机的状态图 

定理 1 设 A是一个 状态拟陷阱同步自动机。如果 

2，则Amff=~ 时猜想且 

≤ 

如果 “≥3，则 

≤ 

且当 fA，，z满足式(2)时A满足 em 猜想： 

≥ 蟹  

(1) 

(2) 

一  

显然， 是一个以 为陷阱状态的( 一fA+1)一状态自动 

机。任取A的一个同步字 并假定 =％。由d(==Q可得 

Q 一％；再由Q，∑ 可以断定q ∈ 。这说明在 中有 

一  

，因而 是一个陷阱同步自动机。 

任取 A 的一个最短同步字 ∞ 和A 的一个最短同步字 

叫  ，并令 ∞一 。假定 Q 一 ，注意到 一 ，对任意的 

q∈Q必定有 ： 

q∞=q“ 一(q ) 三Q，∞ 一{q0} 

因此 是 A的一个同步字。因而 

≤ jm}=l l+】 l (4) 

当cn=2时，分别由引理 2和引理 3可知： 

lm I一1，l I≤( 一1)( 一2)／2 

再利用式(4)可得 ： 

≤ +1 Tnz--3nq-4 

进一步地 ，因为 > 一2，所以 

(n--1) 一 A≥ ( 一1) 一—n~
—

--

—  

3n
一

+ 4 

从而 A一定满足 em 猜想。 

一 > o 0 

下面考虑 CA≥3的情形。由引理 4和引理 3可知 

1(u 1≤ (7 +6 --16)／48 

l l≤( 一c +1)( 一“)／2 

再利用式(4)可得： 

≤ + 等 
一  ± 二 2翌± ± 二 Q 

48 

这就证明了式(1)成立。据此还可以知道，要完成定理的 

证明，只需证明下列不等式组(5)的解为式(2)： 

_厂( )≥0， > (5) 

其中 

厂( )一( 1) 一 

24n +(24--48CA) 4-7d+3O 一40CA 
48 

首先 ，将 _厂( )看作一个关于 的二次多项式 ，用韦达定 

理可以求得它的两个实根为： 

砸  

30—12c 一 、／， 而 c + 
12 

因为 ，( )对CA的任意实值都是一条开口向上的抛物 

线 ，所以不等式 _厂( )≥O的一般解为： 

n∈(一。。， 2]U[ 1，+c。) (6) 

将 看作 CA∈[3，+。。)的函数，并令： 

证明：设 A一(Q，∑， ，并记 A的唯一的强连通子 自动机 

为A ：(Q，，∑， )。由引理 1可知A 是一个CA-状态强连通 

同步自动机。因为A既非陷阱的也非强连通的，所以 

2≤CA< (3) 

构造一个新的自动机 一( ，∑， )如下： 

取定一个不属于 Q的符号q，置 

=(Q Q，)U { ) 其中 

对任意的 q∈ 和 ∈∑ ，置 
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：  Q二 ± j 五 砸  
12 

考虑 g对 c 的导数和二阶导数： 

g 一 -z， 一 ‘ 

g1一一3568+8568cA--6720c~+1512c~q-147c5, 



 

g2—1O2—160CA4-54 +7以 

计算可得 ： 

g1 一8568—13440CA4-4536 4-588矗 

1 一一13440+9072CA 4"1764c~ 

g1 一 90724-3528CA 

以及 

g1 l 一3—14387>0 (7) 

g ，lc 一。=24948>0 (8) 

g1 l 一3=29652>0 (9) 

显然，g >0，利用函数的导数与其单调性之间的关系以 

及式(7)一式(9)可以知道 g >O。类似可以说明gz>0，因而 

> o (10) 

又因为 

g I 一。夕 86 4～2>0，gl 一。> >o (11) 

再利用函数的导数与其单调性之间的关系以及式(10)、 

式(11)又可以知道 g>O，因此 

(VnEIn1，4-oo))，72≥ 1>ca (12) 

再将 z看作 CA∈E3，+oo)的函数。因为 

抛 一  < 0 3< 4 

所以 。≤3，因而 

(VnE(一∞， 2]) ≤ 2≤CA (13) 

联合式(6)、式(12)和式(13)可以断定不等式组(5)的解 

为式(2)。证明完毕。 

4 两个注记 

注记 1 根据定理 1，任意不小于 2的整数 总对应一 

个正整数 。使下面的命题为真：如果A是一个状态数不少于 

no的拟陷阱同步自动机且 ca一 ，则 A满足Cen 猜想。换句 

话说，如果 A是一个 no一状态的拟陷阱同步 自动机且CA≤f0，则 

A满足cem 猜想。表 1是根据定理 1用 Matlab计算出的c0 

与 0在 c。≤60时的对应表。 

表 1 co与 no在 co≤60时的对应表 

注记 2 L Babcsdnyi在文献E15]中也讨论了拟陷阱同步 

自动机的最短 同步字的长度的上界。对于一个 状态拟陷 

阱同步 自动机 A，该文首先证明了 

≤ l 一 
b 

因而断定当 ，fA满足式(14)时 A满足Cer时 猜想 ： 

[ +￡ ≤( 一1)。 (14) 
n  ⋯  一 ， 、 一 一 

接下来，该文断言不等式(14)等价于下面的不等式： 

≤ 。丝  [  (15) 
、  ⋯ ／ 

进而通过解不等式(15)得到了如下结论 ：如果 ，CA满足下面 

的条件式(16)，则 A满足Cer埘 猜想： 

f 一1， 若 ≤12 1(
9+ 而 )／2， 若 ≥13 I(9+ 12 +49) ， 若 ≥ 

因为不能确定Cer埘 猜想是否成立 ，所以无法质疑上述 

结论 ，但认为其证 明过程存在错误，例如，当取 一8，CA一7 

时，不等式(15)成立，但不等式(14)不成立。 
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