
第 39卷 第 11期 
2012年 11月 

计 算 机 科 学 
Computer Science 

Vo1．39 No．11 

Nov 2Ol2 
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摘 要 针对文献[1]中提 出的 MsP问题(定义见正文)，从 SAT问题 出发，给出 SAT问题到 MsP问题的多项式归 

结，进而给 出MSP问题 NP完全性质的另一种证明。 
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Abstract According to the MSP problem (defined in the body)raised in paper1-1~，this paper started from the SAT 

problem and gave the polynomial reduction algorithm from the SAT problem to the MSP problem．Thus we provided 

another proof to the NP-completeness of the M SP problem． 
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1 引言 

自从 1971年 s．A COOK关于 SAT∈NPC的工作发表 

后l_2]，很多学者对 NP完全问题进行了研究。2O世纪 70年代 

到8O年代，“NP完全”一词极为迅速地传播，许多相关的工作 

相继被发表。人们对于 NP完全问题的关注和期望解决的热 

情，导致了介绍 NP完全 问题研究 进展 的专栏 的产生_3“]。 

1981年 ，J．Algorithms杂志开设了第一期 NP完全问题研究 

进展专栏。该专栏起初的 目的是为了丰富 NP完全问题的集 

合，其后也收录了许多与 NP完全理论相关的研究成果。这 

些成果包括随机 NP理论 、零知识证明、PCP理论等。然而 

NP完全问题求解的困难性使征服这个问题变得旷日持久， 

抑制了人类求解这个 问题 的急切 心情。9O年代 以后，关于 

NP完全问题的研究，进入相对低潮的时期。NP完全问题研 

究进展专栏也由最初每期一文到零星刊文，最后基本停顿。 

1992年后，J．Algorithms停开了 NP完全问题研究进展专栏。 

直到 2005年，ACM TRANsACTIONS 0N AI，GORITHMS 

在时隔 13年后又重新开设了 NP问题研究进展专栏l5]。在 

NP完全问题领域中，一些一直困扰着人们的问题 已经在这 

13年间得到了解决 ，例如判断整数的合数性问题已经划分在 

了P类问题的范畴_6]。 

随着人们对 NP完全问题的不断研究 ，NP完全理论也逐 

渐丰富并且 日趋成熟。然而在 NP完全理论中仍然遗留着一 

个尚未解决的难题，即 NP是否等于 P的问题。为了解决 NP 

是否等于P的问题，人们提出过不同的方法，做出过有意义 

的尝试。这些工作促进了其他相关领域的发展，但遗憾的是 

都没有解决问题本身。2010年 8月 Vinay Deolalikar关于 P 

≠NP的证明轰动一时，然而在一个月后也找出了证明中的 

漏洞U,8]。目前，解决这个问题仍然是对人们的一个挑战。 

在 目前证明 P—NP的工作当中，有一个是关于 MSP问 

题的Ll1 ”]。在文献[1]中，作者提出了一个新的 NP完全 问 

题，即 MSP问题 ，并且找出了求解 MSP问题的多项式算法。 

抛开算法正确性的证明不谈(关于算法正确性的证明在 ACM 

TRAN SACTIONS 0N ALGORITHMS杂志第二 轮审稿 当 

中)，单就 MSP问题本身而言，足以给我们提供研究 的素材。 

MSP问题具有良好 的结构特征，为进一步的研究与 SAT问 

题的联系提供了可能。 

SAT问题作为第一个被证明的 NP完全问题 ，对计算机 

科学的理论研究和实际应用都有非常重要的意义，一直以来 

都是人们研究的热点。目前对 SAT问题的研究有关于 SAT 

问题求解复杂性的研究、寻找快速的求解 SAT问题的新算 

法[II,12]以及应用 SAT求解器求解其他问题等l1 。 

文献1-1]通过将哈密顿回路判定问题归结为 MSP问题 ， 

证明了 MSP问题的NP完全性。本文通过深入研究 MSP问 

题与 SAT问题结构的相似性 ，给出了SAT问题到 MSP问题 

的多项式归结，进而给出了一种更为直观的 MSP问题 NP完 

全性的证明方法。该研究的意义主要有 ：1．丰富了 NP完全 

问题的范畴。2．给出了 MSP问题 NP完全性的另一种证明 

方法。3．为求解 SAT问题提供了一条新思路，即通过将 

SAT问题转化为MSP问题，进而利用求解 MSP问题的算法 
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求解 SAT问题。 

2 MSP问题的定义 

为_lr本文的完整性，这里首先转述文献[1，9，1O]对 MSP 

问题的定义。 

定义 1 称 G一(V，E，S，D，L>是多级 图 (multistage- 

graph)，如果满足以下条件： 

V为顶点集合 ，V—Vo UV1 UV2 U⋯ U ， nvj一 ， 

04i，j4L， ≠ 。如果 ∈ ，称 “所在的级为 i级，也称 

是 i级的顶点。L称为G的级。 

E为边级 ，E中的边均为有向边，它用三元组 (“，72，Z)表 

示。如果(U，72，Z>∈E，则 uEVl】， E 。称 (U， ，Z>为 G的 

第 l级的边，1414L。 

和 都只包含唯一顶点。称 中的顶点为源点，记 

为 S，称 中的顶点为汇点，记为 D。 

对G中的每个顶点 ，都有一个边集 E( )作为标记，E 

( ) E。 

定义 2 设 G一( ，E，S，D，L>是一个多级图，S一 一 

⋯ 一  一 ⋯ 一  是 G中的一条路径 ， —D。如果对任意 

的 ，14k4L，s⋯ · ∈E(vk)，称 G中的这条路径为简 

单路径。 

把判定给定的多级图 G中是否存在简单路径 的问题称 

之为 MSP问题，即多级图简单路径(MultiStage-graph Simple 

Path)问题。 

下面给出一个多级图的例子。图 1所示的是一个多级 

图。多级图中的数字 l到 8以及 S和D代表顶点，S是源点， 

D是汇点。 14i413代表多级图中的边。该多级图共有 6 

级，第 0级的顶点是 S，第 l级的顶点是 1和 2，第 2级的顶点 

是 3，第 3级的顶点是 4和 5，第 4级的顶点是 6、7和 8，第 5 

级的顶点是 D。各个顶点的边集取值定义如下。E(1)一 

{Pl}，E(2)一{e2)，E(3)一{ 1， 2，如，g4}，E(4)一{el，e3，P5)，E 

(5)一{ 2，P4，e6}，E(6)一{e1，e3，e5，P1o)，E(7)一{e12}，E(8)一 

{P1，e3，e6，e8}，E(D)一{el， ， 5，F1o，g12}。容易看出，S一1～ 

3—4—6一D为 G中的一条简单路径。 

图 1 多级图实例 

显然，不是所有多级图都存在简单路径，例如将上面多级 

图中的E(D)定义为空集，则图中不存在简单路径 。 

3 MSP问题的NP完全性证明 

在 MSP问题当中，边集的定义是一个核心。对于一个给 

定的多级图，其是否存在简单路径与它的边集定义有直接的 

关系。通过为某一个顶点指定边集，可以让它仅接纳某一些 

顶点，换句话说，使其排斥其他的一些顶点。所以如果存在一 
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条从源点到汇点的简单路径，那么首先它是从每一级中都选 

取了一个顶点连接而成的。同时它必须满足路径中每一个点 

的边集约束条件。也就是说，多级图中级与级之间存在着约 

束关系。 

通过研究，我们发现 SAT问题也有类似的结构特征。为 

了方便说明，首先简要描述一下 SAT问题 。 

设 M一{P ， z，Ps，⋯，P,n}足 m个不同命题变元组成的 

集合。M 上的文字 z是 M 中的命题变元或命题变元的非。 
一 个命题变元和它的非所构成的两个文字称为一对互补文 

字。形如 C—f]V zz V⋯V 的命题形式称为 M 上的子句。 

其中厶，14i4n，是 M上的文字。公式 一C1八 ⋯̂  ̂

称为M 上的合取范式(CNF)。其 中 Ci，14i4 ，为 M 上的 

子句。SAT问题是指：对于给定 M 上的一个合取范式 ，是 

否存在对M中命题变元的一组 TURE或FALSE的指派，使 

的真值为真。 

我们知道，要让一个合取范式的真值为真，就必须使其中 

的每个子句的真值为真，而要让每个子句的真值为真，就必须 

让每个子句中都有一个文字的真值为真。问题在于，不同的 

子句当中可能存在互补的文字，为其中一个子句中的某个文 

字赋值为真，将导致其他子句中的互补文字不能为真。换句 

话说，合取范式中含有互补文字的子句之间存在着约束 。然 

而这种约束是广泛的，由于子旬中含有多个文字，因此每一个 

子句都可能和许多子句存在着约束关系。这与多级图当中的 

级与级的约束关系极为相似，让我们联想到将子句转化为多 

级图中的级，将子句中的文字转化为级中的顶点。这为构造 

SAT问题到 MSP问题的归结提供了契机。 

根据上述思想，构造 了 SAT问题到 MSP问题的归结方 

法，将合取范式中的子句转化为多级图中的级，进而将子句中 

的文字转化为级中的顶点。下面给出SAT问题到 MSP问题 

的多项式归结，并证明它的正确性。 

设M一{z ， z，⋯ )是 m个命题变元的集合， 是M 上 

的合取范式，C1，C2，⋯，G 是 ≠的 k个字句。 一(n}V a；V 

⋯ Vn )八(a}Val V⋯V n )̂ ⋯ ^(“{V“l V⋯ V口 )，其 

中 C1一“{Va5 V⋯Vn ，C2一“}Va{V⋯ VⅡ曼，⋯， —n{V 

nl V⋯ Vn ，t1，t 一tk均为常数。 中每个 Ⅱj代表一个文 

字 ， ，，1≤r≤m。 

将 转化为 G一( ，E，S，D，L)。图 2描述 r多级 图的 

构造过程： 

=( va v·vd )A(a Vd v v《)／k·̂ 【d k／g／ V v 
( I 。 C ‘⋯  Ck 

图 2 合取范式到多级图的转换 

1)点的构造规则 

首先，对于 中的子句Ch=at V口2 V⋯V h，14h4k， 

归结算法生成多级图中的第 h级，并将子句 中的每一个文 



字都一一对应地转化为多级图的第 h级中的顶点。这样就将 

中的子句C ，C2，⋯， 转化为G中的级 、／1， ，⋯， 。然 

后，将源点 S和汇点D手动地加入图中，构成图中的第 0级 

和第 忌+1级 + 。 

上面的转化可以用映射 _厂1，_厂2，⋯， 来表示，其中 ：L 

一 ，L ={fl Z是 C 中的文字)，1≤ ≤k。映射 ，1≤ ≤k， 

将子句 G 中的文字一一对应到 中的点。若 z∈L，则 

(z)∈Vi。_厂1，_厂2，⋯， 均为一一映射。 

这样 ，对于多级图中的点集 ，则有 

= { (ni)，厂̂(“2)，⋯， (旌 )}，1≤ ≤ 

Vo一 {S}， +l一{D} 

一  UV1 U⋯ U + 。L=k4-1 

2)边的构造规则 

图中的边均为有向边。对于图中的任意两个顶点 ，如果 

它们处在相邻的两级中，则产生一条连接这两个点的有向边， 

边的方 向是所在级数较低的顶点指向所在级数较高的顶点。 

即 E一{( ， ，̂)i ∈ —l， ∈Vh，1≤ ≤ +1}。 

3)边集的定义 

定义#： 2 ，L一 z是 中的文字}，V 一{ I 是 

G中除 S和D的顶点}。由于 中的不同子句可能含有相同 

的文字，因此就某个文字而言，它可能转化成为多个 G中的 

顶点。对于 中每一个文字 z，设含有文字 z的子句分别是 

c ，⋯， ，1≤s ，⋯， ≤是。那么有 #(z)一
， 
I=J {̂  

(z)}。容易看出，#是单射但不是满射。 

对于图中除 S和D之外的任意点 ，定义边集如下 ： 

设 ∈#(z)，z是 声中的文字。若 ≠中不含有 Z，则 E( ) 

一E。若 中含有2，则 E( )一E一{el e∈E，并且#(2)中的点 

是 的起点或e的终点}。 

E(D)一E，E(S)一0 

下面证明归结的正确性。 

引理 1 设 和 Z 是 中的两个文字，若 ≠厶，则 # 

(厶)n#(如)一l 。 

证明：反证法。若 #( )n#(1b)≠0，则存在点 使得 

∈#( )n#(1b)。设 ∈ ，1≤g≤忌，则有 (1o)一 和 

(厶)一 ，那么有 ( )一 (1b)。因为 _厂1，厂2，⋯ ，̂ 均为一 

一 映射，所以有 一lb，矛盾。证毕。 

定理 1 可满足，当且仅当G有简单路径。 

证明：①( )若 可满足，则存在对 ，zz，⋯， 的一组 

赋值使得 为真 ，即使得 中每个子句的赋值为真。在这样 

的赋值下， 中的每个子句中都至少含有一个赋值为真的文 

字。设子句 C1中赋值为真的文字为 z ，其所对应的多级图中 

的点记为 ， 一_厂l(z )。若有多于一个文字赋值为真，则任 

取一个。同样设C2，⋯， 中赋值为真的文字为zz，⋯，厶，所 

对应的多级图中的点记为 ，⋯， ， =_厂2( )，⋯， 一 

(1k)。这里需要注意的是，在 z ，lz，⋯， 中可能存在相同的 

文字。将 ，"U2，⋯， 连接起来，头尾加人 S和D 组成一条 

G中的J路径S～ 一⋯一 一⋯一 一D。由于E(D)一E，有 

S一 一⋯一让一⋯一"uk—D∈E(D)。对于路径中的点 ， 

一  (11)，1≤ ≤矗，若 中不含有z ，则直接有 S一 _--·一铂 

∈E(v1)。若 中含有z ，由于 z 一，厶的赋值都为真，因此在 

z 一，z 中不存在互补文字，那么有 f1≠厶，⋯，z一 ≠z ，z ≠ 

。 根据引理 1的结论，有#(Z )n#(1i)一D，⋯，#(z一 )n 

#(厶)一I ，#(厶)n#( )一D，又因为 ∈#(z1)，⋯，让 1∈ 

#(Z 一1)， ∈#(z )，所以 ∈#(厶)，⋯， #( )， 

#(厶)。由此可知，在 S一 一⋯一"Ui中没有以#(厶)中的点 

作为起点或终点的边 ，根据边集的定义可知，S一 _--·一7)i 

∈E(让)。由 的任意性可得 S一 一⋯一让一⋯一 D 

是G中的一条简单路径。 

②( )若 G存在一条简单路径 ，即 S一 ⋯ ·一 _．-· 
一  一 D，其中 ，⋯， 分别为 ，⋯， 中的顶点，则必存 

在 C1，⋯， 中的文字z 一，厶，使得 一fl(f1)，⋯， 一 

( )。因为 S～ ～ ·一 _．．·一 一D是一条简单路径，所 

以对于 V ，1≤ ≤k，有 S一 ～ ·一"Ui∈E(v1)。按照边集 

的定义，S— ～ ·一 中不存在以#(厶)中的点为起点或终 

点的边，即 "ol #(厶)，⋯，"Oi一 #(厶)， #(fi)。又因为 

l∈#(Z1)，⋯，Vi 1∈#(Z 1)， ∈#( )，所以 #(厶)≠ # 

(／i)，⋯，#(z一 )≠ #(厶)，#(z )≠#(厶)。根据 #是映射可 

知，z1≠ ，⋯，z一 ≠z ，厶≠f{。这说明 z 一，z 中不存在与 z 

互补的文字。由 的任意性也即z 的任意性 ，有 f1，⋯，厶中 

不存在互补文字。因此，可将文字 z ”， 全部赋值为真(可 

能出现对同一文字多次赋值的情况)，在这样的赋值下 ，C1， 

⋯

， 的真值都为真，进而公式 的真值为真，可满足。证 

毕。 

定理 2 上述归结的计算复杂性是关于 中文字个数的 

多项式函数。 

证明：设 中文字个数为 K，转化成 的 G中的顶点数量 

为 l l，边的数量为 l El。容易看出 K—t +tz+⋯+ 。根 

据转化规则有IVl—t1+t2+⋯4- +2一K+2，IEl—t1+t 

×t2+⋯+ 一1 xtk+ 。如果设 一 为 tl，t2，⋯，tk中最大的 

数，则有 IEl< +tl× +te× ～ +⋯+tk一1 x￡～ + 

< 一(K+2)<K(K+2)。所以绘制多级图的顶点和边可以 

在O(K )的复杂度下完成。多级图中每个点的边集E( )均 

为 E的子集 ，为多级图中的点指定边集仅仅需要对图中的每 

条边进行一次判断即可，所以为图中的每个顶点指定边集的 

复杂度不会超过 0(1 l×jEI)一o(K。)。证毕。 

由定理 l和定理 2，给出下面的定理 3。 

定理 3 MSP问题是 NP完全的。 

证明：首先 MSP问题显然是 NP问题。任意非确定型图 

灵机只需要猜想一条从 S到D 的路径，并验证该路径是否为 

简单路径即可。依据 MSP问题的定义，这种猜想和验证均可 

以在多级图级别的多项式时间内完成。然后根据定理1和定 

理 2，SAT问题可以在不超过 O(K。)的复杂性下归结到 MSP 

问题，其中K是合取范式中所含文字的个数。所以MSP问 

题是 NP完全的。 

结束语 本文提出了 SAT问题到 MSP问题的多项式归 

结，给出了 MSP问题 NP完全性的另一种证明。同时，这种 

归结的产生，也为求解 SAT问题提供给了一个新思路，即通 

过将SAT问题转换为MSP问题，再利用求解MSP问题的方 

· 】8] · 



法求解 、问题。关于这个方面，我们也已经做了初步的工 

作。利用文献Eli中提出的求解MSP问题的算法，编程实现 

了求解 SAT问题的新算法 ，并且进行了一些实例测试 。测试 

结果表明了算法的正确性。更进一步的研究还在进行当中。 
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的方法更为优化。基于移动率的模糊辨识方法的误差降低的 

原因是此方法正确地反映了输入和隶属函数之间的关系，如 

SVD、复合形法等的各种方法适当地应用于基于移动率的模 

糊模型辨识方法。 

结束语 本文说明了现行辨识方法的缺点，定义了对 S 

型、z型和梯形隶属函数的移动率，并通过与现行的方法的比 

较，得出了新方法的优点。然后，提出了基于移动率的模糊辨 

识方法。为了解决矩阵的秩、目标函数的微分不可能性的问 

题等，将SVD方法、复合形法等应用于基于移动率的模糊模 

型辨识。最后，通过降水量和安全态势的预测建模实验证明 

了基于移动率的方法的有效性。仿真结果表明，预测模型设 

计中基于移动率的辨识方法比现行方法模型的准确性好，且 

误差很小 ，本文提出的方法为模糊推理与模糊模型辨识方法 

的研究提供了一种新的途径。 
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