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一 种基于 Kruppa方程的分步 自标定方法 
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摘 要 针对摄像机自标定中Kruppa方程求解的非线性优化问题和标定结果的欠鲁棒性，提 出一种基于 Kruppa方 

程的分步自标定方法。根据两图像 匹配的特征点对采用 8点算法求解相应的基本矩阵，其中待匹配图像选用摄像机 

对同一场景在不同焦距下拍摄的两帧图片，对图片的特征匹配点建立约束关系，采用最小二乘法求出摄像机的主点坐 

标，然后利用遗传算法优化 Kruppa方程的比例因子，最后通过优化后的比例因子完成摄像机的标定。实验表明，该 

方法可提高标定精度，并通过对特征点坐标加入高斯噪声，验证 了算法的鲁棒性。 
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M ulti-step Self-calibration Method Based on Kruppa Equations 
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Abstract Most of the existing algorithms for camera self-calibration have following problems：non-linear optimization 

of Kruppa equations，and not robust．In order to solve these problems，a multi-step self-calibration method was pro～ 

posed．This method begins with getting the fundamental matrix between images by 8 point algorithm．The candidate 

matching images are acquired by taking two pictures of one scene using different focal lengtk We established the con～ 

straint correspondence between feature points of two images．The coordinate of principle point was calculated by using 

least square method．Finally the genetic algorithm was adopted to optimize the scale factor of the Kruppa equations and 

accomplishing the task of camera caIibration．Experiment results indicate that the proposed method can effectively im— 

prove the accuracy and robustness of self-calibration method based on Kruppa equations． 
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1 前言 

摄像机标定主要解决从二维图像到三维场景的映射关 

系，根据摄像机二维图像恢复场景的三维信息。摄像机标定 

具体内容包括求解摄像机内参数矩阵、位姿参数以及畸变参 

数等信息。 

摄像机标定方法主要包括两大类l_1 ]：传统标定方法和 

自标定方法。传统标定方法需要人工制作形状大小严格受限 

的标定物，再通过建立标定物的点坐标与其对应图像点之间 

的约束关系来对摄像机参数进行求解。该类方法具有标定精 

度高和可信度强的优点，但其由于需要使用标定物，因此限制 

了使用环境，而且不适合在线标定。 

Faugeras、Hartley等[。 在 2O世纪 90年代初首次提出了 

摄像机自标定的概念，从而使摄像机标定不受场景位置和摄 

像机运动的限制成为可能。从本质上讲，所有的自标定理论 

都是基于摄像机内参数 自身存在的约束关系而对摄像机进行 

标定的，这种约束关系只与摄像机内参数有关，而与摄像机的 

运动姿态以及所在场景的结构无关。 

基于 Kruppa方程的自标定方法主要是利用了绝对二次 

曲线(AC)在图像中的像(IAC)与摄像机的刚体运动无关，而 

与摄像机内参数有关的性质对摄像机进行标定。Luong等』妇 

的方法需要消去 Kruppa方程中的未知比例因子，然后通过 

非线性最小二乘优化算法进行优化；Ma等l_5 对 Kruppa方程 

进行了详细分析 ，指出在某些特殊情况下，如摄像机做纯旋转 

或平移运动时，Kruppa方程可以化为线性方程；Lourakis 

等[6 的方法则需要利用矩阵的奇异值分解法对 Kruppa方程 

进行简化 ；Luongc 通过利用迭代的扩展卡尔曼滤波方法，对 

摄像机矩阵得出了较为鲁棒的估计。上述方法若不对摄像机 
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的运动进行限制，则 Kruppa方程的求解仍是一个非线性问 

题，且标定的结果易受图像噪声的干扰。针对 Kruppa方程 

求解的非线性问题，本文提出了一种新的基于 Kruppa方程 

的自标定方法。该方法先通过最小二乘法对摄像机的主点进 

行标定，然后在已知主点坐标的条件下对摄像机其他 3个内 

参数进行标定。 

2 基于 Kruppa方程的自标定方法简介 

2．1 摄像机模型 

本文采用的摄像机成像模型矩阵如下 ： 

f S o 1 

K—l 0 口o l (1) 

【o o 1 J 
式中，( ， )是摄像机主点坐标，S是倾斜因子， 、 分别 

为摄像机在成像平面“轴、 轴方向上的尺度因子，它们统称 

为摄像机的内参数。 

令R、t为摄像机相对于世界坐标系的旋转矩阵与平移向 

量，则从三维空间点 M=(z，Y， ，1) 到摄像机 图像点 m= 

(“， ) 的映射关系为： 

am=(K ( ；)M 
式中，口为一比例常数。 

2．2 Kruppa方程 

由两视图外极几何约束 可推 出基 本矩 阵 F=a(g )x 

KRK一，从而： 

FKKFT一口 (P )×I．~RRTI(r( ) 一a (P )×KK (e ) 

(3) 

式中， 是第二幅图像上的极点，( ) 是反对称矩阵： 

f 0 一 z] 

[ ] 一I 0 一 1 I (4) [
-- e2 乱 0 J 

令 一a ，C=KKT，可得 Kruppa方程 ： 

FCFr=tz(P ) C(e ) (5) 

式中， 为一未知的正比例因子 ，矩阵 C是正定矩阵。式 (5) 

中只有两个方程是独立的，因此一对图像只能提供关于正定 

矩阵 C的两个约束。由于矩阵C有5个未知数，故至少需要 

3幅图像提供 6个方程才能求解矩阵 C。给定 对图像 ，可得 

到如下方程组 ： 

fF C矸 一 [P ] Vie ] 

JF2CU~一 ]×c[Pz ] (6) 
J⋯一 【 
CF = [ ] c[ ] 

求解Kruppa方程的方法分为两大类：一类是采用数学规 

划法求解 Kruppa方程嘲，这类方法主要通过建立对 Kruppa 

方程中未知参数的约束关系来进行求解，但雷成等 指出这 

类方法由于最小点附近呈现大范围的平坦区，故很难找到最 

小点且 目标函数的最小点易受图像噪声的干扰；另一类是利 

用 SVD分解直接求解 Kruppa方程的方法，这类方法由于 

Kruppa方程未知比例因子的存在，因此是一个非线性优化问 

题。若求解出Kruppa方程的比例因子，则 Kruppa方程就可 

以通过线性方法进行求解，从而摄像机自标定问题就转化为 

线性求解方程组的问题。本文在文献[10]的思想基础上，提 

出了一种新的基于 Kruppa方程的分步自标定方法。该方法 

对摄像机主点标定的精度较高，且在主点已知的情况下可以 

加强对其他内参数的限制，因此提高整体的标定精度。 

3 一种基于 Kruppa方程的分步自标定方法 

与已有算法不同，本文算法对摄像机的主点进行单独标 

定，不仅使主点的标定精度较高，而且使得 Kruppa方程的未 

知参数减少，提高了最终标定结果的精度。 

3．1 确定主点坐标 

由摄像机成像模型可知，假设摄像机只存在径向畸变 ，当 

焦距 _厂变化时，图像会发生缩放，但摄像机光轴是不变的，因 

此图像的主点也不会发生变化，所以可通过调节摄像机焦距 

得到同一场景在不同焦距下拍摄的两幅图像 ，然后根据式(7) 

计算摄像机主点坐标： 

—

X --
—

1．to

： (7) 
一 ／．to Y一  

即 ： 

( 一 z— )(uo 7)O)T=xy --X (8) 

由 个点对获得 个线性方程，然后利用最小二乘法求 

解摄像机主点坐标(uo， )。 

3．2 Kruppa方程比例因子初始值确定 

当摄像机主点坐标已知时，正定矩阵C有如下形式： 

f + + +蛳"Oo Uo] 

c—l s +uovo +砺 I (9) l 
‰ 1 J 

令 C 一 + ，cz= ，c。一 ，贝0矩 阵 C= 

f C1+U5 f2+uo 0] 

I f2+蛳 0+ Vo I。假设c=(f1，C2，旬，1) ，一个 l j 

Kruppa方程只能提供关于矩阵 C的两个独立方程，为减少误 

差，选取式(6)中的3个约束来建立方程组： 

A3 ×4(“)c一0 (10) 

式中，A 为方程组的系数矩阵，A 的元素是关于 的函 

数。比例因子 的初始值采用文献[10]中G s的求解方 

法，结果如式(1)所示，并采用文献[10]中的遗传算法策略对 

Kruppa方程组的比例因子 进行优化。 

≈ (1l 

3．3 求解摄像机内参数矩阵K 

根据比例因子 采用奇异值分解(Singular Value Decom— 

position)法[hi即可线性求解方程组，然后通过 Cholesky分 

解_】胡得到内参数矩阵K。 

4 实验结果 

本文方法通过仿真实验和真实图像实验进行检验。实验 

· 267 · 



 

] 

表 1 本文方法与GA-S方法实验结果对比 

在标定主点的过程中，需要固定摄像机位姿，然后调节摄 

像机焦距如下： 

f 1500 0 5001 

1 0 1500 500 1 l 0 o 1 J 
最后利用最小二乘法求得主点坐标。 

由表1和表2可知，在主点的标定方面，本文方法标定的 

坐标为(500．19，502．53)，较 GA-S标定的(503．28，502．53) 

更接近于虚拟摄像机的原始值。因此本文方法在主点标定精 

度方面要好于 GA-S方法，而在摄像机其他的参数标定结果 

方面，本文方法与GA-S方法标定精度相当。 

通过向图像点叠加噪声来检验算法的鲁棒性，对所得到 

的 100个点坐标增加均值为 0、方差为 1的高斯噪声扰动，试 

验次数为 8，结果如表 3所列。 

表 3 鲁棒性检验 
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从表 3可以看出，在对图像点增加一定的高斯噪声时，多 

次试验的标定结果并没有出现较大的浮动，冈此算法具有一 

定的鲁棒性。 

4．2 图片序列实验 

在图片序列实验中，使用一组棋盘格图片进行试验。首 

先提取相邻图片中的匹配点，然后根据匹配点坐标计算相邻 

图片的基础矩阵，最后求解摄像机内参数矩阵。使用的标定 

图片如图 1所示。 

躺 一  
一 一 誓  

【d) 】 【f) 

图 1 实验采用的图片 

其中，前两幅图片用于摄像机主点坐标(／,to，Vo)的标定， 

图1(c)一图1(f)幅图片用于标定摄像机其他 3个内参数 

和_厂 。后 4幅图片两两之间匹配，求取的基本矩阵及相应 

的极点如表 4所列。 

表 4 基本矩阵与极点计算结果 

基本矩阵F 极点e 

d)F ) n 
F一( 。 。--一o．0．004414＼J 【)_8。．。484㈣82。。0 ．50 0 007144 4 (d)和F—l —o． I ’⋯⋯ 、 一 

(e) 、一 O．004561 0．005925 1 ／ ’ 。 

c筘F—I—n0．000004—0 ．．000041--．0．07634。卜⋯87744 3。-- 0．000042 000001 0 139176 68 (e)和F—I一0． 一o． ． 1 ’ ⋯一 (f) ＼0
．
071786 一O．151363 1 ／ 。 ⋯ ～ 

将求得的基本矩阵 F以及极点 代入式 (6)，并使用遗 

传算法进行优化，最终可求得正定矩阵c。图片序列实验没 

有理想值可以进行精确比较，这里将本文方法与张正友标定 

方法和 GA-S标定方法进行对比，结果如表 5所列。 

表 5 结果对比 

从表 5中可以看到，本文方法与经典的张正友标定法 以 

及 G S的标定方法结果相当。 

结束语 本文提出了一种分步的基于 Kruppa方程的标 

定方法。通过实验可以看出，该方法对主点的标定结果要明 

显好于文献[1O]的方法，而且摄像机主点坐标的确定增加了 

对 Kruppa方程的先验知识，加强了 Kruppa方程 中未知数的 

限制，因此保证了标定结果的精度。另外，本文方法的鲁棒性 

较好，在噪声存在的情况下，各个参数的平均值均与理论值接 

近，误差在允许的范围内。故本文提出的基于 Kruppa方程 

的分步 自标定方法标定结果合理，具有一定的实用性。 
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体图 (b)手绘图中各条笔画的单一线元 

识别结果 

(c)多笔画识别及按顺序对线段进 (d)端点融合结果 

行标号的结果 

图8 在线多笔画手绘 3D草图的解释 

结束语 文中基于时空关系对在线多笔画手绘折线段曲 

线进行识别 ，先基于时间关系对在线多笔画绘制折线段进行 

多笔画预处理，然后基于空间关系对手绘折线段曲线进行多 

笔画识别将其分为折线段与直线段的多笔画识别、折线段与 

折线段的多笔画识别 。在讨论折线段间的多笔画绘制时，给 

出点与折线段及两条折线段间的相互位置关系的一系列概 

念。提出通过两条折线段之间的位置关系和点与折线段的位 

置关系等进行折线段的多笔画判定 ，并提出详细算法。通过 

算例对文中提出的在线多笔画手绘折线段曲线的识别算法加 

以验证，由实验结果可知，文中的在线多笔画手绘折线段的识 

别算法可以很好地解决多笔画绘制问题，为后期的三维重建 

工作奠定了基础。但文中仅研究了折线段曲线的多笔画识别 

问题，而没有研究不同线元间的多笔画识别，因此仍需对该领 

域进行研究。 
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