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自适应上界的相对最大分离比单球面分类器 

张 伟 柳先辉 

(同济大学电子与信息工程学院 上海201804) 

摘 要 单球面分类器(RSS)以最大分离比为目标，对负类样本的分布情况缺乏考虑。根据 Fisher判别准则，将相对 

间隔的思想引入到单球面分类器中，对特征空间中负类样本的分布上界进行约束来增强其 内聚度，以提高分类器判别 

的准确性。由于分布上界的不可预测，为避免问题不可解，建立了自适应上界的最大相对分离比单球面分类器模型 

(ARRSS)，并对模型参数进行 了分析。实验证明，与单球面分类器相比，该方法表现出更好的泛化能力。 
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Abstract Without taking the spread of negative class samples into account，the objective of single spherical classifier 

(RSS)is only tO maximize the separation ratio．According to the Fisher diseriminant analysis，this paper introduced rela～ 

tire margin into RSS tO enhance the cohesion of negative class samples and improve the discriminant accuracy by the up— 

per bound constraint in the feature space．Because the upper bound is unpredictable，a maximum relative separation ratio 

single spherical classifier with an adaptive upper bound(ARRSS)was built tO avoid no solution and its param eters were 

researched afterwards．Experiments show the proposed method achieves better generalization performance compared 

withRSS． 
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1 引言 

支持向量机(Support Vector Machine，SVM)l】 采用最大 

间隔超平面对样本进行分类。SVIVI中超球面思想首次出现 

住 1995年，Vapnik等通过计算最小闭包球的半径和最大间 

隔对 SVM 的风险上界进行估计_2]。受 Vapnik启发，Tax等 

将SVM应用于一类问题，在特征空间中构造了一个包含所 

有样本的最小闭包超球，建立了支持向量域描述方法(Sup— 

port Vector Domain Description，SVDD)_3J。与超平面 SVM 

一 样，SVDD方法建立的超球面边界仅取决于部分支持向量， 

保持_r解的稀疏性。SehOlkopf等证明了 SVDD方法与采用 

高斯核函数的超平面一类 SVM 等价，为超球面 SVM提供了 

理论依据l4l。随后，一类超球面 SVM 得到 了广泛的研究和 

应用 ]。 

与超平面SVM相比，超球面 SVM的优势主要体现在两 

方面：1)采用了空间划分不对等的超球面边界：超球面划分的 

内部空间为一个有限的闭包球，外部空间保持了开放性，这种 

不平衡的空间划分方法尤其适用于不平衡样本集；2)便于建 

立多分类模型：针对多分类问题 ，只需通过 SVDD方法对各 

类样本建立最小闭包球 ，根据测试样本到各类球心的距离来 

判断其类别，极大地降低了多类分类问题的计算复杂度。 

但是，超球面 SVM 起源于一类问题，缺乏对类间间隔大 

小的考虑。类间间隔在 SVM 中发挥着至关重要的作用，它 

的大小反应了VC维度和模型的泛化能力。为了加人类问间 

隔的思想，Hao等提出了最大分离比超球面模型(RSS)E。]，其 

使用最大分离比超球面取代最小闭包球，将类间间隔引人到 

球面SVM中。试验证明，在选取合理参数的情况下，RSS可 

以达到与 SVM 相当的性能。Wang等从最大球面间隔的几 

何模型出发得到了与RSS一致的范式，并将其应用于多类分 

类问题l_g]，取得了良好的试验结果。为了保证超球面间间隔 

最大，文传军等采用双球面实现了最大间隔、最小体积单球面 

分类器 ]。 

单球面分类器与 SVM 一样 ，以类间最大间隔为 目标，忽 

略了正负类内样本分布情况。根据 Fisher判别准则，样本的 

类内方差大小对分类器的性能产生重大影响，最大间隔并不 

能保证 SVM达到最佳的分类效果l1 。为了解决最大间隔超 

平面 SVM 中的样本分布问题，Pannagadata提出了相对最大 

间隔的方法(RMM)[1 ，其通过预先设定的阈值对特征空间 
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中样本分布的上界进行限制。将相对间隔方法应用于结构化 

数据预测[”]，取得了较好的结果。RSs方法虽然将正类样本 

分布限制在闭包球内，但对负类样本的分布情况同样没有考 

虑。本文将相对间隔引入到最大分离比超球面模型 RSS中， 

以达到增强样本内聚性、提高分类性能的目的。与超平面 

SVM不同，RSS中球面半径及间隔大小未知，阈值大小的选 

取缺乏参考依据 。为了避免错误的阈值导致问题无解 ，将阈 

值加入到 目标函数中，建立 自适应上界的相对最大分离比单 

球面分类器模型(ARRSS)，并对模型进行了分析和验证。 

本文首先介绍最大间隔比单球面分类器 RSS；然后在 

RSS中引入相对间隔的思想，建立 ARRSS模型并对模型参 

数进行讨论 ；最后通过试验对 ARRSS和 RSS进行 比较，验证 

了自适应上界方法在单球面 SVM分类器中的有效性。 

2 最大间隔比单球面分类器 RSS 

假定训练样本集 S一{(Xi，yi) }，其中样本特征 Xi∈ 

，样本类别 Y ∈{一1，+1}。如图 1所示，“+”表示正类样 

本，“一”表示负类样本，“o”表示支持向量。 

， ， 一 — 

、  

图 1 最大分离比超球面 

超球面 S(c，R)将正、负样本分开，正类样本位于超球面 

S(c，R+)内部，负类样本位于超球面 S(c，R一)外部。 

1)当 Yf一一1时，(xi-c) (-z -c)≥R + 。； 

2)当 Y 一+1时，(xi-c) (五--c)≤R。--d。。 

即满足：yl(R 一( --0) ( 一0))≥ 。 

超球面间距 D=R一--R+一 R。+ 一 一 。 

与 SVM 的最大间隔超平面不同，最大分离比单球面分 

类器 RSS的目标函数不是最大化超球面间距 D，而是最大化 

超球面间距与超球半径的比值 r一(R 一_R+)／R+。 

由于R十>R >O，R。--d >O，且 

max(R一一R+)／R+∞瑚 xR ／R+ =亭瑚 xR ／RZ+∞max 

(R + )／(17 --d )甘max d。／(R 一d2)~min( 一 )／ 

min R ／d 

即最大化间隔比要求 同时最小化 R、最大化 d，因此，原问题 

可以表示为： 

rainR 一M 

s．t． (R。一(五一c)，(z 一c))≥ (1) 

式中，惩罚因子 M"20。上式对应的拉格朗日函数为： 

Lp(R，d，f)一R。一M 一∑ [ (R 一(麓--c) (丑--c)) 

一  ] 

式中，拉格朗日乘子Gi≥o。对 中自变量R，d，C分别求偏 

导开萱 0，得 ： 

一 o 哪 一 

一 0 一M  

鲁一0 n ffiyixi—c 
将其代入 得到对偶式 ： 

L 一 1 

， 

n 

啦  z ，一  
1 

， 

n 

a z  

因此 ，原问题的对偶问题为： 

min 1 

． 

n 

l
otiGjy yJz 一号壹 z m “ f． z zJ— 喜 z zt 

S．t．∞≥O，∑啦一M ，∑ Y 一1 

这是一个凸二次规划问题，具有全局最优解 a 。可以求 

出样本(z ，Yk)的球心距平方为： 

Rl~XktXk一2 yjxJIXk+ 
．  

口 yiy， X 
，一 1 z，，一 l 

根据 KKT互补条件，最优解满足： 

a [ (R 一( —c ) (z —c ))一 。]一0。 

1)当Yi一+1，∞>0时，R 一 ，即样本(xk，Yk)处在超 

球面 S(c，R+)上； 

2)当yi一一1，Gi>0时，R 一R ，即样本(xk，挑)处在超 

球面 S(c，R一)上。 

得到决策函数 ： 

_厂(珏)一 g (尺z一 )一 g (壁 一R1) 

3 自适应上界相对最大间隔比单球面分类器 

根据 Fisher判别准则，分类性能取决于类间距离及类内 

方差。SVM 以最大类间间隔为 目标 ，缺乏对正负样本分布情 

况的考虑。文献E8]将球样本到超平面的距离上界 B添加到 

约束条件中，用以限制样本在特征空间中的分布，然后在这种 

约束下求出最大间隔超平面，即相对最大间隔svIv1分类器 

(RMM)。 

3．1 相对最大分离比单球面分类器(RRss) 

球面分类器的本质是通过特征空间中样本与球心的距离 

来判断样本的类别，所以负类样本球心距离的分布情况直接 

影响了分类器的性能。因此，本文将特征空间中负类样本 的 

球心距上界B添加到约束中，用于限制负类样本在特征空间 

中的分布。从图 1中可以看出，正类样本球心距小于负类，所 

以带分布上界约束的RSs可以表示为： 

rainR 一Md +C1∑毫 
f一 1 

s．t．Yi(R2一( (五)-c) ( (五)一c))≥ ～8 r 
＼ 厶  

( (五)-c) (≠(z )一c)≤B 

8≥O 

式中，C1是训练误差 的惩罚因子，8为松弛因子， (五)表示 

从样本空间到特征空间的映射函数。若球心距上界 B ≥{( 

(五)-c) ( (z )-c)}，则负类样本边界约束无效，问题(2)的 

解与问题(1)等价；随着B的减小，问题(2)与问题(1)的解的 

差异逐渐增大。当 B <R +d。时，问题 (2)无解。与 RMM 

不同，由于无法提前获知 R与 d的大小，B的最小值无法确 

定，可能引发错误B值带来的无解问题。为了避免无解，令B 
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一 R +td ，代人问题(2)得： 

rain R Md +C1∑8 

s．t．yi(R ( ( ) (’) (声( t) c))≥ 一8 (3) 

(≠(z )一( ) ( (z )—一c)≤R +td 

8≥O 

式中，￡>1，保证 J，必然可解。t的大小反映了对样本分布约 

束的紧密程度，t越大对负类样本分布的约束越弱，问题(3)的 

解越接近于式(1)。问题(3)对应的拉格朗日函数为： 

Lp—R 一Mid。+C1二8一 啦Ey,(R。一( (五)一c) (j5 

(xi)一c))一d +毫]一 届E(R +td )一( (五)一 

f) ( ( )一一(’)]——∑ 

式中，拉格朗日乘子 ≥0。对 求偏导并置 o，得到： 

O Lp

=03 奎( -F-／~)=1 
c) Lp一 0 n

—  一 M 

3

a

L

cp一0jc一 釜(幽 + ( ) 
3 L p

=o 兰啦～ n 一M 
将其代人 得到对偶式： 

gd ( y + ) ( ) 声(z ) ∑ (础Y + )(嘶 +岛) 

声( ) (xj) 

所以式(3)的对偶问题可以表示为： 

max (alyl+ )声( ) (五)一 (alyl+ )(~jyj+房) 

声(z ) (xj) 

s．t．C1≥∞≥O 

荟∞一￡ 届一M， ( y +辟)一1 一l —l 

3．2 自适应上界 RRSS(ARI~ ) 

根据 Fisher判别准则，样本内部方差的大小是决定分类 

器性能的关键因素之一。因此将边界约束 B加入到目标函 

数之中，通过最小化 B来限制负类样本的分布，以提高分类 

器的性能。用权值 N 自适应调节分布上界 B的大小，来避免 

无解情况。问题可以表示为： 

rainR。一M 。+NB +C1∑8+C2∑ 

s．t． (R 一( ( )-c) ( (五)-c))≥ 一毫 (4) 

( ( )--c) ( (五) c)≤B + 

毫≥0，a≥0 

其拉格朗日函数为： 

Lp一 一M 。+NB +C1∑8+C2∑&一∑啦[ (R 一 

( (嚣)一’c) (声( ) f)) +8]一 层

1

--

d EB + 一 

( (五)-c) ( (z )一c)]一 8一 M 

对 的自变量分别求偏导并置 o，得： 

ad一。 11 一M (5) 

一0 n届一』＼， (6) 

3c—o c— §( + ) (蕊) (7) 
· 】9O · 

一

ci Gi-- 。 。≤ c (8) 

老一C2一层一 一0 0≤ ≤ (9 
将式(2O)一式(24)代入 得到其对偶式 ： 

一

善(啦y +届)K(蕊， )一 I+N (∞ z+ ) 
(aiyjj广8i)K(z ，zi 

式中，核函数K( ，乃)一 (五) ( )。则原问题的对偶问题 

可以表示为： 

min专∑ (aiyi+屈)(aiy~+ )K( ， )一 

莹(alYi+ )K( 麓) 
一 10) 

s．t．∑ 一』Ⅵ，∑aiy 一1，G≥ ≥0 

∑ 一N，C ≥ ≥0 

这是一个具有 2 个变量的凸二次规划问题，可以通过多 

种方法计算全局最优解a和口，从而得到每个样本对应的参数 

ajyj+8| 

由式(7)得样本( ，yk)的球心距平方 ： 

R}一K( z， ’ 『= (Gi yJ+ )K( ， )+ 

(aiy z+届)( ~il1)K( ， ) 

根据 KKT互补条件，最优解满足： 

m[ (R 一(z --6) (z --c))一。 。+8]一O 

即比Ey (R 一R )--d。+8]一O。 

1)若 y 一+1，∞>0，则R 一 毫。巾于 8未知，I 此 

不可以由此式直接求解。但此时样本( ，y )处住超球山 s 

(f，R})上或者外部 ，R 一min{ Iy 一十1 >O}。 

2)若 y —一1，Gi>0，则R 一 +8。同理，不可以巾此 

式直接求解。此时样本(丑，yk)处在超球面 S(c，R )上或者 

内部，R =max{R ly 一一l >O}。 

得到决策函数 ，(z )一sgn( )。 

3．3 参数的选择范围 

定理 1 若训练样本集 S一{(五，y1) }中正样本数为 

>0，则参数 M、N、C1的取值范围必须满足： 

1)ME[1，2 C1一1] 

2)N∈Eo，nQ] 

3)C1≥ 1／ 

证明：假设正类样本集 S。一对应的拉格朗 甘乘子为 ， 

a ，···，a }，负类样本集 s一对应的拉格朗日乘子为{ ，a ， 
⋯ ，a,7 }，负类样本容量 = 一” 。根据式(5)、式(6)有 ： 

十  月 

∑口 + ∑口 一 ∑∞一M (11) 
： 1 =1 f一 1 

∑ 一 ∑口 一 ∑ Y 一1 (12) 

1)由式(6)、式(9)有 O≤N≤，2 ，即 NE Eo，nQ]。 

2)由式(11)、式(12)得 M一2n ∑ 一l；由于 a ≤C1， 

因此 M≤2 。。C1一l。 

十 十  

因为 ≥0，所以∑口 +∑a ≥∑a 一∑ ，即 M≥1。 

综上所得，ME[1，2 C 一1]。 



 

3)由于 l≤M≤2C1一l，因此 2n C 一1≥ 1，即 C】≥ 

1／． 。证毕 。 

从定理 1可以看出，M的取值范围依赖于训练样本集中 

正样本的数量及 C 的大小，而 C1的取值必须大于正类样本 

数 目的倒数 ；N的取值范围依赖于样本的容量及 Cz的大小。 

选取不 同的参数组合对模型的性能会产生重大影响，现实中 

往往通过交叉验证和网格搜索的方法选取最佳参数组合。定 

理 1为限定不同训练样本集的参数搜索范围提供 了依据。 

4 实验对比与分析 

虽然求解 白适应最大相对间隔球面是一个二次约束的二 

次规划问题 ，但其对偶问题(10)是一个凸二次规划问题 ，存在 

多种方法快速求解。本文试验采用 C#建立 CPlcx凸二次规 

划模型对试验样本进行训练。首先采用不同的参数进行重复 

试验 ，对比试验的结果用来分析参数对 ARRSS性能的影响。 

随后 ，针对多组 UCI数据集分别采用最大分离比单球面分类 

器 RSS和 ARRSS分类器进行训练，以验证方法的有效性。 

4．1 参数的影响 

为了直观展示不同参数对训练结果的影响，采用简单的 

二维数据集进行 -fi)ll练，本文已经证明，M、N 的取值范围与 

C 、C2大小有关。为 _『便于讨论，试验中将 C1、C2设置为正 

无穷大以取消对 M、N最大值的限制。此时，分类面为硬间 

隔球面，所有正类训练样本都在分类面的内侧，负类训练样本 

都在分类面的外侧。 

图 2展示了在不 同参数情况下的训练结果。正样本用 

“+”表示，负样本用“一”表示 ，实线圆(红色)表示 S(c，R)分 

类面，内外的虚线圆(蓝色)分别表示 S(c，R+)和 S(c，R )。 

第一行表示在 N：0．2的情况下分别取选取不同的 M 值得 

到的不同球面。可以看出，随着 M不断增大，d也不断增大， 

分类面越来越接近于 SVM。M 值从 1到 5，球面间隔增大相 

对较多；但 M 从 5到 125，球间距 D的改变并不明显 ，甚至出 

现了间隔比下降的情况。第二行表示住M一25时N值的改 

变对分类面造成的影响。当 N一0时，对负类样本的分布上 

界没有约束，等价于RSS；随着 N的增大，分界面半径不断减 

小，但减小幅度逐渐减慢。这是因为 N 限制了负类样本的分 

布，随着 N的增大，样本分布的空间逐步减小．样本分布愈加 

紧密。 

R- 88

。

3 
一  R =24 1．7 瑟 

M z5 N=0 一 M  25 N=2 一 M 25 N 4 

图 2 二维样本在不同参数下的硬间隔超球面 

图 3反应了参数对分类性能 的影响。试验采用 UCI的 

IRIS样本集，将 setosa当作正类，versicolor和 virginica为负 

类。IRIS数据集共 150个样本，随机选取 5O个样本作为训练 

样本 ，包括 15个正样本和 35个负样本，另外 100个样本为测 

试样本 。选取径向基核函数，设置 一0．5，C1—10，Cz一10。 

图3 不同参数下的分类正确率的变化 

根据定理 1可知，1≤M≤299，O≤N~500。图 3(a)反映 

了N=O．5时不同M值的分类准确率。随着M的增大，分类 

准确率不断提高，当M在 4o到 130之间时，准确率维持在 

95 以上，随后不断下降。图3(b)为M一5O时不同』＼，值下 

的分类准确性。当N<10时，分类准确性稳定，最高达到了 

98 ；之后随着』＼，的增加，分类准确性急剧下降。可见，M、N 

的取值对分类器的性能产生了重大的影响，过大或者过小的 

值都会降低分类器的性能。尤其当N值过大时，由于极度压 

缩了样本空间，导致分类性能急剧降低。 

4．2 性能比较 

为了验证自适应上界约束方法的有效性，针对 6组不同 

的UCI数据集分别采用 RSS和 ARRSS分类器进行训练，比 

较两类分类器的分类正确率。试验采用径 向基核函数 = 

0．5，C1—10，C2—10，通过 5重交叉验证的方式验证模型的泛 

化能力，搜索最佳参数组合。试验结果如表 l所列。 

表 1 RSS与 ARRSS分类正确率的比较 

从表 1中可以看出，RSS和 ARRSS都表现出了良好 的 

学习性能。与 RSS相比，ARRSS在某些数据集上表现出了 

更好的分类正确率，这与 RSS和 ARRSS的数学模型相符。 
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类发音过程的差异 ，较好地实现_r塞擦音和摩擦音的分类，提 

高_lr低信噪 比下 的分类性能。文 中较多错误是 由塞擦音／ 

zh／、／ch／与摩擦音／sh／~I起的，因此后续的研究可以根据其 

他特征参数来提高塞擦音／zh／、／ch／与摩擦音／sh／间的分类 

准确率，进一步提高塞擦音与摩擦音的分类准确率。 
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使用一个合理的N值限制负类样本分布，可以增强负类样本 

的内聚度，提高RSS的分类准确性。当N=0时，负类样本分 

布上界约束无效，ARRSS与 RSS等价。 

结束语 相对间隔被用于限制 SVM 中样本的分布上 

界，能有效克服特征空间内样本分布不合理引起的性能下降 

问题。本文将相对间隔加人到单球面分类器 RSS中，建立 了 

自适应上界约束的最大相对间隔比单球面分类器 ARRSS，通 

过限制负类样本分布上界的方式提高了分类性能。ARRSS本 

质上足一个凸二次规划问题，是对 RSS的一个拓展，当N=0 

时，ARRSS等价于 RSs。因此，ARRSS表现出了比 RSS更好 

的性能。ARRSS使用单球面进行分类，只适用于单模态分布 

样本集。因此，对于机器学习中普遍存在的多模态分布问题 ， 

需要通过构造一系列单球面来进行逼近求解。 
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