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基于 3D角度编码的量子遗传算法 

钱国红 黄德才 

(浙江工业大学计算机科学与技术系 杭州310023) 

摘 要 为了充分利用量子态在算法中的量子特性，提高算法的搜索效率，减少存储空间，提出了一种基于3D角度 

编码的量子遗传算法。该算法将量子位描述为3D球面坐标下的一对相位角，充分利用了量子的空间运动特性，并引 

入一种 自适应旋转角大小和方向的确定方案，从而进一步简化 了染色体的更新和变异过程，而且使算法的量子特性、 

存储性能、时间性能都得到很大的提高。仿真结果表明，其在算法优化效率和搜索能力上都优于简单遗传算法和普通 

量子遗传算法。 
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Quantum Genetic Algorithm Based on Angle Coding of 3D 
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Abstract In order to make full use of the quantum characteristics of the quantum state in the algorithm，and improve 

the se~ch efficiency，reduce storage space，a new quantum genetic algorithm  called 3D-AQGA was proposed．The algo 

rithm describes quantum bit as a pair of angles in 3D spherical coordinate，makes full use of the quantum space motion 

characteristics，and introduces a kind of adaptive scheme to calculate the rotation angle size and direction which not only 

makes the process of chromosome’S update and variation simplified，but also improves quantum  characteristics，storage 

properties and time performance of the algorithm greatly．The simulation results show that the efficiency of the algo— 

rithm and the search ability are superior to the simple genetic algorithm  and common quantum genetic algorithm． 
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1 引言 

量子遗传算法(Quantum Genetic Algorithm ，QGA)是一 

种基于量子计算和遗传算法相结合的概率优化算法，由韩国 

学者 Kuk-Hyun Han等人于 2O世纪末提出[1]。与经典遗传 

算法(CGA)相比，QGA具有很多性能优势：简单、易实现；种 

群规模小，却不影响搜索性能；具有更好的全局寻优能力和种 

群多样性；在进化的过程中，利用量子的多态性扩展解空间， 

用量子旋转门和量子非门实现更新和变异操作；利用量子塌 

缩原理实现量子态到定态的映射来得到最优解。 

目前，国内外研究人员已经对量子遗传算法展开了大量 

的研究。文献[2—4]将量子遗传算法运用于组合优化问题，通 

过测量量子位的状态获得二进制解，这具有很大的盲目性和 

随机性，而且二进制编码对于连续优化问题需要频繁的编码、 

解码操作，严重降低了优化效率。文献Es]提出了一种实数编 

码量子进化算法，其采用实数编码的方式，避免了频繁的编解 

码过程。文献[6]提出了一种改进的混合量子遗传算法，其采 

用了自适应调整搜索网络策略来实现局部搜索 。文献[7]提 

出了角度编码的概念，其利用量子比特在平面希尔伯特空间 

极坐标表示形式来简化计算和存储过程，但没有充分考虑量 

子的动态运动行为，使得进化过程 中量子的特性大大减弱。 

文献E8]提出了一种三倍体的量子遗传算法，该算法利用三条 

基因链来扩展寻优空间，较好地描述了量子的动态行为，但在 

实际应用中依旧存在计算效率低、存储空间大的问题。 

针对上述存在的问题，提出了一种基于 3D角度编码的 

量子遗传算法 3D-AQGA，该算法将优化问题的解空间映射 

到 3D角度编码的解空间，采用一对相位角表示量子比特 的 

方式来简化更新、变异操作，并引入了一种自适应的旋转角大 

小和方向的确定方案，动态调整转角大小，简单而有效地实现 

了进化过程“平坦处迈大步，陡峭处迈小步”的效果，加快了收 

敛速度，且避免了早熟收敛。最后通过理论分析证明了该算 

法的收敛性 ，并通过两个典型的函数优化问题进行了仿真实 

验，验证了 3D-AQGA在寻优能力和计算效率上都有较大的 

改进。 

2 3D-AQGA的基本原理 

2．1 3D-AQGA的基因链编码方案 

量子信息的最小单位是量子比特。它不但可以处于0态 
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或者 1态，还可以处于 0和 1的线性叠加态，在 3D球坐标空 

间中，一个量子比特的状态可以表示为： 

l >~COS(O／2)l O>+ sin(o／2)l 1> (1) 

式中，。。 要和 i 粤是一对复数，l。。 粤l z和l i 粤I z 

分别表示量子位处于lO>态和I 1>态的概率，且满足归一化 

条件 ： 

c。s 0 l z+l sin号l z一1 (2) 

满足式(2)的一对复数cos要和e s1‘n要被称为一个量 

子比特对应的概率福，因此量子比特可以用概率福表示为 

[cos粤， sin要] 。 

可以看出，在球坐标表示下，每一个量子位状态都与 3D 

空间中的一个点相对应，而在球坐标上，任意一个点P都可 

以由一对角度 和 唯一确定，如图 1所示。 

图 1 量子比特的球坐标表示 

由图 1可知，每个量子位状态都与球坐标上相应的点一 
一 对应。因此，量子态可以由球坐标上相应点 P的一对相位 

角度( ， 表示。所以，在 31~AQGA算法中，用量子比特的 

一 对相位角的形式代替三角函数复数形式 ，构造出基于 3D 

角度编码的量子染色体，具体方案如下： 

一  · · (3) 

式(3)表示第 代种群、第 i条染色体，i一1，2，⋯，m；j一 

1，2，⋯， 。其中m是种群规模，n是量子位数，即染色体长 

度， 和硝是相应染色体的第J量子位的相位角大小。在第 

0代种群时，本文采用随机的方式来初始化每条染色体 ，由图 

1可知， ∈(o，7c)，9∈(O，27)，所以取o9= *rand，商=27* 

rand，rand是(O，1)之间的随机数。在 3D-AQGA中，将量子 

位的一对角度看作一对并列的基因，每条染色体包含两条 由 

角度表示的并列的基因链 ，分别称之为 链和 链 ，并且每条 

链代表一个优化解。因此，每条染色体得到搜索空间的两个 

优化解分别为： 

咖 ( ，6I2，⋯， ) 

％ 一(伫1， 2，⋯， ) 

分别将 和和g 定义为优化问题的 解和 解。 

上述的编码方式能够避免通过对二进制编码量子位的测 

量来生成二进制解所带来的随机性和盲 目性，也能避免在求 

解连续优化问题时频繁的编码／解码过程，同时充分利用量子 

空间运动特性，可扩展对搜索空间的遍历，提高获得全局最优 

解的概率，并简化更新和变异操作。 

2．2 解空间映射 

记优化问题的第 个变量 X』E[ ， ]，染色体 第 

个量子位为(％1，则量子位到 的解空间变换式为： 
＼％ ， 

嬲 一n，+ 二 (4) 

硝一口，+ 三 (5) 

式中， 一1，2，⋯，m；j一1，2，⋯， 。对于连续优化问题，每条 

染色体对应优化问题的两个解，分别在[o，7c] 和[O，2 ] 尺 

度空间得到两个最优解 解和 解，然后利用式(4)、式(5)通 

过线性变换得到相应优化问题的解，可以看出，该方法把任何 

尺度空间的优化问题都映射到统一的空间来解决，具有很好 

的适应性。 

2．3 染色体的更新机制 

对于染色体的更新机制，最重要的环节之一是转角大小 

和方向的确定。文献[10]给出了一个转角大小的范围 

(O．0057，0．17)，但是没有给出如何具体选择的依据。文献 

[11]给出了一种充分利用目标函数变化趋势的转角步长梯度 

函数来确定转角大小，但是梯度函数形式比较复杂，计算量比 

较大。本文充分利用 3D角度编码的优势，并考虑了当代染 

色体和最有染色体的相关度，采用了一种自适应的动态调整 

策略。当基因链的适应度与相应全局最优解相差较大时 ，转 

角大小取值增大 ；当基因链的适应度与相应的全局最优解相 

差较小时，转角大小变小。 

具体转角调整方案如式(6)一式(9)确定： 

A0= + *( 一 ) (6) 

一  

一

青 + *( 一 ) (8) 

一  (9) 
J 

式中， 是文献[10]给定的 区间的最小值 0．005n，‰ 是 

相应区间的最大值 0．1 ；同样 和 伽 分别是 △ 区间的最 

小和最大值。其中尸m 是搜索到的最优个体的适应度， 是 

当前个体的适应度，W是式(7)给定的由 链确定的一个无量 

纲的跨度值，W描述了当代染色体和全局最优解的差异。差 

异大，则 角度大，能够更快地向全局最优解靠拢；差异小， 

则 小，能防止跨过全局最优解 。同样 是式(9)给定的由 

舻确定的一个无量纲跨度值。转角方向包含在转角大小的式 

(6)和式(8)中，当 lWl>0时， 角旋转为正向，当 lW J< 

0时，旋转角方向为反向， 角的旋转方向同样由 ／l l确定。 

因为采用 3D角度编码方式，所以更新操作的量子旋转 

门由矩阵乘法简化为对应角度的加减法，如式(10)、式(11)所 

示 ： 

一  +△ (1O) 

一  +△ (11) 

式中，i表示第i个量子位，△ 和 △ 是对应量子位的旋转角 

度。 

2．4 量子位变异处理 

最后，引入染色体的变异操作。按照我们选定的变异概 

率 随机选择量子位 ，对选中的量子位进行量子非门变异 ， 

对应的角度 和 都变为 7／2一 和 7c／2— 。经过变异操作 

能够使得进化过程避免早熟收敛，增加种群多样性，提高找到 
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全局最优解的概率。 

2．5 算法主要流程 

Step1 种群初始化 确定种群规模 172和量子位数 n，按 

照式(3)随机产生m条染色体。设定染色体变异概率P 最 

大优化代数 N，并置当前代数为 t=O。 

Step2 解空间映射 将每条染色体的对应空间转化到 

优化问题自身的尺度空间。 

Step3 计算适应度 按照适应度函数评估每条染色体 

的两条基因链，将最佳适应度对应的解记为当代最优解 BX， 

将当代最优解 BX赋值给 GX作为全局最优解。 

Step4 染色体更新 按照式(10)和式(11)的方案对每 

条染色体进行更新。 

Step5 染色体变异 用 的变异概率选择量子位进行 

染色体的变异。 

Step6 染色体评估 进行新染色体的解空间变换并计 

算适应度，记当代最优解为 BX，若 fit(BX)>fit(Gx)，则 

GX=BX。 

Step7 置t=tq-1，若 t>N或者算法满足收敛条件，算 

法结束；否则，转 Step4。 

3 3D-AQGA算法收敛性分析 

3D-AQGA的收敛性由以下定理给出。 

定理 1 3D-AQGA以概率 1收敛到全局最优解。 

证明：由于 3D-AQGA的迭代序列的解空间 Q是封闭连 

续的空间，对于空间上的任意一点 P∈Q，对于连续问题来 

说，适应度函数在连续闭区域中必有最值。算法在执行的过 

程中，种群规模是一定的，而且种群是有限的，同时整个进化 

过程中量子染色体的更新 和变异操作能够保证当代序列 

Q+ 仅与上一代序列 Q 相关，因此迭代序列 {Q l tE[0， 

G ]}是有限齐次马尔科夫链。由于在算法中保存了每一代 

的最优染色体和最优解，因此每一代的种群进化过程中都不 

会退化，恒有 ． (Q+ )>fif(Q)。 

参照文献[9]，给出3D-AQGA以概率 1收敛的证明。由 

上面可知，3D-AQGA的迭代序列是有限齐次马尔科夫链，所 

以算法的状态转移可以由马尔科夫链来描述。对于每条染色 

体携带 个量子位，一共含有 m条染色体的种群，它的状态 

可以看作[O，2 状态空间中的某一个点。我们定义 bestk— 

max{fi￡( )： 1，2，⋯， )表示种群进化到第 k个种群状态 

时的最佳个体，S ={best1max(fit(bestk—fit )))为全局最 

优解集，fit 为全局最佳适应度。令 I一{i l best~N S 一O}， 

表示种群第 t次迭代后处于状态空间中的第 i个状态。下 

面计算随机过程{Q l tE[0，G ]}经过一步迭代后由状态空间 

中第 i个状态转化为第 个状态的转移概率 (叫)一P( — 

Q )。 

(1)当i I， ∈J时，由于种群适应度单调不减，因此 

( )一 O。 

(2)当iE I，J硭I时，由于种群适应度单调不减，因此 

P，( )≥0。 

设 ( )为种群 Q 处于状态 i的概率 ，只一∑P ( )，由 

马尔科夫链的性质知，Q+ 处于状态 ∈J的概率为： 

Pc+1=∑ ∑P ( )Pt( 1 )+∑ ∑P ( )Pt( ) 
l∈ 』 J∈ I t 』 J∈ 1 
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义  

P，一∑ ∑P，( )P ( — )+∑ ∑P，( )P，( ) 
z∈ ，∈f 2∈， ，硭， 

得到： 

∑ ∑P ( )P，( 1 )一P 一∑ ∑P，( )P，( ) 
iEIi∈l t∈1| l 

O≤P件1一P 一 ∑ ∑P ( )P，( — )+∑ ∑P，( )P，( — 
z∈， 。 z∈r iEf 

)≤P， 

所 以 ： 

1imP(fit(bestt)一fit )一1一lira ∑P，( )一1一lim尸，一1 
r ’。。 一 2∈ 』 — 。。 

因此 3I)_AQGA是以概率 1收敛的。 

4 实验及结果分析 

为验证本文算法的有效性，采用了两个典型的多峰函数 

作为仿真对象，并将其与 3D-AQGA与 CQGA、CGA进行性 

能比较。两个仿真函数描述如下： 

(1)Shaffer’S F6函数 
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该函数中，z，yE( 100，100)，是一个典型的多峰函数， 

有无限个局部极大值，该函数的全局极大值点为(O，0)，对应 

的函数值为 1．000，我们规定函数值大于 0．995时，算法收 

敛。函数如图2所示。 

图2 Shaffer’S F6函数图像 

(2)Rastrigin函数 

F2=20+ + 一lO(eos2nx+cos2~y) 

该函数中， ，yE(--2，2)，函数包含多个局部极值点，但 

只有唯一的全局最小值点(0，0)，函数值为 0，我们规定函数 

值达到 0．005时，算法收敛。函数如图 3所示。 

图3 Rastrigin函数图像 

我们分别用 3D-AQGA、CQGA、CGA对每一个函数独立 

优化 50次，将种群规模取为 5O，最大迭代次数 N取为 500， 

基因位的变异概率 取为 0．05，其中 CQGA每个变量占量 

子位长度为2o位，CGA的交叉概率取为 0．8，其余参数都取 

默认值 。 

我们采用 Matlab7．0．1对 3I~AQGA进行实现和仿真， 

分别统计了3D-AQGA和另外两种算法对两个函数做优化时 

的最优解、平均解、最差解、算法执行时间和收敛次数。性能 

和优化结果如表 1所列。 



表 1 仿真函数优化结果对比表 

从表 1可以看出，3D-AQGA的优化性能明显要比CGA 

和 CQGA强很多。从上述实验结果可以分析得出，3~AQ- 

GA不仅仅在收敛次数方面要比 CQGA和 CGA多得多，该 

算法对两个函数几乎都达到了100 的收敛率，而且该算法 

在执行时间上要比另外两种算法快很多。其寻优能力强、收 

敛次数多是由于充分利用了量子特性 ，而在执行效率上优于 

CQOA和 CGA是源于量子机制的并行性和 3D角度编码方 

式带来的计算过程简化和解空间扩张。另外在优化能力上， 

该算法得到的最优解几乎达到理论上的全局最优解 。同时值 

得一提的是，虽然 CQGA的寻优性能较 CGA好一些，但 CQ— 

GA的计算时间要略长一些，这是由于 CQGA计算过程中采 

用基于查找表的旋转角确认方案，该方案涉及多路判断，因此 

占用较多的时间。而本文的 3D-AQGA采用的自适应的动态 

更新方案很好地解决了CQGA存在的这个问题。 

结束语 在分析研究现有量子遗传算法的基础上，针对 

QGA存在的问题和不足，提出了一种新 的量子遗传算法。 

3D-AQGA充分利用了量子的三维空间运动特性，并以一对 

相位角度编码染色体，同时采取一种适合角度编码的动态 自 

适应的更新方案，在避免算法陷入局部最优解和提高全局搜 

索能力上取得了不错的效果。仿真结果表明，3D-AQGA是 
一 种非常有效的寻优算法，在搜索能力和优化效率上较 CQ- 

GA和 CGA都有了很大的提高。但本文只在编码方式和染 

色体的更新策略上提出了改进方案，而量子遗传算法是一种 

全新的优化算法，在算法本身和算法的实际应用领域都值得 

进一步研究。 
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表明，该方法可以很好地跟踪参考输入，并且对外加干扰有很 

好的抗干扰性。同时，与基于 LS-SVM 的逆系统的预测控制 

算法的对比，验证了LS-SVM／PID复合控制逆系统的预测控 

制算法具有较好的控制性能。因此，基于 L svM／PI【)复合 

逆系统的非线性系统预测控制方案是可行的。 
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