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积模糊粗集模型及其模糊知识粒的表示和分解 
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摘 要 为处理人工智能中不精确和不确定的数据和知识，Pawlak提出了粗集理论。之后粗集理论被推广，其方法 

主要有二：一是减弱对等价关系的依赖；二是把研究问题的论域从一个拓展到多个。结合这两种思想，研究基 于两个 

模糊近似空间的积模糊粗集模型及其模糊粗糙集的表示和分解。根据这种思想，可以从论域分解的角度探索降低高 

维模糊粗糙集计算的复杂度问题。先对模糊近似空间的分层递阶结构—— 截近似空间进行研 究，得到不同层次知 

识粒的相互关系；然后定义模糊等价关系的积，并研究其性质及算法；最后构建基于积模糊等价关系的积模糊粗集模 

型，并讨论了该模型中模糊粗糙集的表示及分解问题，分别从 截近似空间和一维模糊近似空间的角度去处理，给出 

了可分解集的上(下)近似的一个刻画，及模糊可分解集的上(下)近似的 截集分解算法。 
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Abstract Pawlak proposed the rough set theory in order to process data and knowledge which are imprecise or uncer— 

tainty in artificial intelligence．And then，the theory got extended．There’re generally two methods：one is to weaken the 

dependence on equivalence relations，the other is to develop domains to be studied from one to many．Based on the two 

kinds of thoughts，we researched a product fuzzy rough set model based on two fuzzy approximate spaces，and represen- 

tation and decomposition of fuzzy rough sets in the product fuzzy approximation spaces．W e could explore questions of 

fuzzy knowledge Granularity’s expression from different angles in the high dimension fuzzy knowledge space．W e first 

researched hierarchical structure of a fuzzy approxim ation space———— cut approxima tion spaces，and gained the relation— 

ship between vary hierarchical knowledge granularity．Secondly，the product of finite fuzzy equivalence relations was de— 

fined，and its algorithm was investigated．Finally，a product fuzzy approxima tion space was constructed based on pro- 

duct fuzzy equivalence relations，and decompositions of upper and 1ower approximations of fuzzy sets were discussed in 

the high dimension fuzzy approximation space，and a characterization of upper(1ower)approxim ation of crisp decompos— 

able sets was given． 
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1 引言 

粗集理论是由波兰科学家 Pawlak提出的一种处理不精 

确和不确定性问题的数学工具口]。其以知识的颗粒为主要特 

征，从数据的结构方面着手，挖掘出尽可能多的知识。该理论 

已在数据挖掘、机器学习和人工神经网络等诸多领域得到了 

非常广泛的应用[2 ]。近年来，粗集在理论和应用两个方面都 

得到迅速发展，粗集的模型也有各种各样的推广，方式主要 

有【5删：减弱对等价关系的依赖，将等价关系泛化为二元关系 

或模糊关系；把讨论问题的论域从一个拓展到多个。主要采 

用构造性和公理化的研究手段。 

粒度计算(Granular Computing，GrC)是信息处理的一种 

新的概念和计算范式，覆盖了有关粒度的理论、方法、技术和 

工具的研究_9]，已成为了人工智能和控制科学领域研究的热 

点之一。目前最有代表性的粒度计算模型有 3种：基于模糊 

集合的词计算模型、粗糙集模型和基于商空间理论的粒计算 

模型。美国著名数学家 Zadeh在 2O世纪 6O年代提出模糊 

集，1979年首次提出了模糊信息粒度化问题 ，1996年提出 
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“词计算理论”_1 ，标志着模糊粒度化理论的诞生。基于模糊 

集进行粒度计算的理论和方法的研究 ，已成为“粒度计算”的 

重要研究方 向之一。Pawlak于 1982年 提出 的粗糙 集理 

论_1]，对于论域 X上的一个不可分辨关系R相当于给定了一 

个知识基 X／R(商集)，讨论对于任意一个概念 A(X 的一个 

子集合)如何用知识基中的元素的并来表示 ；对于那些无法用 

X／R中的元素之并来表示的集合，利用拓扑学中的内核和闭 

包的概念，即通过R一下近似和 上近似来粗糙表示概念 A。 

粗糙集理论由于无需任何先验条件，能够有效地表达不确定 

的、不精确的知识 ，善于从数据中获取知识，并能利用不确定 、 

不完整的经验知识进行推理等，因此已成为粒度计算研究领 

域的另一主要方向_1 。张钹院士和张铃教授在研究问题 

求解时，独立地提出了商空间理论[】 。之后，他们将模糊理 

论成功引入到商空间，提出了模糊商空间理论_1 ，并将精确 

粒度的商空间推广到了模糊粒度计算中，提供了一种新的强 

有力的粒度计算工具。 

Yao给出了基于两个论域(称泛集)的粗集模型_1 ，其在 

两个有限论域 U，W 上考虑问题，设 R是【，到W 上的任意二 

元关系，通常三元组(U，w，R)称为近似空间。文献[18—21-] 

对该模型进行了深入研究，如理论推广、算法实现及应用，获 

得了一系列有价值的研究成果。考虑两个或多个论域的情 

形，是希望考虑问题的范围尽可能地大些 ，以便有更大的应用 

范围 。 

本文结合多论域及模糊近似空间这两种思想，提出了两 

个模糊近似空间的积模糊粗集模型，及其模糊粗糙集的表示 

和分解。根据我们构造的积模糊粗集模型，可以从论域分解 

的角度探索降低高维模糊粗糙集计算的复杂度问题。同时试 

图通过对高维模糊知识空间的模糊知识粒的刻画、分解 ，以及 

矩阵形式的计算表示等方法的研究，获得问题求解的合适粒 

度和优化算法。首先对模糊近似空间的分层递阶结构—— 

截近似空间进行研究，研究 了不同层次上知识粒的相互关系， 

为模糊粗糙集的计算提供了理论基础；然后引入积模糊等价 

关系的概念，并研究其相关性质及求解算法；最后构建基于积 

模糊等价关系的积模糊近似空间(即积模糊粗集模型)，讨论 

了这种高维模糊近似空间中模糊集上、下近似的基本性质及 

其在经典 Pawlak近似空间和低维模糊近似空间中的分解问 

题 ，分别从截近似空间和一维模糊近似空间的角度去研究，对 

可分解集合的上、下近似进行了刻画，并以矩阵的方式给出其 

计算算法。我们研究的积模糊近似空间中知识粒的分解与计 

算，给出了粒度计算的一种具体的可操作的实现思路，它可以 

作为降低算法复杂度的方案之一。 

文中涉及的粗集有关基本概念、基本结论及术语不再详 

细解释，可参考文献F3-1。下面简单介绍模糊近似空间的基本 

术语及结果l6 ]。 

论域U上一个模糊子集A就是一个函数A：u一[O，1]， 

z—A( )，A( )反映了对象 属于模糊集合A的程度，F(u) 

表示 U上一切模糊子集的集合。U×U={( ， )l V ，Y∈ 

U)表示U与U的笛卡尔积，设 R∈F(U×【，)，即R是U上的 

一 个模糊关系，称 R是U上的一个模糊等价关系，若满足： 

(1)自反性：VX∈U，R(z，z)一1； 

(2)对称性：VX，yEU，R(x， )=R( ， )； 

(3)传递性：V ，z∈U， 
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R(x，z)~sup(mJn(R(x， )，R(y， ))) 

一 V
⋯

(R( ， )̂ R(y， )) 

为了处理属性值是实数的信息系统或决策系统，Pawlak 

粗糙集模型被推广为模糊粗糙集模型，Dubois和 Prade在文 

献[6]中最先提出模糊粗糙集模型。 

定义 1[3] 设 U是非空集合，R是 U上的一个模糊等价 

关系，称序对 (U，R)为一个模糊近似空间，VA∈F(U)，规定 

模糊子集 A关于模糊等价关系R 的上、下近似R(A)、R(A) 

如下： 

垦(A)( ) A⋯((1一R(x， ))VA(j，))，VxEU 

R(A)(z)一 V
⋯
(R(z， )AA( ))，VxEU 

且当 (A)一R(A)时，称在现有模糊知识空间(【，，R)中的模 

糊子集A是可定义的；否则称 A是不可定义的，即 A是模糊 

粗糙的。 

定理 1[4] 设(U，R)为一个模糊近似空间，则近似算子R 

和 满足下面的性质： 

(1L)垦(u)一u； 

(IU)R(D)一0； 

(2L)R(XNy)一R(X)nR(y)，V X，y∈F(【，)； 

(2U)R(XUYr)=R(X)UR(y)，V X，Y∈F(U)； 

(3L)R( )一 (X)) ，VX∈F(U)，这里 是模糊子 

集X 的补集 ； 

(3U)R( )一(R(X)) ，V ∈F(LD； 

(4L)如果 X 三y，X，y∈F(U)，则 R(x) R(Yr)； 

(4U)X y，X，YEF(U)，则 (X) (y)； 

(5L)S是 U上另一模糊等价关系，且 VA6F(U)，R(A) 

S(A)，当且仅当 S R； 

(5U)S是 U上另一模糊等价关系，且 VA∈F(U)， 

(A) 三 (A)，当且仅当R S。 

定理 2E。 如果 【，一{ 1，“ 一， }，U上的模糊等价关 

系R，记 R=( ) × ，VAEF(U)，A=(m，n2，⋯，口 ) ，贝4 

(A)一R。A，R(A)一(R。Ac) ，这里的运算“。”就是矩阵的布 

尔积运算，即M。P：(蚴 ) × 。( ) × 一(q)p× ，其 中q— 
n 

V(讯 A ，)。 
一 l 

2 模糊近似空间的 截近似空间 

张钹院士和张铃教授在研究问题求解时，提出了商空间 

和模糊商空间理论l1“ ]，其利用子集来表示知识 ，不同粒度 

的子集表示不同粒度的知识，集合的一个划分就构成空间的 
一 簇知识——商空间(知识基)。粗糙集理论是将知识理解为 

分类能力，即一簇知识对应空间的一个划分。这两种理论都 

可以归为粒度计算的范畴。 

分类模型的描述：给定论域U上的一个等价关系R(或 

给出论域的一个划分)，将论域分为不同的等价类，这些等价 

类构成的商集 U／R(称为商空间)作为新的论域，以将复杂问 

题分为粒度较大的子问题进行求解。一般来说，商空间U／R 

中元素的个数远比U中的少。 

分层递阶结构为多级分类模型组合考虑的实例 ，当若干 

分类构成一个商空间链时，称这种分类模型为分层递阶结构 

的。给定一个模糊近似空间(u，R)，可以构造一个分层递阶 

结构，具体为：对 o≤ ≤1，R 为 u上的等价关系，对应的商 

空间记为U( )一U／兄 ，则商空间簇 {U( )I O≤ ≤1)按商集 



的包含关系构成一个有序链 ，称{U( )1 0≤ ≤1}构成对论域 

u的一个分层递阶结构。下面研究模糊近似空间与它的 截 

近似空间之间的关系。 

引理 1[ s R是u上的模糊等价关系，V ∈[o，1]，则 

R 是 U上的等价关系。 

定义 2E 设 (U，R)是模糊近似空间，R是 U上的模糊 

等价关系，VAEF(LD，V ， ∈Eo，13，模糊集合A的截集关 

于R的截集的下近似、上近似表示如下： 

R(A )一{z∈Ul[ 足 A } 

R (A)一{xEUl[z]马nA ≠ ) 

R( )一{z∈ul[z]R } 

兄 ( )一{zEUl[z]R】n ≠ } 

称(U，R)为模糊近似空间(U，R)的 截近似空间。 

引理 2E“] R是 【，上的模糊等价关系，A∈F(【，)，V ， 

,uE[o，1]， ≤ ，则 R R ， A 。 

定理 3 设(U，R)为模糊近似空间，R是 u上的模糊等 

价关系，VAEF(LD，VA， ∈FO，1]，A≤ ，则有 

(A ) R(A ) R(A) 

R( ) R (A ) R (A) 

( ) ( ) R (A ) 

R( ) R( ) R( ) 

证明：据引理 2及定理 1中(4L)，(5L)，(4U)，(5U)可 

得。 

定理 4 设(U，R)为模糊近似空间，R是 【，上的模糊等 

价关系，【，为有限论域，则对 

~AEF(【，)，V ∈FO，1]，有( A) 一 (A )成立。 

证明：(1)V ∈EO，1]，Vz∈ (A )，则[ ]R】nA ≠ ， 

即存在 ∈ ]B nA。所以R(sc，yo)≥ ，A(y。)≥ 。故有 

(A)( )一 V
⋯

(R(z， )̂ A( )) 
ytU 

≥R(z， 0)̂ A(y0)≥ 

即z∈( (A)) 。因此 (A ) 三( (A)) 。 

(2)V ∈E0，1]，V ∈(R(A)) ，因U有限，有 

R(A)( )一 V
⋯

(R(z， )^A( )) 
u  

— R(z， o)̂ A(yo)一 ≥ 

所以 o∈[z ．．n ，即z∈ ( )。由定理 3有， ( ) 

兄 (A)，故 ∈R(A )，所以(鼢 ) R (A )。 

综上所述，V ∈[o，1]，有( A) 一忌(A)。 

下面首先给出一个例子，说明相关的一些事实。 

例1 设论域u一{oT,1，．．772，z3， 4，z5}，u上的模糊集A一 

(o．5，0．3，0．3，0．6，0．8) ，U上的模糊等价关系R如下： 

R一 

则关于 截集 ，有表 1所列的结果。 

表 1 截集的上近似和下近似序列表 

即当2=0和 一0．3时，R̂ (A )一(R(A))̂一U；当 一1 

时，R (A )一(R(A)) = ；从表 1还可以得出以下结果： 

(1)当 —O．4，0．5，0．6，0．8时，R (A)≠(R(A)) 。 

(2)VA， ∈EO，1]， ≤ ，关系式 ( ) R (A)不成 

立 。 

(3) U (R (A )一(0．3，0．3，0．3，0．6，0．8) ，但R(A) 
．IE L0，1j —— 一  

一 (O．3，o．3，o．3，o．5，o．5) 。 

(4)如果取模糊集，B一(0．5，0．3，0．3，0．6，0．5) ，计算 

可得R(B)一(0．3，0．3，0．3，0．5，0．5) ，但 U— (R( )一 
一  ∈ llu， 一  

(O．3，0．3，0．3，0．3，0．3) 。 

由(3)和(4)可以看 出，R(A)与 U (R ( )不可能有 

相互的包含关系。 

定理 5 设(U，R)为模糊近似空间，且 U为有限论域， 

VA∈F(U)，则有 

(1)天(A)一 U． ( (A)) ，R(A)一 U (R(A)) ； 
t̂ lu，  ̂ Lu， 

(2)R(A)一 U． R̂ (A)，但是R(A)≠ U R (A)； ∈̂L0
，1j 一  ∈̂Eo，l_ —— 

(3)R(～A)一～R(A)。 

证明：(1)由模糊集的分解定理可得；(2)根据定理 4及 

例 1可得。 

(3)由定义 1知，对于任意的 ：rEU， 

R(～A)(z)一 ^(((1一R( ， )V(1一A( ))) 
— —  

yEU 

一 ^((1一(R(z， )̂ A( ))) 
∈ U 

=1一 V
⋯

(R(z， )̂ A( ))一～R(A) 

由定理 5和例 1不难发现，张文修等给出的有关模糊粗 

糙集的定义满足了分解定理(定理 5(1))和上、下近似的对偶 

性(定理 5(3))，而且上近似可以通过 ．=I-截近似空间中的上近 

似计算，但是下近似与其 截近似空间中的下近似无明显的 

关系(定理 5(2))。原因可以从定理 3看出， 截近似空间中 

的下近似关于 无良好的序关系。 

这样对模糊知识空间(U，R)的研究可以通过具有分层递 

阶结构的知识空间簇 {(U，R )l V ∈FO，1])来研究 (上近 

似)。根据实际问题的需要，选择合适的 ∈E0，1]，即选择合 

适的粒度等级，然后用经典 Pawlak粗糙集方法来处理。 

3 积模糊等价关系及算法 

为把单一论域的模糊粗糙集模型推广为双(有限)论域的 

情形，考虑论域的笛卡尔积运算及论域上的模糊等价关系。 

如此，就将一维空间对象的信息处理推广到多维空间对象的 

信息处理问题，拓宽了模糊粗糙集模型的应用范围。为此，首 

先研究模糊等价关系的积关系。为方便描述 ，在幂集的子集 

之间引入一种“积”运算o。 

定义3 设u， 是任意两个非空集合，P(∽ ，P( )分别 

是u， 的幂集，对任意 ~ McP(U)， ≠N~P(V)，规定 

MoN一{X×Y1X∈M，y∈N} 

显然 ，由定义 3可知 P(U)④P( )(二=P(U×Vr)。 

3．1 积模糊等价关系 

定义4 设【，，V是两个非空集合，R ，R：分别是定义在 

U，V上的模糊等价关系，定义笛卡尔积【，×V上的一个模糊 

关系R IIR2如下： 

R1IIR2(( 1， )，(u2， )) 
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． 1  ． ． ’ O  O  O  O  

4  8  5  5  

1  ． ． ． ． O  O  O  O  



 

一 R1( 1， 2)̂ R2( ， )，V( l， )，( 2， )∈U×V 

称 R ⅡRz为模糊关系R 与 Rz的积模糊关系。 

定理 6 (1)如果 R ，R 分别是 U，V上的模糊等价关 

系，则 R I z是 U~V上的模糊等价关系。 

(2)如果 R ，R：分别是 U， 上的等价关系，则 R ILRz 

是UXV上的等价关系，且有[(z， )]R ⅡR 一[z]R]x[ ] ， 

V( ， )∈U×V；(【，×V)／R1IIR2一U／Rl④V_／R2。 

证明：(1)R ILR。显然满足 自反性和对称性。下面证明 

传递性：由R ，Rz的传递性可知 

R1(乱l， 2)≥ V (R1( 1， )̂ R1( ，“2)) 
“∈u 

≥Rl( 1， )̂ R1( ，耽)，VUl， ， 2∈U 

R2( ， )≥ V(尺2( 1， )̂ R2( ， )) 
口∈ 

≥R2( 1， )̂ R2( ， )，V ， ， ∈V 

故对任意的(“ ， )，(“， )，( ， )∈U× ，根据积模糊关 

系 R1I z的定义，有 

RlI识2(( 1， )，(u2， )) 

=R1(“1，M2)̂ R2( ， ) 

≥ (R1(蛳， )̂ Rl( ， 2))̂ (R2( ， )̂ R2( ， )) 

：(R1(“1， )̂ R2( ， ))̂ (Rl( ， 2)AR2( ， )) 

=R1IIR2(( 1， )，( ， ))AR1I工R2(( ， )，(u2， )) 

所以有 

R1ⅡR2((u1， )，(“2， ))≥ 

V R1ⅡR2(( l， )，( ， ))̂ R1ⅡR2(( ， )，(u2， 
(H， )∈ u× y 

)) 

(2)根据定义3、定义4及等价类的定义直接验证可得。 

定理 7 如果 R ，R。分别是 U，V上的模糊等价关系，那 

么对积模糊等价关系R IIRz，有 

[( ， ) IIR [ ×[ ( 

V ∈[0，1-1，V(“， )EU~V 

证明：对V ∈[0，1]，V(“， )EU~V，分两步进行 ： 

(1)[(“， )](RlfIR [“ ) ×[ ( 。 
对V( 1，vi)∈[( ， )](R ⅡR，) ，有R1口 2((Ul，V1)，( ， 

))=R1( l， )AR2( ， )≥ ，故R1( 1， )≥ 且R 2(研，口) 

≥ ，则“ ∈[ ](R levi∈[ ](R ) ，所以(“ ， )∈[“](R ) × 

[ (R2) 。 

(2)[( ， )](R1I／R ) “](R1) ×[ ( 
对V( 1，v1)∈[ ](R1)̂×[ ](R2)̂，有R1( l， )≥ KR2 

( ， )≥ ，所以Rl( 1，M)̂ R2( ，口)=RiIIR2((Ul， )，( ， 

))≥ ，即(乱l，vi)∈[( ， )](R．ⅡR，) 。 

很 自然地，以上概念及结果可以推广至有限个模糊等价 

关系的情形。 

定义 5 设( ，Ri)( ：1，2，⋯，忌)为模糊近似空间，即 

R 是论域 上的模糊等价关系，如下定义笛卡尔积 x 

×⋯~Uk一叉 上的模糊关系R1ⅡRzⅡ⋯IIRk一ⅡR ， 
z= l z一 1 

f IR ((z1， 2，⋯，xk)，( 1 ， 2 ，⋯， ))一 A
．

R ( ， 
i= l 

} 

z{ )，V(z1， 2，⋯ ，丑)，(z1 ， 2 ，⋯ ，锄 )∈ 。 

定理 8 (1)如民 是 ( =1，2，⋯，愚)上的模糊等价关 

系，则模糊关系直R是笛卡尔积 XU2×⋯× 上的模糊 

等价关系，称为模糊等价关系R ( 1，2，⋯，忌)的积模糊等价 

关系。 
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(2)如果R 是 U=f( ：1，2，⋯，忌)上的等价关系，则IIRi 
i一 1 

是笛卡尔积 × ×⋯× 上的等价关系，且对任意 (z ， 

z2，⋯，珏)∈× ，有 
一 1 

[( ⋯，魏)l Ri一 ] 

 ̂

× ／ⅡR 一④( ／R ) 
一 1 i一 1 i一 1 

3．2 计算积模糊等价关系的算法 

下面对有限论域 U，V，给出求两个模糊等价关系的积模 

糊关系的算法。为此先定义一种类似两个矩阵的 Kronecker 

积的运算，这里称为广义Kronecker积运算，具体定义如下。 

定义 6 设 A=(口 ) × ，B=(％) × 是两个实数矩阵， 

定义它们的广义 Kronecker积如下： 

A B=(n AB) × ： 

口11 Ab11⋯ all̂  ⋯ n1 Abl1⋯ “l Ablm 

a11̂  l⋯ 口11 A ⋯ 以1 A 1⋯ 口1 A 6； 

n 1 Abl】⋯ a 1̂ b1 ⋯ n A b11⋯ n ^6l 

LⅡ  ̂ 1⋯ Ⅱ 1 A ⋯ a  ̂ 1⋯ a A J × 

定理9 对任意A一(％) × ，B=(％) × ，广义 Krone— 

cker积具有以下性质： 

(1)A B≠B@A 

(2)口(A B)一(aL1) B—A (口B)，对任意的一个实数 

a； 

(3)(A B) 一AT B ； 

(4)(A B) c—A (B C)，对任意A一(％)nx ，B： 

(bo) × ，C一(q)p×p； 

(5)A (B+c)= (A B)+(A c)，对任意 A一 

(n ) × ，B一(bo) × ，C=( ) × ； 

(6)(B+c) A= (B A)+(c A)，对任意 A一 

(口 ) × ，B一( f) × ，C一(c )m×m。 

证明：根据定义 6及矩阵的加法、转置等运算可以直接验 

证 。 

下文中，对有限论域总假设U一{“ ， ，⋯， }， 一{ ， 

，⋯ ， }，将笛卡尔积UXV记为： 

UXV一 {(Ul， )，( 1， )，⋯ ，( 1， )，( 2， )，(U2， 

)，⋯ ，( 2， )，⋯ ，(‰ ，"Vm)} 

从而，U，V，UXV上的模糊子集可以分别用 维、m维及 m 

维列向量来表示，【，，V，UXV上的模糊等价关系可 以分别用 

× ，mXm，nmXnm矩阵来表示，且有下面的结论。 

定理 10 设R】， 分别是有限论域 U， 上的模糊等价 

关系，用矩阵表示为R =(嚆1 ) × ，R2一( ) × ，则R1I氓z一 

(搿 n~n (r～(z ) × 。 

证明：根据集合的标记及定义 4、定义 6，直接验证即可。 

所以，当讨论的是两个有限论域 U，V上的模糊等价关系 

R1，R2，且 R ，R2用矩阵表示时，记号 R r氓z与 R R2是完 

全一样的。 

4 积模糊近似空间中模糊知识粒的表示和分解 

根据上节的讨论，称模糊近似空间 (uxv，R IIRz)为模 



糊近似空间 (u，R )和( ，Rz)的积模糊近似空间。一般地， 
 ̂

称模糊近似空间(×U，1-[R )为是个模糊近似空间(Ui，R )( 

一1，2，⋯，愚)的积模糊近似空间。本节中主要研究积模糊近 

似空间中上、下近似的一些基本性质及计算算法。 

定义 7 设(U，Rt)，(V，Rz)是模糊近似空间，在积模糊 

近似空间 (U×V，R IIRz)中，对任意 M∈F(U×V)，模糊子 

集 M关于积模糊等价关系R ILRz的下(上)近似为：V( ， ) 

∈UXV， 

R1ⅡR2(M)(“， )一  ̂ ((卜 R1IIR2(( ， )，(z， 
一  ( ， )∈ U ×V 

)))VM(( ， ))) 

R1ⅡR2(AD( ， )一 V (R1IIR2(( ， )，(z， ))̂ M 
， ∈ U× 

(( ， ))) 

称 IIRz(M)，RtⅡRz(M))为积模糊粗糙集。 

直接验证可得，在积模糊近似空间中有类似定理 1中的 

(1L)一(4L)，(1U)一(4U)成立。下面给出有限论域情况下， 

定义 7中上近似和下近似的算法描述。根据定义 6、定义 7、 

定理 2和定理 10，可得以下算法。 

算法步骤： 

(1)初始状态： 

U一{u1，U2，⋯，U )，V一{V1，V2，⋯，vm) 

R1一(吒”) × ，R2一(r ) × 

U×V一{(u1，V1)，(u1，V2)，⋯，(u1，vm)， 

(u2’V1)，(u2，V2)，⋯，(u2，Vm)，⋯，(u ，vm)) 

M一(t11，tl2，⋯ ，t1m，t21，t22，⋯ ，t2m，⋯ ，tn1，tl12，⋯ ，tⅢn) ’∈F(U×V) 

(2)R1IIRz—R1 Rz； 

(3)R1IIR2(M)一(R1IIR2)。M一(R1 R2)。M； 

(4)R1IIRz(M)一(RIIIRz(M )) 一((R1 Rz)。Mc)c，Mc是模糊集 

M 的补集。 

例 2 设 U一{Ul，U2，撕)， 一{ ， }，在其上分别定义 

如下模糊等价关系： 

R．= 

1 

0．5 

0．1 

0．5 

1 

0．1 

求 (O．5，0．6，0．7，0．3，0．1，0．8) ∈F(【，×V)关于 

积模糊等价关系R1 IIR。的上近似和下近似。 

解：根据求上近似和下近似的算法步骤(2)，有 

R1IIR2一R1 R2： 

1 0．7 0．5 0．5 0．1 0．1 

0．7 1 0．5 0．5 0．1 O．1 

0．5 0．5 1 0．7 0．1 0．1 

0．5 0．5 0．7 1 O．1 0．1 

0．1 0．1 0．1 0．1 1 0．7 

D．1 0．1 0．1 0．1 0．7 1 

由算法步骤(3)得 

R1IIR2(蚴 =(R1 2)。M一(O．6，0．6，0．7，0．7，0．7， 

0．8) r 

再由算法步骤(4)得 

R1I哝 2(M)=((R1 2)。 ) 一(O．5，0．5，0．3，0．3， 

0．1，0．3) 

定义 8 设 MEF(U× )，如存在 X∈F(U)，y∈F(V)， 

使得对 V(“， EU~V，均有 M(u， )一X( )̂ y( )成立 ，则 

称模糊集M是模糊可分解的；特别地，如MEP(U~V)，且存 

在x∈P(u)，y∈P(V)，使得M=XXY，则称集合M是清晰 

可分解的。 

定理 11 如果 U， 是有限论域 ，M是模糊可分解的，当 

且仅当存在x∈F(LD，y∈F( ，使得M—x y。 

证明：根据定义 6和定义 8可知结论成立。 

下面举例说明存在模糊子集不是模糊可分解的。 

例 3 设 U一{ 1，U2}，V一{ ， }，于是 U× 一{( 1， 

)，(蛳， )，(“2， )，(抛，tJ2))，取 U× 的模糊子集 M 一 

(O．5，O．3，O．2，O．8) ，则 M 不是模糊可分解的。 

解 ：如果 M是模糊可分解的，则存在 X∈F(U)，y∈F 

( )，满足 M= Y。不妨设 X一( l，z2) ，y=( 1， 2) ， 

由广义 Kronecker积可知，M-----( l̂ y1，321̂ y2，z2̂ Y1， 2 

 ̂ ) 。贝Ⅱ l̂ y1—0．5， 1̂ Yz—O．3，z2̂ yl一0．2，z2̂ y2 

一o．8。所以有 z1≥O．5，Y2>／o．8，从而 1̂ 2≥O．5，这与 1 

 ̂2一O．3相矛盾。 

定理 12 设(U，R1)， ，Rz)是模糊近似空间，M∈P(U 

× 是清晰可分解的，即存在x∈P(U)，y∈P( )，M=x× 

y，贝U V( ， )∈U× ，有 

(1)R1ILRz( (“， )一RlX( )̂ R2Y( )； 

(2)RlI 2( ( ， =R1X(“)̂ R2Y( )。 

证明：(1)VuEU，根据定义 1，有 

R1X( )= ^ ((1一Rl( ， 1))V X( 1)) 
。 。 。 — —  u1EU 

一 (^ ((1一Rl( ， 1))VX(“1)))^(^ ((1一R1 
uIEX u1∈X 

( ， 1))VX( 1))) 

(^ ((1一R1( ， 1))V1))̂ (^ ((1一R1( ，U1)) 
1EX u1eX 

VO)= ^ (1一R1(“，U1)) 
u1 

同理可得 ，对VvEV，Rzy(口)一 ^ (1一Rz(口， ))。 
— —  

v1eY 

由M=XXY，当然对 V( ， )∈U×V，有 M(u，口)=X 

( )̂ y( ，根据定义 7，有 

R1IIR2(M)( ， ) 

一   ̂ ((1一R1ⅡR2(( ， )，(U1， )))VM (u1， 
( ， )∈u× 

)) 

一   ̂ ((1一RlI氓2((U， )，(U1， )))V M (“1， 
(u1， )EM 

))̂   ̂ ((1一R1I 2((“， )，( 1， )))V 
( 1,v1) M  

M(“1， )) 

一 1̂   ̂ ((1一R1I 2(( ， )，( 1， )))V O) 
(u1， )eJⅥ 

一  ̂ (1一R1I工R2(( ， )，( 1， ))) 
(u1， )∈M 

一  ̂ (1一R1I工R2(( ， )，( 1， ))) 
(“1， )e xY 

一   ̂ (1一R1I】lR2(( ， )，( 1， )))̂   ̂ (1 
1乍X，v1∈ u1∈Y， 1 y 

—

R1I工R2(( ， )，( l， ))) 

= ^ (^ (1一R1( ，U1)^R2( ， )))̂ ^ (^ (1 
1乍 ∈V Y ”1∈y 

～

R1( ， 1)̂ R2( ， ))) 

一 ^ (^ ((1一R1(“， 1))V(1一R2( ， )))̂  ̂
u1芒 ∈ y 

(^ ((1一R1( ，啦))V(1一Rz( ， )))) 
u1∈ Y 

一 ^ (^ ((1一R1(“，U1))V (1一R2( ， ))  ̂
u1 X 1一 

 ̂ ((1一R1(“， 1))V(1一R2( ， )))̂  ̂
v1∈ ， ≠ 。 v1 y 
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7  

1  ． O  

， ， I I
＼  一 

2  R  

、●● ●● ●●● ●● ●●J  

1  1  

．  ．

1  
O  0  



 

(A ((1一R1( ，M1))V(1一R2(口， )))̂   ̂
“1一“ “1∈y’uI≠ 

((1一R1( ，M1))V(1～R2( ，'o1)))) 

一 A (^ ((1一Rl(u，U1))V 0)人 人 ((1～R1 
1肇五 一 vI∈V， ≠ 

(“，u1))V(1一R2( ， )))̂ ^ (^ ((1一Rl( ， 
v1∈ Y u1 “ 

1))V O)̂   ̂ ((1一R1(“， 1))V(1一R2( ， 
u1∈Y，uI≠ 

1)))) 

一 A (1一R1(“， 1))A A (1一R1(“，$／1)) 
uI∈ v1∈Y 

所以，V(“， )EUXV，有 

R1I氓2( (“， ) 

一 ^ (1一Rl( ， 1))̂ ^ (1一R1( ， 1)) 
uIE EY 

— R1X( )AR2Y( ) 

(2)根据定义 7，V( ， )EU~V，有 

R1IIR2(M)( ， ) 

= V Rl r【R2((“， )，( 1， ))AA 1， ) 
(“1， )∈u × 

= V (R1(st，“1)^R2( ， ))A(X(T,I1)^y 
(”1·vI)Eux 

( )) 

= V (R1(“，“1)̂ (X( 1))A(R2( ，V1)^y 
( l， )6u× 

( 1)) 

一 (V (R1(“， 1)̂ (X(“1)))A(V (R2( ， )A Y 
uIEu v1∈ 

( ))) 

一 R】X(“)A R2Y( ) 

定理 13 设(u，R )，( ，Rz)是近似空间，即R ，Rz分别 

是U， 上的等价关系，且 M∈P(UX )是清晰可分解 的，即 

存在 X∈P(U)，yEP(V)，M=XXY，则 

(1)R1ⅡR2( 

=  

[ ] 兰 cx ／ 】Uy_ 。 ! cv ／ ·z R × Rz 
=  U A 
∈̂! (x)／RI~R2(Y)／R 

(2)RlILR2( 

一  

一  

U 
一  

[z]且×Ey]岛 
[ R

1
∈R1(x)／R1’[Y]R

2
∈R2(Y)／R2 

=
一  U

—  

A 
AER1(：O／R1 QR2(Y)／R2 

证明：根据定理 6(2)及定理 12可得。 

定理 12对模糊可分解的模糊子集是否也成立?我们猜 

测定理 12可以推广到模糊可分解的情形，遗憾的是暂时没能 

给出证明。下面构造一个对模糊可分解集成立的实例。 

例 4 有限论域及其上的模糊等价关系与例 3中一样， 

并设 UXV上的模糊子集如下： 

M一(0．1，0．1，0．4，0．8，0．4，0．5) 一x y 

式中，X一(O．1，0．8，0．5) ，y一(O．4，0．9) ，则 M是一个模 

糊可分解集。 

根据前面的相关算法，计算可得 ： 

R1X=R1。X=(O．5，0．8，0．5) 

鱼x一(R1。 ) (0．1，0．5，0．5) 

y—R2。y一(0．7，0．9)T 

R2y一(R2。 ) 一(O．4，0．4) 

R1IIR2( 一(Rl R2)。M 

一 (O．5，0．5，0．7，0．8，0．5，0．5) 
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R1ⅡR2(M)=((R1 R2)。Mc) 

一 (O．1，0．1，0．4，0．4，0．4，0．4) 

所以有R1IIR2( 一R1x~R2Y，R1IIR2(M)一R1X~R2Y。 

定理 14 设(U，R )， ，Rz)是模糊近似空间，积模糊近 

似空间 (U×V，R IIRz)，如果 MEF(U×V)是模糊可分解 

的，则对 VaE Eo，13， 是清晰可分解的。 

证明：因为M是模糊可分解的，由定义 8知，存在XEF 

(U)，y∈F(V)，使得对 V(“， )EUXV，有 M(u， )一X(“)A 

y( )成立 。因此对 V ∈Eo，1]，(“， )E 当且仅 当M(“， 

) X(“)Ay( ≥ ，即X(“)≥ ，y( )≥ ，所以uE ， E 

，故 一 × ，即 是清晰可分解的。 

根据定理 7、定理 13和定理 14，那么积模糊近似空间 (UX 

V，R IIR。)中的模糊 可 分解 子集 M 的 一截集 关 于 

(R IIRz) 的上近似、下近似可以分解为一维空间上子集的上 

下近似的合成。具体描述如下： 

(1)V(“， )EU×V，M( ， )一X(“)̂ Y( )，V E Eo， 

1]， =墨 × 。 

(2)由定理 6和定理 7可知， 

(R1I 2)̂一(R1) II(R2)̂； 

(3)由定理 13可得： 

(R1IIR2) ( )一(R1I 2) (墨 × ) 

[ ](R1)】∈(R1 ( )／( 1 
U
，[ ](R

。
)】∈(R2 ( )／( 2 

LxJ(RI>, 

r ]  

LyJ(R2 

一  U A 
A∈ ‘ )／(R1) 0 ：垦 ( )／(R2)a 

(R1IIR2) ( )一(RlIIRz)̂( × ) 

=  

一  

U 一  [z]( × 
Ex](R

1 
∈‘R1 ‘ ／‘ ’̂[ (R

2 ̂

∈‘R2 ̂ ‘ ／‘R2 ⋯  

L (R2) 

=

— —  

U
— —  

A 

A6(R1 ̂ ( )／(R1 0(R2 ( )／(R2 

以上结果表明，二维积模糊近似空间的模糊可分解集可 

以用分层递阶的思想去近似描述，也可以用一维近似空间上 

的知识粒来表示，或者说可以用一维的知识粒来合成。 

结束语 本文采用构造性的方法，对模糊近似空间进行 

积运算，得到有限个模糊近似空间的积模糊近似空间；研究了 

它的一些基本性质，得到一些有意义的结果，特别是对可分解 

子集及模糊可分解子集的上、下近似进行了刻画。 

文中建立的积模糊近似空间模型将为基于关系数据库的 

粒度计算问题提供理论与方法支持。智能信息处理领域一直 

受到计算量的威胁，数据的组织形式更是严重影响计算速度。 

关系数据库采用笛卡尔集连接的方式 ，既是一种压缩存贮量 

的方式，又反映了事物的颗粒。我们构建的模型与数据仓库 

理论及粒度计算范式契合，同时基于两(有限)个互不相同的 

论域的积模糊粗糙集模型，扩展了空间的维度。因此在实际 

中应该具有更广泛的应用背景和领域。正在进一步研究以下 

问题 ：(1)继续完善该模糊粗糙集模型的理论 ，如研究高维模 

糊近似空间上模糊粗糙集的近似精度、粗糙度等概念及与低 

维模糊近似空间中相关模糊模糊集的近似精度、粗糙度的关 

系等；(2)考察一个笛卡尔积集上的模糊近似空间的可分解 

性；(3)研究积模糊粗糙集模型的公理化刻画及算法实现；(4) 

最重要的是根据积模糊粗糙模型，从论域分解的角度探索降 

(下转第 232页) 



 

ring，2007，19(8)：1131一l144 

[8] Zhu W．Relationship between generalized rough sets based on 

binary relation and covering[J]．Information Sciences，2009，179 

(3)：2i0—225 

[97 Zhu W，Wang F Y．A new type of covering rough set[c]∥3rd 

International IEEE Conference Intelligenty Stems．London：Is． 

n．]，2006：444—449 

[1O]胡军，王国胤．覆盖粗糙集 的模糊度[J]．重庆邮电大学学报， 

2009，21(4)：490—493 

[11]魏荣，刘保仓，史开泉．基于覆盖广义粗集的模糊性EJ]．计算机 

科学，2007，34(1)：153—155 

[12]徐伟华，张文修．覆盖广义粗糙集的模糊性[J]．模糊系统与数 

学，2006，20(6)：115—121 

[13]徐菲菲，苗夺谦，李国道，等．基于最简覆盖的粗糙模糊集的粗糙 

熵[J]．计算机科学，2006，33(10)：179—181 

[14]王健鹏，戴岱，周正春．基于覆盖的模糊粗糙集模型口]．周口师 

范学院学报，2004，21(2)：20—23 

[15]余美真，李进金．覆盖粗糙模糊集的不确定性度量口]．模糊系统 

与数学，2009，23(6)：145—148 

[16]李凡，徐章艳，饶勇．Vague集口]。计算机科学，2000，27(9)：12— 

24。28 

E17]闫德勤，迟忠先．粗糙集与 Vague集[J]．计算机科学，2004，31 

(8)：133～135 

[18]刘金良，闫瑞霞，姚炳学．粗糙 Vague集的不确定性度量[J]．系 

统工程与电子技术，2008，30(1)：104—107 

[19]朱六兵．粗糙集与 Vague集的理论及应用研究[D]．成都：西南 

交通大学 ，2006 

[2O]张倩倩，徐久成，胡玉文．基于覆盖的粗糙 Vague集模型研究 

EJ]．广西大学学报，2009，35(5)：653—657，662 

[21]徐久成，张倩倩．覆盖粗糙 Vague集的不确定性度量研究[J]． 

计算机科学，2010，37(1o)：225—227 

[22]胡军，王国胤．覆盖粒度空间的层次模型[J]．南京大学学报， 

2008，44(5)：551—558 

[23]刘纪芹，史开泉．基于知识含量的粗糙集不确定性度量[J]．计算 

机科学，2007，34(7)：171—173 

[24]王国胤，张清华．不同知识粒度下粗糙集的不确定性研究[J]．计 

算机学报，2008，31(9)：1588-1598 

E253解滨，李磊军，米据生．基于知识粒度的粗糙集的不确定性度量 

口]．计算机学报，2010，37(9)：225—228 

[26]胡军，王国胤．一种覆盖粗糙模糊集模型[J]．软件学报，2010，21 

(5)：968—977 

[27]胡军，王国胤．粗糙集的不确定性度量准则[J]．模式识别与人工 

智能，2010，23(5)：606—615 

[28]李大湘，彭进业，李展．基于半监督多示例学习的对象图像检索 

[33．控制与决策，2010(7)：981—986 

[29]李大湘，彭进业，贺进芳．基于视觉语义与 RSSVM的图像检索 

口]．华南理工大学学报：自然科学版，2010(04)：156—161 

(上接第204页) 

低高维模糊粗糙集计算的复杂度问题，并在实际问题的处理 

中得到应用。 
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