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摘　要　规则提取是三支概念分析中的一个重要问题.首先,基于属性导出三支概念,定义了两种三支类背景,即三

支条件类背景和三支决策类背景,给出了类背景上的类概念并且研究了类概念的结构.其次,讨论了三支决策类背景

上的类概念与三支弱协调决策形式背景上的属性导出三支概念之间的关系.然后,提出了三支决策类背景上的规则

获取方法,并且通过比较证明了基于三支类背景获取的规则优于基于三支弱协调决策形式背景获取的规则.最后,利

用三支条件类背景给出了反向规则与双向规则的获取方法.
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Abstract　RulesacquisitionisanimportantprobleminthreeＧwayconceptanalysis．BasedonattributeＧinducedthreeＧway
concepts,twokindsofthreeＧwayclasscontextsweredefined,namelythreeＧwayconditionclasscontextsandthreeＧway
decisionclasscontexts．TheclassconceptsinthesetwodifferentthreeＧwayclasscontextsweredefinedandthestrucＧ

turesofclassconceptswerestudied．Moreover,therelationshipsbetweentheclassconceptsinthreeＧwaydecisionclass

contextsandtheattributeＧinducedthreeＧwayconceptsinthreeＧwayweaklyconsistentformaldecisioncontextsweredisＧ

cussed．ThentherulesbasedonthreeＧwaydecisionclassconceptswerepresented,andthewaytoacquirethem was

shown．Furthermore,comparedtotherulesacquiredfromthethreeＧwayweaklyconsistentformaldecisioncontexts,the

classcontextbasedruleswereprovedtobesuperiorthanthreeＧwayweaklyconsistentcontextbasedrules．Specifically,

thenumberofclasscontextbasedrulesissmallerthanthenumberofthreeＧwayweaklyconsistentcontextbasedrules,

butforeachthreeＧwayweaklyconsistentcontextbasedrule,thereexistsaclasscontextbasedrulecontainingmore

knowＧledge．Finally,consideringthethreeＧwayconditionclasscontext,thereverserulesweredefined．Consideringboth

threeＧwayconditionclasscontextsandthreeＧwaydecisionclasscontexts,thedoubledirectedruleswerepresented．
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１　引言

三支概念分析(３ＧWayConceptAnalysis,３WCA)[１Ｇ３]是

Qi等 于 ２０１４ 年 提 出 的 将 三 支 决 策 (３ＧWay Decisions,

３WD)[４]运 用 在 形 式 概 念 分 析 (FormalConceptAnalysis,

FCA)[５Ｇ６]中的数据分析工具[７Ｇ８].３WD 是 Yao[４]于２０１２年

提出的,其将实体集分为正域、负域与边界域３个部分,并基

于３个域分别给出相应的接受规则、拒绝规则和不承诺规则.

３WD更加符合人类思维的决策行为.

规则获取是FCA中重要的研究课题.张文修等[９]提出

了决策形式背景,并给出了强协调决策形式背景上决策规则

的提取方法.李金海[１０Ｇ１２]在约简后的决策形式背景中给出

了前件更少的决策规则.李涛等[１３]运用闭标记[１２]剔除了冗

余的决策规则.朱治春等[１４]利用 Prediger[１５]提出的类背景

这一概念,给出了类背景上的规则获取方法,并证明了类背景

上的规则优于决策背景上的规则.

在FCA的研究中,规则获取是基于经典的二支概念格进

行的,因此在３WCA 中,自然可以利用三支概念格来获取内

容更加丰富的规则.如果基于三支概念重新定义三支类背

景,那么基于类背景一定可以得到知识更为丰富的规则.本

文首先基于属性导出三支概念,构造了两种三支类背景,即三

支决策类背景与三支条件类背景,并定义了这两种类背景上



的类概念.然后,在三支决策类背景上给出了决策规则的获

取方法,并研究了三支决策类背景上的规则与基于三支协调

性的规则[１６]之间的关系,进一步证明了类背景上的规则更

优.最后,结合三支条件类背景,给出了反向规则以及双向规

则的获取方法,极大地丰富了决策规则的研究.

２　预备知识

本节给出了后文所需的形式概念分析以及三支概念分析

的相关基本概念.

２．１　形式概念分析

定义１[６]　称三元组(G,M,I)为一个形式背景,其中

G＝{g１,g２,􀆺,gt}为对象集,每个gi(i≤t)称为一个对象;

M＝{m１,m２,􀆺,ms}为属性集,每个mj(j≤s)称为一个属性;

I为G 和M 之间的二元关系,I⊆G×M.若(g,m)∈I,则称

对象g具有属性m,用gIm 表示.

对于形式背景(G,M,I)上的任意对象集X⊆G 和属性集

A⊆M,可以定义一对正算子∗:P(G)→P(M)与 ∗:P(M)→

P(G):

X∗ ＝{m∈M|∀g∈X,gIm}

A∗ ＝{g∈G|∀m∈A,gIm}

若∀g∈G,满足{g}∗ ≠Ø,{g}∗ ≠M,且∀m∈M,满足

{m}∗ ≠Ø,{m}∗ ≠G,则称形式背景(G,M,I)是正则的.如

果(G,M,I)为一形式背景,则(G,M,Ic)也为一个形式背景,

称作形式背景(G,M,I)的补背景,其中Ic＝G×M－I.

基于正算子,定义形式概念如下.

定义２[６]　设(G,M,I)为一个形式背景,若对象集 X 与

属性集A 形成的二元组(X,A)满足X∗ ＝A 且X＝A∗ ,则称

(X,A)是一个形式概念,简称概念.其中 X 称为概念的外

延,A 称为概念的内涵.

形式背景(G,M,I)的全体概念记为L(G,M,I),对于任

意两个概念(X１,A１),(X２,A２)∈L(G,M,I),它们的偏序关

系被定义为:
(X１,A１)≤(X２,A２)⇔X１⊆X２⇔A１⊇A２

分别定义它们的下确界和上确界为:

(X１,A１)∧(X２,A２)＝(X１∩X２,(A１∪A２)∗∗ )

(X１,A１)∨(X２,A２)＝((X１∪X２)∗∗ ,A１∩A２)

则L(G,M,I)是一个完备格,称为概念格.

定义３[９]　称五元组(G,M,I,N,J)为一个决策形式背

景,其中(G,M,I)和(G,N,J)都是形式背景,M 称为条件属

性,N 称为决策属性,并且 M∩N＝Ø.

２．２　三支概念分析

本节给出属性导出三支概念格的相关知识.下面首先给

出任意非空有限集合幂集的笛卡儿积上的运算.

设U 是非空有限集合,P(U)表示U 的幂集,DP(U)表示

笛卡儿积P(U)×P(U).对于任意(A,B),(C,D)∈DP(U),

定义如下运算:

(A,B)∩(C,D)＝(A∩C,B∩D)

(A,B)∪(C,D)＝(A∪C,B∪D)

(A,B)c＝(U－A,U－B)＝(Ac,Bc)

(A,B)⊆(C,D)⇔A⊆C 且B⊆D

与２．１节中给出的正算子的定义类似,对于形式背景

(G,M,I)上的任意对象集 X⊆G 和属性集A⊆M,可以定义

一对负算子∗
－ :P(G)→P(M)与 ∗

－ :P(M)→P(G)如下[２]:

X∗－ ＝{m∈M|∀g∈X,gIcm}

A∗－ ＝{g∈G|∀m∈A,gIcm}

若同时考虑正算子与负算子,可以定义形式背景上的一

对属性导出三支算子如下.

定义４[２]　设(G,M,I)为一个形式背景,对任意对象集

X,Y⊆G和属性集A⊆M,可定义一对属性导出三支算子◁:

P(M)→DP(G)和▷:DP(G)→P(M)如下:

A◁ ＝(A∗ ,A∗－ )

(X,Y)▷ ＝{m∈M|m∈X∗ 且 m∈Y ∗ }＝X∗ ∩Y ∗

基于属性导出三支算子,属性导出三支概念的定义如下.

定义５[２]　设(G,M,I)为一个形式背景,((X,Y),A)称

作属性导出三支概念(简称 AEＧ概念),当且仅当A◁ ＝(X,Y)

且(X,Y)▷ ＝A.其中,X,Y⊆G,A⊆M.(X,Y)称为 AEＧ概

念的外延,A 称为 AEＧ概念的内涵.

由定义５可知,若((X,Y),A)为形式背景(G,M,I)上的

属性导出三支概念,则 X 中的对象都具有A 中的所有属性,

而Y 中的对象都不具有A 中的所有属性.

形式背景(G,M,I)上的全体 AEＧ概念记为AEL(G,M,I),

对于任 意 两 个 AEＧ概 念,((X１,Y１),A１),((X２,Y２),A２)∈

AEL(G,M,I),它们的偏序关系被定义为:

((X１,Y１),A１)≤((X２,Y２),A２)⇔(X１,Y１)⊆(X２,Y２)⇔

A２⊆A１

分别定义它们的下确界和上确界为:

((X１,Y１),A１)∧((X２,Y２),A２)＝ ((X１,Y１)∩ (X２,

Y２),(A１∪A２)◁▷ )

((X１,Y１ ),A１ )∨ ((X２,Y２ ),A２ )＝ ((X１,Y１ )∪
(X２,Y２)▷◁ ,A１∩A２)

则AEL(G,M,I)是一个完备格,称为属性导出三支概念格.

３　三支弱协调决策形式背景的三支类背景

本节基于属性导出三支概念,给出了三支弱协调决策背

景的三支类背景,并给出了三支类背景上类概念的定义,同时

讨论了类概念与三支概念之间的关系.

３．１　三支类背景与类概念

因为决策形式背景的三支弱协调与三支概念格间的细于

关系相关,故本文首先定义属性导出三支概念格间的细于关

系如下.

定义６　AEL(G,M１,I１)与AEL(G,M２,I２)为两个属性

导出三支概念格,((X１,Y１),A１)∈AEL(G,M１,I１),若存在

单射β:AEL(G,M２,I２)→AEL(G,M１,I１)满足:

１)β(((G,G),Ø))＝((G,G),Ø),β(((Ø,Ø),M２))＝
((Ø,Ø),M１);

２)∀((X２,Y２),A２)∈AEL(G,M２,I２),有β(((X２,Y２),

A２))＝((X１,Y１),A１)且(X１,Y１)⊆(X２,Y２).

则称AEL(G,M１,I１)细于 AEL(G,M２,I２),记作 AEL(G,

M１,I１)≤AEL(G,M２,I２),称映射β为蕴含映射.
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下面给出基于属性导出三支概念格弱协调决策形式背景

的定义.

定义７　设(G,M,I,N,J)是一个决策形式背景.若存

在蕴含映射β,使得AEL(G,M,I)≤AEL(G,N,J),则称该决

策形式背景是基于属性导出三支概念格弱协调的.在不混淆

的情况下,简称决策形式背景(G,M,I,N,J)是三支弱协调的.

下面给出三支弱协调决策形式背景的三支类背景的

定义.

定义８　设(G,M,I,N,J)为三支弱协调决策形式背景,

AELE(G,M,I)是(G,M,I,N,J)的条件属性导出三支概念的

非空外延集,AELE(G,N,J)是(G,M,I,N,J)的决策属性导

出三支概念的非空外延集.称背景KN,M ＝(AELE(G,M,I),

N,JN)为(G,M,I,N,J)的三支决策类背景,其中,(X,Y)∈
AELE(G,M,I),d∈N,关系JN 定义为(X,Y)JNd⇔∀gi∈

X,giJd 且∀gj∈Y,gjJcd.背景 KM,N ＝(AELE (G,N,J),

M,IM)为(G,M,I,N,J)的三支条件类背景,其中,(W,Z)∈

AELE(G,N,J),m∈M,关系IM 定义为(W,Z)IMm⇔∀gt∈

W,gtIm 且∀gh∈Z,ghIcm.

在类背景[１５]中,我们不再考虑单个对象与单个属性之间

的关系,而是考虑对象类与属性之间的关系.具体地,在三支

决策类背景KN,M ＝(AELE(G,M,I),N,JN )中,原始决策形

式背景中的对象被条件属性导出的三支算子分成了不同的对

象类,且三支决策类背景KN,M 给出了这些对象类与决策属性

的关系JN ,因此这些对象类的概念结构可基于决策属性进行

分析与获取.反之,在三支条件类背景KM,N ＝(AELE(G,N,

J),M,IM)中,原始决策形式背景中的对象集被基于决策属性

的三支算子分为了不同的对象类,而这些对象类的概念结构

又可基于条件属性进行分析与获取.

下面以决策类背景KN,M 为例,给出类背景中类概念的定

义与获取方法.

与经典形式概念的获取方式类似,在三支决策类背景上

可定义如下类算子.

定义９　设KN,M ＝(AELE(G,M,I),N,JN)为一个三支

决策类背景,对任意的条件属性导出三支概念的非空外延集

C⊆AELE(G,M,I)和决策属性集 A⊆N,定义一对算子◀:

P(N)→P(AELE(G,M,I))和▶:P(AELE(G,M,I))→P(N)

如下:

A◀ ＝{(X,Y)∈AELE(G,M,I)|∀d∈A,(X,Y)JNd}

C▶ ＝{d∈N|∀(X,Y)∈C,(X,Y)JNd}

由类算子的定义可以看出,其本质就是类背景上的一对

∗算子,但是由于类背景上的关系包含了“共同具有”与“共同

不具有”两种语义,因此类算子计算得到的结果所含的信息更

加丰富.下面给出这对算子的性质.

定理１　设KN,M ＝(AELE(G,M,I),N,JN)为一个三支

决策类背景,且C,C１,C２⊆AELE(G,M,I),A,A１,A２⊆N,则

有:

１)C⊆C▶◀ ,A⊆A◀▶ ;

２)C１⊆C２⇒C▶
２ ⊆C▶

１ ,A１⊆A２⇒A◀
２ ⊆A◀

１ ;

３)C▶ ＝C▶◀▶ ,A◀ ＝A◀▶◀ ;

４)C⊆A◀ ⇔A⊆C▶ ;

５)(C１∪C２)▶ ＝C▶
１ ∩C▶

２ ,(A１∪A２)◀ ＝A◀
１ ∩A◀

２ ;

６)(C１∩C２)▶ ⊇C▶
１ ∪C▶

２ ,(A１∩A２)◀ ⊇A◀
１ ∪A◀

２ ;

７)若C＝{(X,Y)},则C▶ ＝C▷N .

证明:１)∀(X,Y)∈C,由C▶ 的定义可知,∀d∈C▶ ,有

(X,Y)JNd,故由C▶◀ 的定义可知(X,Y)∈C▶◀ ,由(X,Y)的

任意性可知C⊆C▶◀ .同理可得A⊆A▶◀ .

２)∀d∈C▶
２ ,由 C▶

２ 的 定 义 可 知,∀(X,Y)∈C２,有

(X,Y)JNd,又由C１⊆C２ 可知,∀(X,Y)∈C１,一定有(X,Y)

∈C２,故(X,Y)JNd.由C▶
１ 的定义可知,d∈C▶

１ ,又由d的任

意性可知C▶
２ ⊆C▶

１ .同理可得A１⊆A２⇒A◀
２ ⊆A◀

１ .

３)先 证 C▶ ⊆C▶◀▶ .∀d∈C▶ ,由 C▶◀ 的 定 义 可 知,

∀(X,Y)∈C▶◀ ,有(X,Y)JNd.又由C▶◀▶ 的定义可知,d∈

C▶◀▶ .由d的任意性可知,C▶ ⊆C▶◀▶ .

再证C▶◀▶ ⊆C▶ .由１)知C⊆C▶◀ ,即∀(X,Y)∈C,有

(X,Y)∈C▶◀ .由C▶◀▶ 的定义可知,∀d∈C▶◀▶ ,有(X,Y)

JNd.又由(X,Y)的任意性与C▶ 的定义可知,d∈C▶ .由n
的任意性可知,C▶◀▶ ⊆C▶ .综上所述,C▶ ＝C▶◀▶ .同理可得

A◀ ＝A◀▶◀ .

４)若C⊆A◀ ,则∀(X,Y)∈C,有(X,Y)∈A◀ ,由A◀ 的

定义可得∀d∈A,有(X,Y)JNd.由(X,Y)的任意性和C▶ 的

定义可得d∈C▶ .又由d的任意性可得A⊆C▶ .同理可得,

若A⊆C▶ ,则C⊆A◀ ,故⊆A◀ ⇔A⊆C▶ .

５)由(C１∪C２)▶ 的定义可知:

(C１∪C２)▶ ＝{d∈N|∀(X,Y)∈C１∪C２,(X,Y)JNd}

＝{d∈N|∀(Xi,Yi)∈C１,∀(Xj,Yj)∈C２,

(Xi,Yi)JNd 且(Xj,Yj)JNd}

＝{d∈N|∀(Xi,Yi)∈C１,(Xi,Yi)JNd}∩
{d∈N|∀(Xj,Yj)∈C２,(Xj,Yj)JNd}

＝C▶
１ ∩C▶

２

同理可得(A１∪A２)◀ ＝A◀
１ ∩A◀

２ .

６)∀d∈C▶
１ ,由C▶

１ 的定义可得∀(Xi,Yi)∈C１,有(Xi,

Yi)JNd 成立.若∀(X,Y)∈C１∩C２,则(X,Y)∈C１,故(X,

Y)JNd.由(C１∩C２)▶ 的定义可知d∈(C１∩C２)▶ .由d的

任意性可知C▶
１ ⊆(C１∩C２)▶ .类似地,∀t∈C▶

２ ,由C▶
２ 的定

义可得∀(Xj,Yj)∈C２,则有(Xj,Yj)JNt成立.若∀(X,Y)

∈C１∩C２,则(X,Y)∈C２,故(X,Y)JNt.由(C１∩C２)▶ 的定

义可知t∈(C１ ∩C２)▶ .由t的任意性可知C▶
２ ⊆(C１ ∩

C２)▶ .综上所述,(C１∩C２)▶ ⊇C▶
１ ∪C▶

２ .同理可得(A１∩

A２)◀ ⊇A◀
１ ∪A◀

２ .

７)∀C＝{(X,Y)},由C▶ 的定义可知:

C▶ ＝{d∈N|(X,Y)JNd}

＝{d∈N|∀gi∈X,giJd 且∀gj∈Y,gjJcd}

＝X∗N ∩Y∗－N

又由C▷N 的定义可知,C▶ ＝C▷N .

基于上述算子,给出三支决策类背景上的类概念的定义

如下.

定义１０　设KN,M 为一个三支决策类背景,若一个二元
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组(C,A)满足C▶ ＝A 且A◀ ＝C,则称(C,A)是一个类概念.

其中C ⊆AELE(G,M,I),A⊆N.称C 为类概念的外延,A
为类概念的内涵.

将三支决策类背景KN,M 的全体类概念记为L(KN,M),对

于任意两个类概念(C１,A１),(C２,A２)∈L(KN,M ),它们的偏

序关系定义如下:

(C１,A１)≤(C２,A２)⇔C１⊆C２⇔A２⊆A１

定理２　若(C１,A１),(C２,A２)为三支决策类背景KN,M 上

的两个类概念,则

(C１,A１)∧(C２,A２)＝(C１∩C２,(A１∪A２))▶◀

(C１,A１)∨(C２,A２)＝((C１∪C２)▶◀ ,A１∩A２)

也是KN,M 上的类概念,故L(KN,M)是完备格,称为类概念格.

证明:下面证明(C１∩C２,(A１∪A２)◀▶ )为一个类概念.

先证(C１∩C２)▶ ＝(A１∪A２)◀▶ .因为(C１,A１),(C２,A２)为两

个类概念,所以C１＝A◀
１ 且C２＝A◀

２ ,故(C１∩C２)▶ ＝(A◀
１ ∩

A◀
２ )▶ .又由定理１中的性质５)可得(A◀

１ ∩A◀
２ )▶ ＝(A１∪

A２)◀▶ ,因此(C１∩C２)▶ ＝(A１∪A２)◀▶ .

再证(A１∪A２)◀▶◀ ＝C１∩C２.由定理１中性质３)可得

(A１∪A２)◀▶◀ ＝(A１ ∪A２)◀ .再由定理 １ 中性质 ５)可得

(A１∪A２)◀ ＝A◀
１ ∩A◀

２ ,又由C１＝A◀
１ 且C２＝A◀

２ 可得A◀
１ ∩

A◀
２ ＝C１∩C２.因此,(A１∪A２)◀▶◀ ＝C１∩C２.

综上,(C１∩C２,(A１∪A２)◀▶ )为一个类概念.同理可证

((C１∪C２)▶◀ ,A１∩A２)为一个类概念.因此,L(KM,N )是完

备格.

下例给出一个基于属性导出三支概念格弱协调的决策形

式背景及其条件属性导出三支概念格与决策属性导出三支概

念格.同时,给出该决策形式背景的三支决策类背景及其对

应的类概念格.

例１　表１给出了决策形式背景(G１,M１,I１,N１,J１),其

中对象集为G１＝{１,２,３,４},条件属性集为 M１＝{a,b,c,d},

决策属性集为 N１＝{e,f,g}.

表１　决策形式背景(G１,M１,I１,N１,J１)

Table１　Formaldecisioncontext(G１,M１,I１,N１,J１)

a b c d e f g
１ ＋ ＋ - - ＋ ＋ -

２ ＋ - - - - ＋ -

３ - ＋ ＋ ＋ ＋ - ＋
４ ＋ - - ＋ ＋ ＋ -

条件属性导出三支概念格AEL(G１,M１,I１)和决策属性

导出三支概念格AEL(G１,N１,J１)分别如图１和图２所示.

图１　AEL(G１,M１,I１)

Fig．１　AEL(G１,M１,I１)

图２　AEL(G１,N１,J１)

Fig．２　AEL(G１,N１,J１)

决策属性导出三支概念格AEL(G１,N１,J１)到条件属性

导出三支概念格AEL(G１,M１,I１)的蕴含映射β如下:

β(((G１,G１),Ø))＝((G１,G１),Ø)

β(((Ø,Ø),N１))＝((Ø,Ø),M１)

β(((１２４,３),f))＝((１２４,３),a)

β(((１３４,２),e))＝((１,Ø),ab)

β(((３,１２４),g))＝((３,１２４),c)

β(((１４,Ø),ef))＝((４,Ø),ad)

β(((３,２),eg))＝((３,２),bcd)
因此,决策形式背景(G１,M１,I１,N１,J１)是三支弱协调

的.
表２列出了决策形式背景(G１,M１,I１,N１,J１)对应的三

支决策类背景 KN１,M１ ＝(AELE (G１,M１,I１),N１,JN１
),其对

应的类概念格如图３所示.

表２　三支决策类背景KN１,M１

Table２　ThreeＧwaydecisionclasscontextKN１,M１

e f g
(３,２) ＋ - ＋
(３,１２) - - ＋
(３,２４) - - ＋
(１,Ø) ＋ ＋ -

(４,Ø) ＋ ＋ -

(３４,１２) - - -

(１２４,３) - ＋ -

(１３,２４) - - -

(３,１２４) - - ＋
(G１,G１) - - -

图３　L(KN１,M１
)

Fig．３　L(KN１,M１
)

３．２　类概念与三支概念之间的关系

本节讨论三支类背景上的类概念与决策形式背景上的三

支概念之间的关系.首先,给出三支类概念内涵与三支概念

内涵之间的关系.

定理３　设KN,M ＝(AELE(G,M,I),N,JN)为一个三支

决策类背景,(C,A)为 KN,M ＝(AELE(G,M,I),N,JN )中的

一个类 概 念 且 C＝ {(X１,Y１),􀆺,(Xs,Ys)},则 有 A＝
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∩
１≤i≤s

(Xi,Yi)▷N .

证明:由类概念、类算子▶和三支算子▷的定义可得:

A ＝C▶ ＝{d∈N|∀(Xi,Yi)∈C,(Xi,Yi)JNd}

＝ ∩
１≤i≤s

{d∈N|(Xi,Yi)JNd}

＝ ∩
１≤i≤s

{d∈N|∀gt∈Xi,∀gh∈Yi,gtJd 且ghJcd}

＝ ∩
１≤i≤s

{d∈N|d∈X∗N
i 且d∈Y∗－N

i }

＝ ∩
１≤i≤s

(X∗N
i ∩Y∗－N

i )

＝ ∩
１≤i≤s

(Xi,Yi)▷N

由类概念的定义可知,类概念的外延为条件属性导出三

支概念外延的集合,定理３表明类概念的内涵为其外延在决

策背景中对应的三支概念的内涵的交集.又因为内涵的交集

还是内涵,所以类概念的内涵也是决策属性导出三支概念的

内涵.下面研究类概念外延与三支概念外延之间的关系.

定理４　设KN,M ＝(AELE(G,M,I),N,JN)为一个三支

决策类背景,(C,A)为 KN,M ＝(AELE(G,M,I),N,JN )上的

一个类概念且C＝{(X１,Y１),􀆺,(Xs,Ys)},则一定存在一个

决策属性导出的三支概念((X,Y),A)∈AEL(G,N,J)满足

∪
１≤i≤s

(Xi,Yi)⊆(X,Y).

证明:由定理３可得 ∩
１≤i≤s

(Xi,Yi)▷N ＝A,即(∪
１≤i≤s

(Xi,

Yi))▷N ＝A.由三支算子的性质可得((∪
１≤i≤s

(Xi,Yi))▷N ◁N ,

A)为决策背景(G,N,J)上的属性导出三支概念,且有 ∪
１≤i≤s

(Xi,Yi)⊆(∪
１≤i≤s

(Xi,Yi))▷N ◁N .若令(∪
１≤i≤s

(Xi,Yi))▷N ◁N ＝

(X,Y),则有 ∪
１≤i≤s

(Xi,Yi)⊆(X,Y).

由定理４可知,三支决策类背景上的任意类概念的外延

的并为决策背景上属性导出三支概念外延的子集.

４　基于类概念的规则获取

本节给出基于类背景的规则及其获取方法,并将此规则

与基于三支弱协调性的规则进行比较.

４．１　基于三支弱协调性的规则获取

定义１１　设(G,M,I,N,J)是一个三支弱协调决策形式

背景.若对于(W,Z)≠(Ø,Ø),(G,G),有((X,Y),A)∈AEL
(G,M,I)与((W,Z),B)∈AEL(G,N,J),满足(X,Y)⊆(W,

Z)即X⊆W 且Y⊆Z,则称A→B是一个三支规则,记为ifA,

thenB.

因为规则A→B是基于属性导出三支概念格得到的,而

属性导出三支概念外延的第一个元素中的所有对象共同具有

内涵中的所有属性,而外延的第二个元素中的所有对象共同

不具有内涵中的所有属性,所以规则A→B 有两个不同方面

的解释.它既表示如果对象子集中的对象共同拥有属性子集

A 中的所有属性,那么这个对象子集中的所有对象也共同拥

有属性子集B中的所有属性;也表示如果对象子集中的对象

共同不拥有属性子集A 中的所有属性,那么这个对象子集中

的所有对象也共同不拥有属性子集B 中的所有属性.三支

弱协调决策形式背景(G,M,I,N,J)上所有基于属性导出三

支概念格得到的三支规则的集合记为AR１.

４．２　基于类背景的规则获取

本节给出基于三支决策类背景的规则获取,并讨论基于

类背景的规则与基于三支弱协调决策形式背景的规则之间的

关系.首先,给出基于三支决策类背景的规则获取.

定义１２　设(G,M,I,N,J)是一个三支弱协调决策形式

背景,KN,M ＝(AELE(G,M,I),N,JN)为(G,M,I,N,J)的三

支决策类背景,((X,Y),A)为条件背景(G,M,I)的属性导出

三支概念.若(C,B)为 KN,M 上的类概念,且(X,Y)∈C,C≠
{(Ø,Ø)},C≠{AELE(G,M,I)},则可得规则A→B.

三支决策类背景KN,M 上所有规则的集合记为AR２.在

三支弱协调决策背景上可以获得很多规则,而这些规则中一

定存在着一些冗余规则,使得由较多的条件只能获得较少的

结论.即,对于规则A→B,若存在规则A１→B１,满足A１⊆A
且B⊆B１,则称规则A→B是冗余的.

下面给出定义１２中基于类背景获取的规则与定义１１中

基于三支弱协调决策形式背景获取的规则之间的关系.

定理５　设(G,M,I,N,J)是一个三支弱协调决策形式

背景,∀A→B１∈AR１,∃A→B２∈AR２,使得B１⊆B２.

证明:设∀A→B∈AR１,由定义１１可得∃((X１,Y１),A)∈

AEL(G,M,I),((X,Y),B１)∈AEL(G,N,J),满足(X１,Y１)⊆
(X,Y),故(X,Y)▷N ＝B１.记AELE(G,M,I)中所有包含于

(X,Y)的外延为{(X１,Y１),􀆺,(Xh,Yh)},由定理１中的性质

３)可 得 ({(X１,Y１),􀆺,(Xh,Yh)}▶◀ ,{(X１,Y１),􀆺,(Xh,

Yh)}▶ )为决策类背景上的一个类概念.若记{(X１,Y１),􀆺,

(Xh,Yh)}▶ ＝B２,由定义１２可得规则A→B２∈AR２.由定理

３可得{(X１,Y１),􀆺,(Xh,Yh)}▶ ＝(∪
１≤i≤h

(Xi,Yi))▷N .又因

为∀(Xi,Yi),１≤i≤h,满足(Xi,Yi)⊆(X,Y),故 ∪
１≤i≤h

(Xi,

Yi)⊆(X,Y). 由 三 支 算 子 的 性 质 可 得 (X,Y)▷N ⊆
(∪
１≤i≤h

(Xi,Yi))▷M ,即B１⊆B２.

定理５说明了基于属性导出三支概念格获取的规则相对

基于背景获得的规则是冗余的.定理６给出规则集AR１ 与

规则集AR２ 之间的关系.

定理６　设(G,M,I,N,J)是一个三支弱协调决策形式

背景,AR１ 为其上基于属性导出三支概念格获取的规则集,

AR２ 为基于三支决策类背景上的类概念格获取的规则集,则

有AR２⊆AR１.

证明:∀A→B∈AR２,由 定 义 １２ 可 得 ∃(C,B)∈

L(KN,M),((Xi,Yi),B)∈AEL(G,M,I)满足(Xi,Yi)∈C.

由定理３可知,三支决策类背景上的类概念的内涵为决策属

性导出三支概念的内涵,即∀(C,B)∈L(KN,M ),∃((X,Y),

B)∈AEL(G,N,J).又由定理４可得∪C⊆(X,Y),故(Xi,

Yi)⊆(X,Y).由定义１１可得 A→B∈AR１.由规则 A→B
的任意性可得AR２⊆AR１.

定理６说明了基于类背景获取的规则比由属性导出三支

概念格获取的规则的个数更少.结合定理５可得基于类背景

获取的规则个数更少,但每个规则包含的信息更丰富.

例２(续例１)　表３给出表１中的决策形式背景基于属

性导出三支概念格获得的规则集AR１,表４给出基于三支决

策类背景的类概念格得到的AR２.
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表３　规则集AR１

Table３　RulesetAR１

a→f ad→e c→g ad→ef bcd→eg

ad→f ab→e bc→g ab→ef

ab→f bcd→e cd→g

bcd→g

表４　规则集AR２

Table４　RulesetAR２

a→f ad→e c→g ad→ef bcd→eg

ad→f ab→e bc→g ab→ef

ab→f bcd→e cd→g

bcd→g

４．３　基于类背景的双向规则的获取

在实际问题中,条件属性一般表示原因、前提和表象,而

决策属性一般表示结果、结论和本质.因此４．１节和４．２节

中所得到的规则都是由原因到结果、由前提到结论和由表象

到本质的规则,这种规则被统称为正向规则.本节将利用条

件类背景给出反向规则,即由结果到原因、由结论到前提和由

本质到表象的规则.

定义１３　设(G,M,I,N,J)是一个三支弱协调决策形式

背景,KM,N ＝(AELE(G,N,J),M,IM )为(G,M,I,N,J)的三

支条件类背景,((X,Y),B)为决策背景(G,N,J)的属性导出

三支概念.若(C,A)为 KM,N 的类概念,且(X,Y)∈C,C≠
{(Ø,Ø)},C≠{AELE(G,N,J)},则可得反向规则B→A.所

有的反向规则记为AR３.

结合正向规则与反向规则,给出如下双向规则.

定义１４　若有规则A→B 和B→A,则可得规则A↔B,

称此规则为双向规则.所有双向规则的集合记为AR４.

定理７给出双向规则的获取方法.

定理７　设(G,M,I,N,J)为一个三支弱协调的决策形

式背景,若对象集对(X,Y)满足(X,Y)∈AELE (G,M,I)且

(X,Y)∈AELE (G,N,J),则 可 得 双 向 规 则 (X,Y)▷M ↔
(X,Y)▷N .

证明:因 为 (X,Y)∈AELE (G,M,I),所 以 ((X,Y),

(X,Y)▷M )为条件背景(G,M,I)上的一个属性导出三支概

念,即((X,Y),(X,Y)▷M )∈AEL(G,M,I).由定理１中给出

的类背景上算子▶与◀的性质３)可知({(X,Y)}▶◀ ,{(X,

Y)▶ })为三支决策类背景KN,M ＝(AELE(G,M,I),N,JN )上

的一个类概念.又由定 理 １ 中 的 性 质 １)可 知,(X,Y)∈
{(X,Y)}▶◀ ,故由定义１２给出的三支决策类背景上的规则的

定义可得规则(X,Y)▷M →{(X,Y)}▶ .由定理１中的性质７)

可知{(X,Y)}▶ ＝ (X,Y)▷N ,故 可 得 规 则 (X,Y)▷M → (X,

Y)▷N .同理可以基于三支条件类背景得到反向的规则(X,

Y)▷N →(X,Y)▷M .综 上 可 得,双 向 规 则 (X,Y)▷M ↔ (X,

Y)▷N .

例３(续例１)　表５给出了表１中决策形式背景对应的

三支条件类背景,图４给出了条件类背景对应的类概念格,表

６给出了所有的反向规则AR３,表７给出了所有的双向规则

AR４.

表５　三支条件类背景KM１,N１

Table５　ThreeＧwayconditionclasscontextKM１,N１

a b c d
(１４,Ø) ＋ - - -

(３,２) - ＋ ＋ ＋
(３,１２４) - - ＋ -

(１３４,２) - - - -

(１２４,３) ＋ - - -

(G１,G１) - - - -

图４　L(KM１,N１
)

Fig．４　L(KM１,N１
)

表６　规则集AR３

Table６　RulesetAR３

ef→a eg→c eg→bcd
f→a g→c

表７　规则集AR４

Table７　RulesetAR４

a↔f c↔g bcd↔ef

结束语　本文基于属性导出三支概念,定义了两种三支

类背景即三支条件类背景与三支决策类背景,以及三支类背

景上的类概念.通过引入三支决策类背景,给出了三支类背

景上决策规则的获取方法,并比较了基于三支类背景获得的

规则与基于三支弱协调决策形式背景获得的规则,进一步证

明了基于三支类背景获取的规则的优越性.最后,结合三支

条件类背景,研究了反向规则与双向规则的获取,丰富了三支

概念分析中规则获取的内容.
类背景不仅在规则获取中具有很重要的作用,在背景的

压缩中也常常被用到,因此进一步将三支类背景运用到形式

背景的简化与压缩中可能会带来更多新的发现.
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