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摘　要　为进一步将粒计算思想引入到形式概念分析之中,在多粒度形式背景中研究了面向对象的形式概念,将已有

的面向对象概念由单粒度拓展至多粒度情形.首先,在多粒度形式背景中,给出了不同粒度下概念的定义;其次,研究

了在不同粗细粒度下,面向对象概念之间的内在联系;最后,证明了在不同粗细粒度下外延集相等的充分必要条件.

所得结论为在多粒度形式背景中建立融合形式概念分析与粗糙集理论的数据分析模型提供了可能的框架.
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Abstract　Tofurtherintroducegranularcomputingintothestudyofformalconceptanalysis,thispaperstudiedformal

conceptsinmultigranulationformalcontextandextendedtheexistingstudyfromsingleＧgranulationtomultigranulaＧ

tion．Firstly,thedefinitionofformalconceptswasgivenatdifferentgranulationlevels．Secondly,therelationshipbeＧ

tweenconceptswasexaminedatdifferentgranulationlevels．Thirdly,thenecessaryandsufficientconditionthattheexＧ

tensionsetisequalwasprovedatdifferentgranulationlevels．TheobtainedresultsprovideapossibleframeworkfordaＧ

taanalysisbycombingbothformalconceptanalysisandroughsettheoryatmultiplegranulationlevels．
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１　引言

形式概念分析[１]是知识表示与处理的一种有效数学工

具,自被提出以来人们围绕概念格的数学基础、蕴含规则的挖

掘、概念格的构造、概念格的模型扩展与应用等方面展开了深

入研究,取得了一系列研究成果[２Ｇ５].但形式概念分析在数据

处理的高效性方面存在不足,原因在于其核心工具概念格的

构造代价涉及指数时间复杂度.已有的概念格改进算法虽然

能优化概念的获得过程,但并不能改变庞大的概念个数[６Ｇ８].

近年来,人们基于粒计算的思想对形式概念分析面临的

问题进行了深入剖析[９Ｇ１４].形式概念分析的粒计算方法重在

对概念结果进行优化,改变了传统的计算所有概念及层次结

构的研究思路.目前,形式概念分析的粒计算方法的实现主

要包含形式背景的对象粒化、属性粒化、关系粒化等内容.然

而,已有的研究对基于粗糙集的形式概念粒化方法并未涉及,

而该方法的引入有助于实现多粒度计算框架内形式概念分析

与粗糙集理论的深度融合,为构建更为成熟的数据分析方法

提供了可能.鉴于此,本文在多粒度形式背景中,研究了不同

粒度下面向对象概念之间的内在联系,并给出了不同粒度下

外延集相等的充分必要条件.

本文第２节简要介绍了单粒度框架内的面向对象概念格

的基本理论;第３节通过引入粒度树等概念,建立了面向对象

多粒度形式概念分析的基本框架,研究了不同粒度下面向对

象概念格之间的关系,并给出了不同粒度下外延集相等的充

分必要条件;最后总结全文.

２　基本知识

定义１[１]　称三元组(G,M,I)为形式背景,其中G 为非

空有限集合(称为对象集),M 为非空有限集合(称为属性

集),I为对象与属性之间的二元关系.

定义２[１５]　设(G,M,I)为形式背景,定义□:２G→２M 及◇:

２M→２G如下:∀X⊆G,Y⊆M,X□ ＝{m∈M|∀g∈G(gIm⇒

g∈X)}＝{m∈M|Im⊆X},Y◇ ＝{g∈U|∃m∈M(gIm∧

m∈Y)}＝{g∈G|gI∩Y≠Ø}.



若Y＝X□ ,X＝Y◇ ,则称(X,Y)为一面向对象概念.其

中称X 为外延,Y 为内涵,全体外延、内涵之集分别记作EXT
(B(G,M,I)),INT(B(G,M,I)).

用B(G,M,I)表示形式背景(G,M,I)中所有面向对象概

念之集.在B(G,M,I)上定义如下二元关系:∀(X１,Y１),

(X２,Y２)∈B(G,M,I),(X１,Y１)≼(X２,Y２)⇔X１ ⊆X２ 或

Y１⊆Y２.不难证明≼为B(G,M,I)上的一偏序关系.

命题１[１５]　在偏序关系≼下,B(G,M,I)构成一个完备格,

其中上、下确界运算分别为:(X１,Y１)∧(X２,Y２)＝((X１ ∩

X２)□◇ ,Y１∩Y２),(X１,Y１)∨(X２,Y２)＝(X１ ∪X２,(Y１ ∪

Y２)◇□ ).

命题２　设(G,M,I)为形式背景,X⊆G,Y⊆M:

１)X⊆X□◇ ,Y⊆Y◇ □ ;

２)(X□◇ ,X□ ),(Y◇ ,Y◇□ )∈B(G,M,I).

３　多粒度形式背景中的面向对象概念格

与传统形式背景不同,在多粒度形式背景中,不同粒度下

的属性集是不同的.例如,表１中左侧部分L(大的)、R(红
色)、G(绿色)描述了对象集a,b,􀆺,g,而右侧部分L(大的)、R
(红色)、IG(浅绿色)、dG(深绿色)描述了该对象集.这里IG,

dG采用了比G更细的粒度对对象进行描述,或者说IG,dG是

G的细化.一般地,用(G,Mk,Ik)k∈K表示与最原始的形式背景

(G,M,I)所对应的多粒度形式背景.

表１　多粒度形式背景

Table１　Multigranulationformalcontext

L R G L R IG dG
a × × a × ×
b × × b × ×
c × × c × ×
d × d ×
e × e ×
f × × f × ×
g × g ×

例１　表１中的属性G的粒度树如图１所示.

图１　属性G的粒度树

Fig．１　GranularitytreeofattributeG

定义３　设(G,Mk,Ik)k∈K 为多粒度形式背景,m∈M,属

性m 的粒度树Tm 是满足如下条件的含有根节点的树:

１)粒度树中每一节点都用一属性名称来标记,根节点记

作m;

２)对于属性z,赋予其对象集合z↓ ,z↓ 表示具有属性z
的对象之集;

３)若节点z１,􀆺,zn是节点z 的后继,则{z↓
１ ,􀆺,z↓

n }是

z↓ 的划分.

定义４　设m 是一属性,m 的粒度树Tm 中的剪枝是满

足如下条件的节点之集C:对于每一个叶节点u,在u到根节

点m 的路径上存在唯一的节点属于C.

例２　不妨设属性m 的粒度树如图２所示.

图２　属性m 的粒度树

Fig．２　Granularitytreeofattributem

根据定义４,m 的粒度树的剪枝共有如下几种情形:

C１m＝{m},C２m＝{m１,m２},C３m＝{m３,m４,m５,m６},

C４m＝{m１,m５,m６},C５m＝{m２,m３,m４}

一般地,对于同一粒度树的剪枝 C１m ＝{y１,􀆺,ys}和

C２m＝{z１,􀆺,zt}而言,可定义≼如下:

C１m≼C２m⇔{y↓
１ ,􀆺,y↓

s } (１)

式(１)是{z↓
１ ,􀆺,z↓

t }的一个划分.

在例２中,有C３m≼C２m≼C１m,C４m≼C２m,C５m≼C２m,C３m ≼
C５m≼C１m.

设(G,M,I)为形式背景,对于每个属性m∈M,存在粒度

树Tm,Cm为Tm中的剪枝,记C＝{Cm|m∈M}.这样,剪枝之

集C可诱导如下形式背景(G,Mc,Ic),其中 Mc＝ ∪
m∈M

Cm.对

于 Mc 中的每一个属性y,‹g,y›∈Ic 当且仅当g∈y↓ .同样

地,可定义C１≼C２⇔∀m∈M,C１m ≼C２m,这里C１m ≼C２m 由

式(１)定义.
在形式背景(G,Mc,Ic)中,可根据定义２构造与剪枝之

集C所对应的面向对象概念格.由于C 描述的是不同粒度

下的属性之集,因此可以在不同粒度下构建不同的面向对象

概念格.
以下定理研究了不同粒度下,面向对象概念格之间的内

在联系.
定理１　若C１≼C２,则EXT(B(G,MC２

,IC２
))⊆EXT(B

(G,MC１
,IC１

)).

证明:任取X∈EXT(B(G,MC２
,IC２

)),存在Y⊆MC２
,使得

(X,Y)∈B(G,MC２
,IC２

),即X□ ＝Y,Y◇ ＝X.设Y＝{y１,􀆺,

yp},用Yi＝{yi１,􀆺,yini}(i＝１,􀆺,p)表示MC１
中细化yi的属

性之集,这里yi∈MC２
.

定义Y′＝{y∈MC１|y∉∪
p

i＝１
Yi,y↓ ⊆X},Z＝∪

p

i＝１
Yi∪Y′.

下面将证明(X,Z)∈B(G,MC１
,IC１

),即等价于证明 X□ ＝Z,

Z◇ ＝X.

首先,证明 X□ ＝Z.任取z∈Z,则∃Yi(i＝１,􀆺,p)使

z∈Yi或z∈Y′.若z∈Yi,则对于满足xIC１z的对象x而言,

自然有xIC２yi,由X□ ＝Y 在(G,MC２
,IC２

)中成立可知x∈X.

若z∈Y′,则由Y′的定义可知z↓ ⊆X,从而z∈X□ .这就证

明了Z⊆X□ .相反,任取z∈X□ ,此时由Z,Y′的定义可知

z∈Z,从而X□ ⊆Z,X□ ＝Z得证.

然后,证明Z◇ ＝X.任取x∈X,由Y◇ ＝X 可知存在

yi∈Y 使得xIC２yi.因为y↓
i ＝y↓

i１ ∪􀆺∪y↓
ini

,所以存在yij使

得xIC１yij,从而x∈Z◇ .相反,假设存在x∈Z◇ 满足x∉X,

则由x∈Z◇ 可知∃z∈Z 使得xIC１z,根据已经证得的结果
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X□ ＝Z可知x∈X,与假设前提x∉X 矛盾.因此,Z◇ ＝X.
表２列出了与表１对应的面向对象概念.

表２　与表１对应的面向对象概念格

Table２　CollectionofobjectＧorientedconceptscorresponding

toTable１

外延 内涵 外延 内涵

１ {a,b,c,d,e,f,g} {L,R,G} {a,b,c,d,e,f,g} {L,R,IG,dG}
２ {a,b,c,d,e} {G} {a,b,c,d,e} {IG,dG}
３ {a,b,c,f} {L} {a,b,c,f} {L}
４ {f,g} {R} {f,g} {R}
５ {a,b,c,d,e,f} {L,G} {a,b,c,d,e,f} {L,IG,dG}
６ {a,b,c,f,g} {L,R} {a,b,c,f,g} {L,R}
７ {a,b,d} {IG}
８ {c,e} {dG}
９ {a,b,c,d,f} {L,IG}
１０ {a,b,c,e,f} {L,dG}
１１ {a,b,d,f,g} {R,IG}
１２ {c,e,f,g} {R,dG}

如表２所列,若C１≼C２,EXT(B(G,MC２
,IC２

))是EXT
(B(G,MC１

,IC１
))的真子集.然而在C１≼C２的一些特殊情形

下,EXT(B(G,MC２
,IC２

))＝EXT(B(G,MC１
,IC１

))也是成立

的,如表３所列.

表３　另外一种多粒度形式背景

Table３　Anothertypeofmultigranulationformalcontext

L R G H L R IG dG H
a × × a × ×
b × × b × ×
c × × c × ×
d × × d × ×
e × × e × ×
f × f ×
g × g ×

表４列出了与表３对应的面向对象概念格.

表４　与表３对应的面向对象概念格

Table４　CollectionofobjectＧorientedconceptscorresponding

toTable３

外延 内涵 外延 内涵

１ {a,b,c,d,e,f,g} {L,R,G,H} {a,b,c,d,e,f,g} {L,R,IG,dG,H}
２ {a,b,c,d,e} {L,R,G} 亮{a,b,c,d,e} {L,R,IG,dG}
３ {a,b,c} {L} 亮{a,b,c} {L,IG}
４ {d,e} {R} 亮{d,e} {R,dG}
５ {d,e,f,g} {R,H} 亮{d,e,f,g} {R,dG,H}
６ {f,g} {H} 亮{f,g} {H}
７ {a,b,c,f,g} {L,H} {a,b,c,f,g} {L,IG,H}

下面给出在不同粒度下外延相等的充分必要条件.为

此,引入如下记号:用 M０
C２

表示属性细化的集等于自身的 MC２

中的属性的集,用 M１
C２

表示属性细化的集发生改变的 MC２
中

的属性的集.例如,在表３中,M０
C２ ＝{L,R,H},M１

C２ ＝{G}.

定理２　若C１≼C２,则EXT(B(G,MC１
,IC１

))＝EXT(B
(G,MC２

,IC２
))当且仅当 M０

C２ ≠Ø,且对于任一y∈M１
C２

,存在

Z⊆MC２
,使得y↓

i ＝∪
z∈Z

z↓ (i＝１,􀆺,p).这里{y１,􀆺,yp}是y
在MC１

的属性细化的集.

证明:“⇒”假设 M０
C２ ＝Ø ,考虑集族Z＝{z↓|∃y∈C２,

z是y在 MC１
中的细化属性},用Zmin表示Z 中的极小元,设

Zmin＝{zi
↓|i＝１,􀆺,m}.对于任意zi

↓ ∈Zmin,容易证明z↓
i ∈

EXT(B(G,MC１,IC２
)),然而,对于任意y∈Mc２,y↓ ⊈z↓

i ,因
此,z↓

i 不可能属于EXT(B(G,MC２
,IC２

)).这与前提条件

EXT(B(G,MC１
,IC１

))＝EXT(B(G,MC２
,IC２

))是相悖的.

任取y∈M１
C２

,{y１,􀆺,yp}是y 在 MC１
中的细化属性的

集,不难验证y↓
i ∈EXT(B(G,MC１

,IC１
)),结合EXT(B(G,

MC１
,IC１

))＝EXT(B(G,MC２
,IC２

))可知y↓
i ∈EXT(B(G,

MC２
,IC２

)),则根据定义２可知Z⊆MC２
,使得y↓

i ＝ ∪
z∈Z

z↓ (i＝

１,􀆺,p).
“⇐”由定理１可知,EXT(B(G,MC２

,IC２
))⊆EXT(B(G,

MC１
,IC１

)).相反,任取X∈EXT(B(G,MC１
,IC１

)),根据面向

对象概念的定义(即定义 ２)可知存在 Z⊆MC１
,使 得 X＝

∪
z∈Z

z↓ .此外,由已知条件可知,对于任意z∈Z,存在Y⊆MC２

使得y↓ ＝ ∪
y∈Y
　y↓ ,因此,对于 X 而言,存在 MC２

中的子集 H

使得X＝ ∪
s∈H

s↓ ,故X∈EXT(B(G,MC２
,IC２

)),得证.

结束语　本文在多粒度形式背景下,基于属性粒化的思

想,引入了面向对象概念格.研究了在不同粒度下,面向对象

概念格之间的关系,给出了在不同粒度下面向对象概念格外

延集相等的充分必要条件.

本文只是在多粒度背景下将形式概念分析与粗糙集理论

相结合的一个初步探索.基于本文结果可进一步探究多粒度

面向对象概念格的算法实现以及面向属性的多粒度概念格等.
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