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基于 Petri网的关键路径求解算法 
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摘 要 首先把工程规划中有向网络转换成带时间状态的Petri网，利用Petri网的分析方法对其不合理之处加以剖 

析，修正其中可能蕴含的错误，接着运行该网络并进行剪枝优化，自动获取关键路径。该方法比传统算法的执行效率 

要高，更易于实现。 
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Algorithm for Finding the Critical Paths Based on Petri Net 
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Abstract Using extended time Petri net，the directional network of project planning was convened into its Petri net 

mode1．Any potential limitations were analyzed by the methods of Petri net and corrected firstly．The critical path of net 

was automatically got after operating network for pruning optimization．This algorithm has better effectiveness than the 

existing methods，and is easy to realize． 
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1 引言 

在工程项目计划管理中，为了进行人力、物力的调试和分 

配、缩短工期 ，往往需要了解网络的总工期，即对关键路径加 

以求解。该问题已有多种算法，如传统的基于 AOE-网(Ac— 

tivity On Edge)算法l1]，它通过分别求出所有事件的最早和 

最迟开始时间以及每项活动的最早和最迟结束时间，来求得 

关键活动。在此基础上，国内外学者相继提出一些新方法 ：文 

献[23利用图的广度优先搜索与动态规划相结合来求解关键 

路径，而该算法采用图的邻接表结构，不需要进行拓扑排序， 

较之传统算法具有更高的效率和更强的健壮性，但算法求解 

过程中会出现关键路径局部路段丢失，没有把所有可能的关 

键路径完整输出；文献E31在深度优先搜索的基础上，给出从 

源到汇的所有路径，经过分析比较找出最长的路径作为关键 

路径，求解过程中需多次递归回溯，算法的执行时间多于传统 

的 AOE-网算法；文献 [4]的算法采用十字链表的存储结构， 

执行过程中需至少 3次广度优先搜索；文献[5，6]利用模糊推 

理完成对整个计划按期完工的可能性估计，但由于引入了模 

糊数的概念，因此需要从每条路径的关键度去分析关键路径 ， 

在实际应用中，大型网络逐一计算每个路径的关键度比较困 

难 。此外，上述算法都基于一个假设 ，即实际项 目的 A0E网 

中的每个活动都至少可发生一次。在实际工程中，由于设计 

人员的经验缺失、对每个活动的具体情况把控不足，会导致所 

规划的工程网中存在诸如死锁(siphon)、陷阱(trap)、不活(no 

liveness)等 不良要素。 

本文给出求解关键路径的一个新方法。即先将网络图转 

换成带时间状态的Petri网(Extended time Petri Net，EtPN)， 

接着对网做性质分析 ”]，去掉其中不合理结构 ，随即运行该 

网络并将结果进一步剪枝优化，最终所得即为网中关键路径 。 

本算法不仅能求出所有关键路径，而且时间复杂度方面略优 

于传统算法 。 

2 基本概念 

假定读者已具有 Petri网基本知识 ，在此仅给出本文所需 

概念。定义 1、2，定理 1引自相关文献，其余定义由作者给 

出。 

定义 1 ] 一个基本 Petri网系统是一个六元组 三一 

(P，丁；F，K，W， ，满足： 

(1)P一{P1，P2，⋯， }是一个有限库所集(place set)； 

(2)T={t1， ，⋯， }是一个有限变迁集(transition set)； 
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(3)Pn T一 ，PU T≠ ； 

(4)F三(P× U(T×P)，F是 N 上的流关系(flow re— 

lation)，其元素叫弧； 

(5)dora(F)U cod(F)一PUT，dam(F)一{zl了y：(z， )∈ 

F}，cod(F)一{zl jy：( ，z)∈F}； 

(6)M 是标识函数(marking)：P_+N，N 一{0，1，2，⋯}，K 

为容量函数(capacity function)：P一 ，Z+={1，2，⋯}；W： 

F_— Ⅳ称为网N 上的权函数。 

一 般网系统都可借助原型网(elementary net system)加 

以定义，即 VpEP：K(p)一。。，V( ， )∈F：W(z， )一1。以 

下除非特别说明，讨论均基于原型网系统。 

定义2l11] 网N一(P，T；F)称为一个标识图(T-图)，当 

且仅当VP∈P：l。Pl— lP。l一1。 

定理 1E ] 若 N是一个标识图，A盘是其初始标识，则(N， 

Mj)活的充要条件是对 N的任意有向回路 C，Mj(C)≥1。 

具有活性的系统在工作流网中也称为具有合理性l1 。 

定义 3 带时间状态 Petri网(EtPN)是一个二元组 Et— 

PN=( ，DI)，其中 是一个标识网系统 ，DI是定义在库所 

集 T上的时间函数，即DI：P—R+，R 表示非负实数集。对于 

PEP，DI(p)一n表示托肯将在 P中至少滞留n个单位时间。 

定义 4 设 EtPN=( ，DI)是一个带时间状态的 Petri 

网，Mo是 ∑的初始标识，MER(Mo)，满足 >时 ，若 P∈ 

PA‘ ：t，则 P中所含 token在 下的标签定义为 Token— 

Flag( ( )+DI( ))，其中 (rp)是 t发生后传递而来 

的‘t中托肯标签 。 

3 基于 Petri网的关键路径求解 

3．1 算法实现 

算法 1 基于 EtPN的关键路径求解算法(Algorithm of 

Critical Path based on EtPN，Cp-EtPN) 

输入：一个有向 AOE网 G=( ，E)，V 中顶点代表事件 ， 

E中弧代表活动，弧上的权值 n表示活动持续的时间，其中 V／ 

表示工程的起点， 表示工程的终结； 

输出：网中的关键路径。 

步骤1 将 G转换成带时间状态Petri网：变迁幻表示顶 

点 ，用库所 P 表示弧线e ，弧上的权值作为库所 P 上的时 

间函数，即DI(pk)一“。构成一个EtPN网，转向步骤2。 

步骤 2 在此 EtPN网中添加一个库所 Po，满足’Po= 

t ，po"一t ，标记为 EtPN 。此 EtPN 系统的初始标识为 Mo 

( )一1，其余库所中初始托肯个数为 0。根据定理 1判断该 

变迁外延子网中任意有向回路 C中是否均有Mo(C)≥1。摒 

弃 Mo(C)一0的回路中不与其他回路产生交集的部分。最终 

所得网标记为 EtPN"。转向步骤 3。 

定理 2 设 EtPN一(∑，DI)是一个带时间状态 的 Petri 
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网，删除 EtPN网中不合理的部分并不影响整个网的关键路 

径。 

证明：所谓不合理部分 ，即影响 EtPN网系统活的路径 ， 

则至少存在一个回路 C，满足 Mo(C)一0。不妨令 C 是一条 

通过辅助库所 Po贯穿工程起点 Vi和工程终点 。的有向回 

路，M0(C )≥1。①若 CVIC一 ，删除 C并不影响 C 中变迁 

的发生；②若 Cn C，≠ ，为了满足 Mo(C)一0，一定存在一段 

这样的路径 ： 一( )‘一 ⋯一 ’y， 中的元素均属于 C—C，。 

由于 EtPN网是标识图，故 y 和Y只能是变迁 ，且均属于 Cf／ 

C。卢中影响Cn c，中变迁发生的元素只有( )‘和。y，删除 

它们，无非减少了变迁 y的一个输入条件和 y 的一个输出库 

所。除此之外， 中其他元素对CnC中变迁的发生不产生影 

响。故删除 中所有元素 ，不改变 C 中变迁发生条件。而最 

终关键路径一定遴选于若干条类似 C，中的通路，故定理结论 

成立。 

步骤 3 运行 EtPN"网系 统，Mo是初始 标识，M ∈R 

(Mo)。如果有 MEt>M'，则变迁 t可发生 的条件是 VP ∈ 
’  

：M(p )>O，且。t库所中含最大托肯标签的计数达到；t的发 

生还将向 t‘的库所 P传递标签数为 TokenFlag(Yf( ))一 

max(TokenFlag(M(rp，)))，P中所含 token在 下的标签值 

为 TokenFlag( (rp)+DI(p))。我们摒弃含较小托肯标签 

的库所与 t的连接弧。EtPN"网中所有变迁发生后 ，删除辅助 

库所 Po，所得网记为 EtPN 。转向步骤 4。 

步骤 4 网中从 t 到 t 的一条有向路径即为 AOE网的 

关键路径。转向步骤 5。 

步骤 5 算法结束。 

3．2 时间复杂度分析 

不妨假令需求解的 A0E网G中含 个顶点、E条边 ，其 

中lVl—m，}EI Yt。CP-EtPN算法的第一步近似认为可在 

单位时间内完成，第 2步和第 3步需遍历所有的变迁和库所， 

最终总的时间复杂度为 O(m+ )。和传统的基于 AOE-网的 

算法相比，其时间常数因子略小一些 ，因为 CP-EtPN算法并 

不需要为每个活动求出最早开始时间和最迟开始时间，也无 

需求取所有事件的最早发生时间和最迟发生时间，只需对所 

有变迁发生做一次遍历，即可求出关键路径。 

3．3 算法实例 

图 1(a)引 自文献[13]中旅行社业务进程实例的一部分。 

客户预定了某个行程 ；旅行社的保险业务 、客户资料登 

记 协 和用户行程安排 这 3个任务同时进行 ； 和 v'3完成 

后资料需送递旅行社主管审核 ，审核结束将进入财务环 

节，等待用户支付费用 v7，审核结果还将与行程安排一并送 

交用户，等待反馈 ；V4和 分别是旅行社做详细行程安排 

及将其提交给用户；W9是客户旅程开始。图1(b)是依据步骤 

1所得的EtPN网，库所中的值代表该库所的时间函数。 

(b) 

图1 AOE到 EtPN的转换实例 
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图 1(b)中存在回路 C： 一夕6一 一 9一 一p12一 ， 

Mo(C)=0，根据步骤 2，删除 C中不与其他回路相交的部分 

P 。产生 t 一p 一 这段不合理路径的初衷是设计者为了 

对t 的发生做出一个选择，但这混淆了逻辑上的“任务完成” 

和语义的“案例决策”。t鸸的发生暗喻 Pu、P z中所含托肯 的 

含义有所不同，这会导致整个工作流网不具有畅通性口 ， 

属于网中不合理部分。图 1(c)是改进后的 EtPN"。运行该 

l 户2 声4 5 声6 7 p8 p9 

EtPN"系统，初始标识为 Mo=(1，o，0，0，0，0，0，0，o，0， 

Pl0 Pl1 

0，0)，变迁序列 d= t∞ 发生，有 [ >M，标识 M— 

pO 声1 2 如 p4 户5 户6 p7 户8 p9 p1O n 

(0，0，0，1，l，1，0，0，0，0，0，0)，TokenFlag(M( ))= 

7，TokenFlag(M(p5))一5。若 要发生，除了保证 M(p )> 

0和 M(ps)>0外 ，还需等待 P 中所含托肯标签的计数达 

到。随着 t 的发生，系统摒弃含较小托肯标签的Ps与t击的 

连接弧，并向其后续库所 ，Ps传递标签数为 7的托肯。其 

他变迁的发生类似。图2(a)是最终所得EtPN 的网系统。 

鳞  
fb 

图2 EtPN"的关键路径求解 

图 2(b)中，tn— l一 一p4一 —p7一 一 1o一 是 

EtPN 中唯一含起点和终点变迁的有 向路径，它所对应的 

A0E网中关键活动有 ， ， ， ， ，完成整个工程最短时 

间为 19。显然 ，要提高该旅行社业务进程的处理速度，需特 

别关注保险业务的及时完工、缩短资料的审核时间及对用户 

款项的及时催缴。 

4 实验仿真 

4．1 算法实现 

表 1给出了 5个从 YAWLWeb”下载的实际工程规划案 

例，每个案例均给出完整的事件集及它们之间的关系，并依据 

经验值列出活动持续时间。案例 4、5中含有不活、死锁等性 

质缺陷，案例 1、2、3满足合理性设计规范。 

表 1 实际工程案例 

名称 事件 活动 

案例 1：物流公司发货进程 9 lO 

案例2：保险公司业务进程 12 15 

案例 3：市政厅受理申诉进程 12 19 

案例 4：旅行社业务进程 15 18 

案例5：有线电视公司业务进程 53 64 

以图 1展示的案例 4的局部为例 ，对算法的有效性进一 

步加以说明。用传统的AOE-网算法求解图1给定的有向网 

G=( ，D ， 是事件集，E是活动集的关键路径。需要对每 

个活动求 出最早开始时间和最迟开始时间，同时需进一步求 

取所有事件的允许最早发生时间和最迟发生时间。整个算法 

对图中所有事件及活动需至少遍历 2次。假定遍历一个结点 

需一个单位时间，采用传统AOE-网算法所需时间为2*( + 

E)。图1中有 9个事件、11个活动，故算法至少需要 4O个单 

位时间，其中不包括 一 错误路径导致进程在此无效循环 

上所徒耗的时间，错误路径常会导致传统 AOE-网算法对关 

键路径的求解失败 。采用 CP-EtPN算法，需要将所有的活 

动和事件映射成库所与变迁，并连接成 Petri网，所需单位时 

间为V+E。此后 ，需要对 Petri网中变迁的发生做一次遍历。 

不合理路径上的库所及求解过程中不会有托肯流经的库所将 

在遍历中被略过，如图1中的库所Ps，P。，P P z均在求解中 

被略过。CP-EtPN算法最终所需时间为 V+E+ +(8／12) 

E一37．25个单位时间。完整的旅行社业务进程中，所涉及的 

活动及事件个数更多，被剪枝及略过的库所个数也随之增加， 

算法的效率提升更明显。对于整个案例4关键路径的求解， 

CP_ 算法比传统 AOE_网算法减少了约 15％的单位时间。 

图3给出了每个案例通过 CP-EtPN算法求得关键路径 

所需的时间，分别用实线加以连接，虚线是用传统AOE-网算 

法求解的结果。显然，CP-EtPN算法在关键路径的求解耗时 

略少于传统算法，对含不合理结构的工程图，如案例 4、5效果 

更佳。 

图3 CP-EtPN算法与传统 AOE-网算法求解时间比较 

结束语 本文给出求解关键路径的新算法 CP-EtPN，它 

具有以下特点：a)对于规划图中一些设计人员疏忽所导致的 

错误，可以借助EtPN网对其加以分析并修订，从而为后续关 

键路径的求解打下良好基础}b)由于采用了剪枝原理，减少了 

遍历相应结点的次数，同时减少了遍历路径时间的重复，在时 

间复杂度上比传统算法略有提升。本算法已经应用于“基于 

混合模式流媒体调度技术研究”项 目中，取得了良好效果。 
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近对一个连续时间系统直接分析得出的结果。 

P ：是资源 的耗用量在某个单位时间内落在[r ， ] 

内的概率。 

：表示在 MI的剩余运行时间内(假设为 1个单位时 

间)，资源 r 的耗用量总是在范围[ ， ]内的概率 。显然， 

如果对应于每一单位时间的 都相同的话，则 =( ) 。 

利用一个概率模型来实现 MI对迁移的判定，该方法基 

本思想如下：对于主机状态涉及到的每种资源，用耗用量的概 

率分布对其变化趋势建模。在每个时间步 正，算法可获得关 

于近期资源耗用的最新统计数据，并在此基础上对概率函数 

进行修正。同时，MI预测其剩余运行时间(用单位时间的数 

量来衡量)，并将该数值传给主机。主机可计算对于每种资源 

的P一和P一。此外， 租 也同时被计算。 是 MI做出迁 

移决定的参考。假如它比预先规定的基准低，MI可认为在其 

剩余时间内主机状态的变化不会对其产生影响。否则，MI应 

该迁移到另外一台更合适的主机来完成剩余的任务。本文采 

用预测任务完成时间作为 目标主机动态状况的度量。 

5 实验 

本节将通过实验验证本文提出的迁移策略的有效性。实 

验主要通过对主机性能的评价，说明迁移策略与随机选择方 

法的优劣。 

作为初步研究，我们设计让 MI计算两个 100阶矩阵的 

乘积，并将所有中间数据写入一个磁盘文件。虽然这只是一 

种较简单的情况，但从实验得出的结论同样适用于复杂的情 

况。 

首先在每台主机上随机启动一些程序，用以区分不同的 

工作及性能；依次在选定的6台工作机 Hl，⋯，H6上进行评 

价，记录 S(Hi)和D(HI)。实验时，式(1)中a与b的取值均 

为 l。 

表 1 各目标机可用度评测结果 

从表1可以看出，不同的主机其静态性能指标和动态性 

能指标具有较大的差异。与采用随机方法相比，在实际迁移 

时选择 (H1)较小的目的主机能有效地提高系统的效率。 

结束语 迁移实例的迁移策略在迁移工作流系统的整体 

性能表现中起非常关键的作用。本文针对迁移实例迁移时遇 

到的服务定位、迁移 目的地选择等问题提出了新的解决方案： 

在服务定位方案中，提出了一个模型让 MI对网络上的服务 

进行定位。该模型是分层结构的注册服务器集合，它们负责 

管理服务并为 MI导航；在目的主机可用度评测方案中，提出 

了一个包含静态性能和动态性能的评价方法。该方法的有效 

性通过实验得到了验证_1 ]。 

下一步研究将对本文提出的主机性能评测方法增加任务 

与服务之间的匹配程度来进行度量；同时赋予 MI通过学习 

来智能选择特征参数进行评测的功能。 
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