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摘 要 首先利用代理约束概念和修正极大熵函数 ，将非线性方程组等价地转化为无约束优化函数；然后引入平均相 

似度概念，设计 自适应正交交叉算子，利用正交设计产生初始种群 ，并在此基础上提出了自适应正交差分进化算法，用 

于求解修正极大熵函数；最后用方程组验证了算法的有效性。 
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Abstract First，nonlinear system of equations was transformed into unconstrained optimization problem by using the 

concept of surrogate constraints and amended maximum entropy function．Then，the concept of average similarity was 

introduced to design adaptive orthogonal crossover operator，and orthogonal design was used to generate initial popula 

tion，and on the basis，adaptive orthogonal differential evolution algorithm was proposed for solving the maximum entro— 

PY function．Finally，using equations verified the algorithm． 
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1 引言 

在工程实践 与理论研究中，很多问题都可以转换为方程 

组，因而求解方程组是数学 与工程应用中的重要研究内容。 

近年来国内外专家学者对非线性方程组的求解问题做了大量 

的工作，提出了许多有效的算法，主要分为两类：一是经典算 

法，这些算法对初始点的选取和方程组具有较高的要求，一般 

是针对某一类型的方程组l1。 ；二足近年来兴起 的智能算法， 

其广泛地应用于求解方程组，比如文献[4]将粒子群算法与拟 

牛顿法结合构造求解非线性方程组的混合粒子群算法、文献 

[7]引入经典算法和遗传算法相结合求解非线性方程组、文献 

[5]成功地将差分进化算法应用于求解方程组。这些算法初 

始种群均是随机产生。 

同时，文献[4，5]引入凝聚态函数(极大熵)_1_，将非线性 

方程组转化为光滑的优化函数，再利用智能算法求解，取得了 

很好的效果。但文献E22指出凝聚态函数需要在一定的条件 

下才能收敛，并给出了一种修正的凝聚态函数，该函数在一般 

情形下就可以收敛。 

差分进化算法是 R Storn和 K．PriceE” 于 1995年提出 

的一种随机直接搜索算法。该算法以易用性、稳健性和强大 

的全局寻优能力在多个领域取得成功 ，特别适合对不可微、非 

凸、非光滑函数进行优化。一般差分进化算法的初始化是随 

机初始化 ，随意性太强，在解空间中的取样不均匀，容易导致 

早熟收敛、计算量大和局部搜索能力差等问题。 

因此，本文首先用“极大值”约束，将非线性方程组转化不 

可微的无束优化问题，然后利用代理约束概念和最大熵原理 

导出修正凝聚态光滑函数，以此逼近不可微极大值函数，从而 

将方程组等价地转化为可微的无约束优化函数；然后引入正 

交设计初始化差分进化算法的初始种群，并引入平均相似度 

概念，设计自适应正交交叉算子，提出了自适应正交差分进化 

算法，用于求解修正凝聚态函数。 

2 修正极大熵方法 

考虑非线性方程组 F(z)一0，z∈R ，其中 F(z)一(_厂1 

( )， (z)，⋯，厂卅(z)) r， (z)：R”一R是连续可微的实值函 

数。记向量空间 一范数为 ll· ，于是非线性方程组转化 

为求解 

min ll F(1z) (1) 
xER' 

式中，令 一。。，则问题转化为 

minmax{I (1z)l} (2) 
T∈ 1≤ {≤  

记 L厂(-z)一max{I ( )I) (3) 
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则求解原非线性方程组问题转化为求解优化问题rain．厂(z)， 
E-R 

其中函数 _厂(z)不可微。引入修正极大熵函数_2_ 

( )一去ln 蓦 (4) 
式中，户>0，172为约束个数。该函数又称为修正凝聚态函数， 

是对文献[1]凝聚态函数的改进。当 —C×。时， (．z)在整个 

空间上一致逼近函数。 

命题 1【1l 对 V ∈R ，p>O成立，
，

厂(z)≤ ( )≤-厂( ) 

~Inm／p。 

命题2[ 对Vz∈ ，G (z)随正数P增加而增加，且 厂 

(z)一liraG ( )。 
0—～  

由上两个命题可知，可令 P取足够大，然后用可微函数 

Gp(z)代替不可微函数厂(z)，从而将原不可微优化问题minf 
∈ 

(．z)转化为可微优化问题ruing ( )。根据命题 1和命题 2， 
∈ 

非线性方程组问题可以等价地转化为无约束优化问题minG 
ER' 

( ) 

3 自适应正交差分进化算法设计 

文献[6]指出，在群体进化过程中，使用固定的正交表安 

排父代个体的交叉操作，由于因素分割位置的随机性，当参与 

交叉的父代个体之间的部分基因间的距离很近时，容易产生 

很多冗余个体，导致子代群体间的多样性较差，特别是种群进 

化后期尤为明显。为了使正交交叉产生的子代个体能均匀分 

布在解空间中，文献[6]引入相似度概念，设计了自适应正交 

交叉算子，与遗传算法相结合，提出了自适应正交遗传算法， 

取得了很好的收敛效果。该算子给相似度设定固定的下限 

△，从满足下限的基因中选择一部分作为因素的分割位置点。 

然而算法设计中，选取合适的 △有一定困难。当 △较小时， 

种群进化早期个体间的相似度较低，几乎所有的基因距离均 

大于△，运行效果与一般正交交叉算子近似；当△较大时，在 

种群进化的后期，个体间的相似度极高，如果问题解的精度要 

求较高，种群中可能出现部分个体所有基因间的距离均小于 

△，因素分割位置点集为空集，从而导致交叉无法进行。 

因此，在相似度概念的基础上，引入平均相似度概念，设 

计了一种新的自适应正交交叉算子。该算子根据平均相似度 

动态地调节下限 △，从满足相似度要求的基因集合中随机选 

取基因作为因素分割位置点，这样既能避免进化早期部分相 

似度极高的基因进入因素分割点集，又能避免进化后期 出现 

因素分割位置点集为空集的情形，同时保持了算法的随机特 

性。 

3．1 正交试验设计㈨ 

设一般试验系统有 ．『个因素，每个因素有 Q个水平，全 

面组合试验需做 Q，组试验。当 Q和 -，很大时，不可能完成。 

正交设计利用正交表 LM(Q『)安排 M 次试验，能较好地从整 

个解空间中抽出M 个具有代表性的样本点。 

例如：正交表 L。(3 )，对 4个因素、3个水平，依据正交表 

只需做 9次试验。但若进行全面组合试验，则需 3 =81次试 

验，大大减少了试验次数。 

记 LM( )一[％] ，n 为 个水平 个因素 ，E{1， 

2，⋯，Q}，Q和 根据具体情况选取，一般有关系 

· ]88 · 

I 

3．2 自适应正交交叉算子 

(5) 

设 z1一( 1]，z12，⋯，zl )， 2一(-z21， 2，⋯，地 )为参与 

交叉操作的一对父个体，32 ，zz确定的可行空间为[ ， ]， 

其中 

f￡ =Emin(：cll，z21)，min(~12，z22)，⋯，rain(3c1 ， 2 )] 

l‰ 一Emax(~rll， 21)，max(~12，z22)，⋯，max(3sl"gc2， )] 

(6) 

定义 1[。 令 一IIz 一勘 I，其中 =l，2，⋯， ，称 &为 

， 的第 i维相似度。 

定义 2 令 占一( + +⋯+ )／n，称 为z1，勘 的平 

均相似度。 

记 B={i&>a· ， 一1，2，⋯， }，称 B为因素分割位置 

点集，其中a为常数。该集合用于调节满足相似度要求的位 

置点的个数(可根据实际情况调节)，以防止相似度极高的基 

因作为因素分割位置点，导致种群多样性较差。a取值越大， 

集合 B中的元素个数越少 ，能够选取作为因素分割的基因个 

数越少，分割越均匀，但随机性相对较差 ；反之分割均匀性较 

差，随机性较好。一般取值 0．55或 0．15。 

例如：设参与交叉操作的两个父代个体为 z 一(2，4， 

3．3)和z1一(1，3，3．4)，下限 △一0．05，似度 一 一1， = 

0．1，显然均大于 0．05。不妨设因素个数为 2，可能出现分割 

f 1：(2，4，；，3．3) 
l-z2=(1，3，i，3．4) (7) 

而平均近似相似度 8=0．7，不妨取 a一 0．55，有 ， >口· ， 

新设计的 自适应正交交叉算子相应的分割为 

fz1：(2，；，4，3．3) 
lz2=(1，；，3，3．4) (8) 

显然后一种分割式(8)的效果比前一种分割式(7)好。 

自适应正交交叉算子： 

步骤 1 设 ．771一 ( 11， 12，⋯，oZ"1 )，z2一 (．7Czl， 22，⋯， 

z。 )为参与交叉操作的一对父个体，其对应的解可行空间为 

[ ，‰ ]，利用公式 
一  

(min(x1 ，X2 )， 一1 

minCc 黝 )+(j-1)(1∞ 一地 l／(Q一1))， 2 ≤Q—l 

Lmax(-z∽z2 )． =Q 

(9) 

将第 ( 1，2，⋯。 )维离散化为 Q个水平 ，犀z，⋯， 

， = 1，2，⋯ ， 。 

步骤 2 计算相似度、平均相似度及其分割位置点集合 

B，设解向量分割为J个因素。记集合B的元素个数为lBf。 

1)若lBf≤J一1，则令-，一1一lB『，即分割为l B1个因素， 

集合 B的元素均为因素的分割位置点； 

2)若 fBI>‘，一1，则从 B中随机选取 一1个数为对应 

的分割位置点。 

记位置分割点为 1≤忌 ≤ z≤⋯≤b一 ，则解向量分割为 

rfl=(z1，⋯ ，丑 ) 

} j ⋯涵2 
(1o) I ⋯ 

L = (趣 +l，⋯ ， ， ) 



 

步骤 3 根据正交表L ( )和因素分割产生M个子代 

个体。 

3．3 种群初始化 

在优化问题求解前，没有任何关于全局最优解的位置，因 

此初始种群均匀地分布在可行解空间，有助于算法逃避欺骗 

问题 ，有效地寻找问题的全局最优解。 

正交试验设计是研究多因素、多水平的一种试验方法，根 

据正交阵，将很少数量的组合均匀地分布在整个解空间的所 

有可能组合中，是一种较好地产生初始种群的方法。为了算 

法更好地收敛 ，当解空间很大时，初始种群最好是从更多的个 

体中选取。正交阵 LM( )中的 M 依赖于Q和 -，，而 Q和J 

不能随意增加。为了克服这个问题，通常将解空间分成 S个 

子空间，然后再分布在其上利用正交阵产生初始种群，具体分 

解方法见文献[1O]。 

3．4 自适应正交差分进化算法 

本文所提 自适应正交交叉差分进化算法是在基于正交交 

叉差分进化算法E“ 的基础上，引人正交种群初始化和自适应 

正交交叉算子进行改进。 

算法步骤如下： 

(1)种群初始化：设置算法参数，将可行解空间分割成 S 

个子空间，在每个子空间上利用正交阵产生子种群，然后从 S 

个子种群的所有个体中选取 NP个个体组成初始种群。 

(2)随机产生整数 k∈{1，2，⋯，NP}。 

(3)变异操作：对于种群中的每个个体，首先从种群 中随 

机选择 3个个体 z X ，z 且 n≠r2≠ ，则 

vi— z ，
1
+，诅 *( r2一zr3) (11) 

一  +F*(Lz 一lz ) (12) 

(4)交叉操作：对第 k个个体，利用式(11)生成的 与 

进行自适应正交交叉运算，选择最优个体作为尝试解 Uk；其 

他个体使用式(12)生成的Vi再根据式(13)产生尝试解 (其 

中 Pc为交叉概率，jrand为一随机数)。 

， rand~Pc或 =jrand 
，⋯  

【五 ， 否则 

(5)选择操作： 

，
： 』地，， )<f‘驯 (14) I L 4 【
zf， 否则 

式中，f(x )为解Xi的函数值，五 为新种群中的个体。 

(6)终止条件：最大迭代次数。 

4 数值实验及结果 

为了验证本文所提算法的性能，从文献[4，7 9，12，14]中 

选择部分具有代表性的非线性方程组进行仿真模拟，并将其 

有效性与其他算法的进行比较。在试验中，本文算法的参数 

设置如下：参数 户一100，‘，一2，初始化的水平数 Q一11，正交 

交叉的水平数 Q一3，所有问题的初始种群均为 3O，初始化的 

子空间数均为 2，迭代代数分别为 300，1000，600，1000，交叉 

概率 CR=0．8，尺度标量 F：0．8，4个问题的仿真次数分别 

是 50，lO0，50，50。同时为了更好地比较算法性能，对问题 1、 

2，根据求得的解计算对应方程组值的绝对值的最大值，即_厂 

(z)一max{ (z)}，并比较它们的精度。 

本文首先利用上述参数设置，用下面 4个方程组做 50次 

仿真，分析参数 a对方程根收敛性的影响。设参数a可能取 

值为0．15，0．35，0．55，0．75，0．95，通过仿真模拟发现当参数 

a 取 0．15和 0．55时，算法求根效果最佳 ，因此本文中取 a一 

0．55。 

问题 1 

rA(z)一(z1--Sx2) +40sin2(10x3)一O 

(z)一(z2--2x3) +40sin (10x1)一0 (15) 

L (z)一(3x1+ 3) +40sin2(10x2)一O 

问题 2E ” 解方程组 _厂( )一 ，方程组的解为(一1， 

1，一1，l，一1，1) 。 

fA( )一--0．75--x~x4z6／4 

1 ( )一--0．405e件 l 2+1．405 

I厂3(z)一 4 6／2-1．5 
。 

(16) 

l_厂4(z)一0．605e §+o．395 

l厂5( )一 2 6／2—1．5 

L厂5(z)一 lz5 

表1为本算法求解问题 1、2的结果。由表 1知，本算法 

求解问题 1的成功率稍低于文献E4]，但 50次仿真所得平均 

解的对应方程组值的最大值即，(z)值比文献(说明：文献中 

的方程组最大值是根据文献中的解而求得)中的精度高很多。 

问题 2的求解成功率与文献一样，均求解成功，本算法所得平 

均解的方程最大值的精度也远好于文献所求得的平均解对应 

的方程最大值 的精度。图 1、图 2为本算法求解问题 1、2的 

迭代收敛图。 

表 1 问题 1、2的收敛情况比较 

1( —— —————————————— ： ===== 

。 二 缓鼹 
10 zl — —  

、  

10 } 、＼ 
” 、 1 

”B_ ＼＼＼ 1 
l0 叶 、 
1『r — 1茄 6石 茄 茄—茹6 00 

图1 问题 1的迭代收敛图 图2 问题 2的迭代收敛图 

问题 318d4] 解稀疏非线性方程组，方程组的维数为 10， 

解空间为[一2，2．O] 。 

／ (z)一z1一O．25428722--0．18324757x3z4 9 

(z) X2一O．37842197--0．16275499x1X6X1o 

_厂3(z)一z3一O．27162577--0．16955071xl 2 10 

_厂4(z)一z4一O．19807914--0．15585316x1z6X7 

厂5(z)一 5--0．44166728--0．19950920xaxsx7 m 、 

_厂6(z)一z6一O．14654113--0．18922793x5~2"8X10 

( ) X7～0．42937161一O．21180486x2弱z8 

_厂8(z) X8一O．07056438--0．17081208x1 6z7 

-厂9( )=勘一O．34504906--0．19612740x6z8X10 

A0( )一lzl0一O．42651102—0．21466544x1 4 8 

问题 4E 解稀疏非线性方程组，方程组的维数为 1O， 

解空间为[一2，2．O] 。 

(下转第 194页) 
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由表 2可以看出，本算法能 100 求出方程(3)、(4)的 

解，50次解对应的最大方程值的平均值精度均很高。由此可 

以看出本文所提的自适应正交差分进化算法是一种求解非线 

性方程组的有效算法。 

表 2 问题 3、4的收敛情况 

结束语 本文分析了极大熵收敛性对函数形式具有一定 

的依赖性，而修正极大熵(凝聚态函数)收敛性不依赖于函数 

形式的特点，通过代理约束将方程组转化为不可微的无约束 

优化问题，然后利用修正极大熵将其转化为可微的无约束优 

化问题。同时，针对文献 E6]自适应正交交叉算子的不足之 

处，设计了新的自适应正交交叉算子，该算子不受问题收敛精 

度的影响，自适应调节相似度的下界，以避免个别相似度极大 

的基因作为因素的分割位置而影响算法的收敛速度，从而提 

出了自适应正交交叉差分进化算法，用于求解方程组对应的 

修正极大熵函数。通过求解 4个不同特点的方程组，并比较 

其他算法求解结果，表明了该算法求解非线性方程组的有效 

性 。 
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