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对象族特征模型几何约束求解研究 
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摘 要 提出一种求解对象族模型的新的几何求解方法。提出两种新类型的组，即可伸缩组和可放射组。在刚性组 

或非刚性组系统中穷举地使用重写规则的较小的集合，一直到没有可用的重写规则为止，最后的组的集合就表示系统 

的求解策略。提出并实现一种增量算法，以及在这种新的求解方法中的解选择方法，这些方法都可以高效地找到问题 

的解，并减少解的个数。 
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Abstract A novel method of solving geometric constraints of family of object models was imposed，and two new type 

clusters were presented，nam ely scalable subset and radial subset．Smaller collections of rewriting rule were used ex- 

haustively，and were applied in rigid or non-rigid cluster systems，until there is no available rewrite rules SO far，and the 

final cluster collections represent solution strategy of constraint system．A incremental algorithm and solution selection 

strategy in the solving method were imposed and implememe&Solutions of constraint problem are found efficiently in 

this method，and the number of solutions wil1 be reduced． 
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1 前言 

在现在的CAD系统中，通过使用几何约束详细指定二维 

草图中的尺寸，并在三维装配建模中定位部件。在一些陈述 

式建模方法中，如在语义特征造型叫和陈述式对象族造型[ ] 

中，通过几何约束定义特征类和对象族。 

在陈述式对象族模型中，通过几何约束说明对象族的几 

何属性。为了得出一个陈述式对象族模型的实现，确定对象 

族的族成员，需要求解这种系统的几何约束。这种几何约束 

求解器需要满足下面 4个要求 ： 

(1)应该能够确定施加在载体上的几何约束系统的解，特 

别是它必须能够求解点、线、面、球体和圆柱体上距离、角度等 

约束。 

(2)应该能够确定一个约束系统是完备约束、欠约束还是 

过约束系统，并且该系统是稳定的还是不稳定的。 

(3)应该能够计算出完备系统的所有解，或者某一个特定 

的解 。 

(4)应该能够具有足够高的人机交互建模效率，能高效地 

计算出参数区间，特别是在系统增加约束后，能高效地对解进 

行重新计算。 

在一个陈述式对象族模型中有距离变量和角度变量，在 

这些变量上有其它类型约束，如代数约束等。本文提出的几 

何约束求解器不能求解这种混合类型约束的系统，因此我们 

假设几何约束的所有变量都是几何变量，在运行求解器之前， 

所有几何约束的参数值都是确定的。 

现有的最成功的几何约束求解是构造性求解器_3]，该求 

解器一般先将问题分解为很多刚性子问题，再对这些子问题 

分别求解，利用这些子问题的解构造问题的全局解。 

对于二维问题来说，所谓问题的刚性是该问题符合 La一 

1Tlan定理_4]。这个定理以图的形式说明刚性特性，图中的边 

对应于距离约束，图中的顶点对应于点变量。 

Laman定理 如果图 G有 2 一3条边，其中 是顶点 

数。那么图G在R 空间是刚性的，对每个子图来说，当且仅 

当 P ≤2n 一3，其中 是顶点数，e 是边数。 

LaInan规则说明，对于有 个点和e条边约束的二维约 

束问题来说，当且仅当e~---2 一3时该问题是刚性的，或者说 

是完备约束的；对于具有 个点和 条边的子问题来说，当且 

仅当 ≤2n ～3时，该子问题是完备约束的。如果约束的数 
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量小于定理中规定的数量，该系统是欠约束的；相反，如果多 

于定理中规定的数量，该系统是过约束的。这里需要特别指 

出的是，一个完备约束的系统不一定是稳定的，这取决于约束 

的实际参数值。过约束系统也不一定是不稳定的，因为对于 

某些约束参数值来说系统可能有多个解，这种系统我们称为 

稳定的过约束。 

最简单的构造性求解方法是组重写方法[5]，也是一种自 

底向上的方法。这里的组对应于每个子问题，组重写方法也 

就是子问题重写方法。在该方法中，将具有刚性特性的几何 

约束看作一个组，识别某些组的特性，将较小的组组合成较大 

的组 如果该问题是完备约束的，在最后的重写过程中就只 

剩下唯一一个组。 

大部分二维求解器使用多种组重写方法优化表示系统组 

的数据结构，比如在文献[6]中提出的图构造方法。这些算法 

表明，如果将一个系统简化成一个单独的组，那么对于原问题 

来说这个组就表示该问题的一个恰当的解。 

现在这种组重写方法还不完善，因为还没有一个完整的 

重写规则集合用来分解所有的完备约束系统，甚至对于只有 

尺寸约束组成的系统也不能分解成一个单独的刚性组。在实 

际应用中，这就意味着一些完备约束系统不能通过求解器求 

解，也可能会发生将完备约束系统识别成欠约束系统的情况。 

根据Laman的理论，可以为二维问题设计一种完全是自 

顶向下的分解算法。然而这种算法的复杂度比较高，而且不 

能处理稳定的过约束的情况。 

在组重写方法的基础上，研究者们也提出了一些三维求 

解器。然而在三维情况下出现了比二维问题更多的不完整的 

分解情况。至今还没有人提出满足 Laman定理的三维求解 

器。但是对于距离约束的三维系统来说，Sitharam提出一种 

具有一般刚性特性的描述，这种方法可能会为三维几何约束 

系统的求解提供一个发展方向，然而现在还没有一个在此基 

础上发展起来的求解方法。 

很多求解方法都是在自由度分析方法[7]的基础上提出 

的。自由度分析方法通过一种启发式规则建立一种自顶向下 

的分解过程，最终确定一个约束问题及其子问题的一般刚性 

特性，这种求解方法在自由度分析结果的基础上试图找到一 

个刚性子问题的最小集合。在实际应用中，基于自由度的规 

则可以为很多约束系统非常准确地确定完备约束情况。然而 

基于自由度的方法也不能完全解决所有问题，因为现在的基 

于自由度的方法是基于完备约束的启发式技术。在三维问题 

中，基于自由度的算法有时候会将过约束系统识别为完备约 

束系统。 

为了能够有效地确定与增量改变有关的约束问题的解决 

方案，可以使用组重写算法。这种算法速度比较快，而且实现 

增量算法也比较简单。但是组重写算法只能用在相对较小的 

问题求解上，特别是应用在可以将问题分解为很小规模的刚 

性子问题的约束问题中。而基于自由度分析的方法可以求解 

较大规模的问题，但它的效率比较低，而且没有增量算法。特 

别是当一个问题不能分解为多个子问题的时候，整个问题必 

须使用比较低效的符号代数方法求解，而这种方法也是在增 

加约束后不能使用。 

本文提出一种求解对象族模型的新的几何求解方法。我 

们结合组重写方法和自由度分析方法的优点，提出两种新类 

型的组，即可伸缩组和可放射组。这种方法不仅能识别刚性 

子问题，而且能识别只能用自由度方法求解的子问题。 
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这种方法的基本思想是在刚性组或非刚性组系统中穷举 

地使用重写规则的较小的集合，一直到没有可用的重写规则 

为止，这个最后的组的集合就表示系统的求解策略。这样就 

可以确定系统是完备约束的、欠约束的还是过约束的。 

本文还提出了一种增量算法，以及在这种新的求解方法 

中的策略选择方法，这些方法都可以高效地找到问题的解，并 

减少解的个数。 

2 对象族特征 

对象族的概念在不同的应用领域有不同的定义，因此对 

于对象族模型必须尽可能全面和允许定义某些特定的语义。 

在机械和工业设计应用上，形状和功能是建模领域最重要的 

对象，这两个方面都与模型的几何属性和拓扑属性有密切关 

系。 

任意一种陈述式模型的基本元素都是变量和约束。因为 

陈述式对象族模型是一种陈述式模型，所以该模型的基本元 

素也是变量和约束。一个对象族内部成员之间的差异通过变 

量标识，即族成员的几何性质通过几何变量标识，族成员的拓 

扑性质通过拓扑变量标识。为了明确说明特征和作为一个整 

体的对象族的不变属性，向一个或多个变量上施加相应的约 

束，无论是同一类型的约束还是不同类型的约束，比如几何与 

拓扑性质是由几何与拓扑约束详细说明的。 

陈述式对象族模型是语义特征模型的扩展。在陈述式对 

象族模型中，模型的几何和拓扑不必全部指定。一般情况下， 
一 个陈述式对象族模型表示一个对象族。通过求解拓扑约束 

确定族成员。 

由陈述式对象族模型表示的对象族由命名为载体的几何 

变量和命名为构造体的拓扑变量组成[8]。载体用来定义分割 

空间的曲面，如平面载体定义一个平面和该平面的两个侧面； 

构造体基本上表示点的集合，由载体定义的子空间的相交构 

造，如体特征、曲面特征、曲线和各个分离的点；通过子空间约 

束建立载体和构造体之间的关系。对象族的几何属性通过载 

体上的几何约束标识，拓扑属性通过载体上的拓扑约束标识。 

这种表示方式可以使系统详细说明几乎任意一个对象族。文 

献[9]中详细说明了这种陈述式表示的几何和拓扑。 

变量和约束频繁地结合，可以合并成特征。这种特征可 

以更高层次上的抽象提供语义，使其更接近对象族的功能。 

在陈述式对象族模型中，本文定义了一种特征作为变量和约 

束的子集。针对体对象建模问题，每个特征必须包括一个变 

量表示该体对象。 
一 个陈述式对象族模型定义一个实现的集合，即所有可 

能的满足约束的对象模型，以此表示所有的族成员。这种实 

现的几何表示是细胞元模型[1 ，该细胞元模型也用在语义特 

征模型的几何表示中。利用这种表示方式，建模系统可以很 

方便地建立对象族的几何和拓扑与实现的几何和拓扑之间的 

关系。 

为了确定实现，首先要通过求解几何约束确定实现的细 

胞元模型的最小单元的形态；然后通过求解拓扑约束确定哪 

些最小单元包含材料，也就是哪些最小单元是实特征，哪些最 

小单元是空特征。求解拓扑约束代替语义特征模型中的特征 

依赖分析过程，因为通过求解拓扑约束可以确定所有可能的 

实现，而且可以清楚地说明陈述式对象族模型。 
一 个陈述式对象族模型可以有零个、一个或有限个由细 

胞元模型表示的实现。这些实现对应于族成员。然而，根据 



陈述式对象族模型可以更好地定义族成员，将一个对象族成 

员定义为具有准确的一个实现的陈述式对象族模型。通过向 
一 个陈述式对象族模型中增加约束表示一个更大的族，比如 

增加变量值这个约束。同样，也可以定义一个给定的族的子 

族作为一个陈述式对象族模型。因此在族成员之间就定义了 

一 种完备的相关关系，这种关系可以通过比较陈述式对象族 

模型进行测试。这种方式与比较实现的几何表示相比更容 

易，因为比较几何表示时很难保证一致性命名。 

3 求解规则 

为了求解这种组特征的系统，本文利用一个重写规则集 

合将系统重写成一个单独的刚性组。 

可以将重写规则看作是一种模式，在这种模式中有输入 

组，也有输出组，除此之外还有根据输入组的配置确定输出组 

的配置的过程。如果在该模式中找到一个符合输入组样式的 

组的集合，就应用一个重写规则，向系统中增加相应的输出 

组，并且这个过程确定了输出组的配置。 
一 个模式指定了很多给定类型的输入组和很多模式变 

量，通过求解算法使这些模型变量与系统中组的点变量相匹 

配，这样就会使变量数和组的类型相匹配。一个模式也可能 

会指定一个输人组来匹配任意一个给定变量的组。如果在一 

个模式中一个变量的名字多次出现，那这个变量一定是由几 

个组施加约束的点变量。 

为了确定一个重写规则输出组的配置，需要对每个输入 

组的配置应用规则。假如一个重写规则的输入有两个组，而 

每个组都有两个配置，那么对于输出组来说需要计算 4个不 

同的配置。 

针对二维问题，本节提出3个重写规则，下面详细阐述。 

如果 a1，a2，a3，⋯，口n∈R ， 

规则 1 

I ADI(口1，[口3，a2，⋯])URADI(口2[口1，a3，⋯])— scLB 

([m，a2，123]) 

当两个可放射组(A和B)共享 3个点，这 3个点中包含 

每个组的中心点时应用此规则。找到一个匹配后，将一个新 

的可放射组(R)添加到系统中，并且计算组的配置 。 

规则 2 

sl3LB(A一[口1，a2，⋯])U SCLB(B=[m，a2，⋯])一 

SI：LB(AUB) 

两个可伸缩组如果共享两个点，可以将其合并为一个新 

的可伸缩组，这个规则可以重复使用。 

规则 3 

SCLB(A一[口1，a2，⋯])NSCLB([a1，a2，⋯])--~RIGD 

(A) 

将此规则应用到系统中，会产生一个刚性组，所有的变量 

都有约束，而且没有其它的重写规则可用。 

与策略组相关的配置是问题的特定解。如果不存在与策 

略组相关的配置，那么该问题是不一致的；如果存在一个或多 

个这样的配置，那么问题是一致的。 

根据问题的一般策略，我们可以确定系统是欠约束的、过 

约束的还是完备约束的。 

(1)如果问题的一般策略有多个策略组或者有一个非刚 

性的策略组，那么该问题是欠约束的； 

(2)如果任何一个尺寸约束或角度约束有多个源组，那 

么该问题是过约束的。这种情况在下面详细阐述。 

(3)如果不属于欠约束情况和过约束情况，则该问题是 

完备约束的。 

需要说明的是这些条件不是互斥的。 

在一般策略中，如果在两个或多个组中存在尺寸约束或 

角度约束，系统可能是过约束的，这取决于这些尺寸和角度存 

在于哪个组中。尤其是，两个或多个问题组包含同一个尺寸 

或角度 ，那么这些尺寸和角度通常是不一致的，因此这种问题 

是过约束的。 

如果在几个中间组或策略组中存在一些尺寸约束或角度 

约束，那么这种问题不一定是过约束的。通过对原始问题组 

执行重写规则，推导出不同组中的尺寸或角度的具体值，这些 

变量可能在所有的组中都有相同的值。 

本文通过下面的步骤来确定一个系统是否是过约束的。 

当向一般策略中增加新组时，对那个组中的每个尺寸或角度 

都要确定其源组(只有输出、没有输入的组)，也即一般策略中 

的存在尺寸或角度约束的第一个组。 

在一些组中可以通过一般策略中依赖的反方向追踪尺寸 

或角度的源组，检查每一个遇到的组是否包含尺寸或角度约 

束。如果一个组不依赖任何一个包含尺寸或角度约束的组， 

那么这个组就是源组。 

对于每个尺寸或角度来说，如果正好有一个源组，那么这 

样的系统不是过约束的，因为每个重写规则可以保证所有的 

在输入组中的尺寸或角度约束在输出组中也满足；另外，如果 

有多个源组，那么不能保证在不同的组中有相同的数值，这样 

的系统就是过约束的。 

图1(a)所示是一个过约束系统，该问题的一般策略如图 

1(b)所示。在这个例子中，组 RIGI([a ，az，12。])和组 RIGI 

( ， a， ])都有尺寸约束 a(a ， 。)。所以这个尺寸计算 了 

两次，但是使用的是不同的输入组 ，应用的是不同的重写规 

则。因此，对于这个尺寸来说，就有两个源组 RIGI([al，az， 

a。])和 RIGI([a ，as，n ])，所以这个问题是过约束的。 

(a)问题 (b)--般策略 

图 1 二维过约束问题及其一般策略 

4 增量算法 

当问题的约束改变时，本文使用增量求解算法更新约束 

问题的一般策略。这种约束的改变包括增加组或者删除组操 

作。通过一个二叉图表示问题的一般策略(在算法 1、2、3中 

用符号G表示)，在二叉图中节点表示组或重写规则，有向边 

连接组和重写规则。即如果一个组是一个重写规则的输入 

组，那么就有一条边从这个组指向该重写规则；如果一个组是 
一 个重写规则的输出组，那么就有一条边从重写规则指向该 

输出组。 

本节提出的增量算法也记录已经激活的组的集合，即所 

有的重写规则计算过的组(在算法 1、2、3中用符号A表示)。 

问题的一般策略和激活组集合初始化是空的。当用户向 

问题中增加一个组时(见算法 1中的AddC1uster函数)，这个 

组就添加到一般策略中，成为激活组。因为它不是重写规则 
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的输出，在一般策略中这个组被识别为问题组。算法然后搜 

索应用于新组的所有可能的重写规则，即当一个组作为输入 

时就应用重写规则(见算法 3中的SearchRewrites函数)。 

当删除一个组时(见算法 2中的 RemoveCluster函数)， 

算法将这个组在一般策略和激活集合中删除，所有的从属组 

也从一般策略中删除。从属组(见 DependentClusters函数) 

是在一般策略中所有由以给定组作为输入的重写规则直接或 

间接确定的组。然后算法需要确定激活组的一个新集合。为 

此，当添加特定组时需要确定哪些组必须从激活集合中删除 

(见DeactivatedClusters函数)，通过向激活集合中重写增加 

的这些组来更新激活集合。在更新了激活集合后，可能会出 

现这种情况，即需要重写由多个组组合成的组(见算法 3中的 

SearchRewrites函数)。 

算法 1 增加组函数 

Function AddC1uster(G，A，c) 

G：generic solution 

A：active set 

c：duster 

begin 

G．add(c) 

A．add(c) 

SearchRewrites(G，A，c) 

end 

算法 2 删除一个组 

Function RemoveCluster(G，A，c) 

G：generic solution 

A：active set 

c：cluster 

begin 

A remove(c) 

G．remove(c)(*also removes rewrite rules on c*) 

for each X in DependentClusters(G，c) 

Remove(；luster(x) 

for each Y in DeactivatedClusters(G，c) 

A add(y) 

SearchRewrites(G，A，y) 

end  

本算法可以高效地搜索所有可能应用的重写规则，因为 

算法只为新增加的组搜索重写规则(见算法 3)。由于每个重 

写规则涉及很少数量的重合组(共享一个或多个点变量的 

组)，算法构造由新增加的组和与新组有重合的组组成的激活 

组集合的一个子集(见 OverlappingClusters函数)，在这个子 

集中搜索所有可能应用的重写规则。这样，搜索算法只检索 

很少数量的组和变量。 

在增量算法中，使用的模式匹配算法是基于一个子图的 

匹配算法，该匹配算法可以找到所有同构的子图。通过将一 

个重写规则转化为一个图作为算法的输人模式(见 Pattern— 

Graph函数)，激活集合中所有应用过重写规则的子集也转化 

为一个图(见 ReferenceOraph函数)。对于通过运行图匹配 

算法返回的每个同构子图，算法可以确定将哪些点变量分配 

给模式变量，实例化了哪些重写规则，向一般策略中增加了哪 

些重写规则。 

算法3 搜索重写规则应用 

Function SearchRewrites(G，A，c) 

G：generic solution 

A：active set 
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C：cluster 

begin 

subset：： c—}_OverlappingClusters(A，c) 

reference：一 ReferenceGraph(subset) 

for each rule in A11Rewr iteRules 

pattern：一 PatternGraph(rule) 

matches：一 Subgraphlsomorphisms(pattern，reference) 

for each match in matches 

rewrite：一 instantiate rule from match 

if IsProgressive(rewrite)then 

G．add(rewrite) 

A．add(rewr ite．output) 

for each i in rewrite~inputs 

if IsRedundant(i)then 

八 remove(i) 

SearehRewr ites(rewrite~output) 

end 

对于每个可能应用的重写规则，算法首先检查重写规则 

应用是否是渐进的(见 IsProgressive函数)。如果是，算法将 

该重写规则添加到一般策略中。这里规定一个重写规则应用 

是渐进的，是指重写规则应用或者增加由激活集合约束的尺 

寸和角度的数量，或者减少激活组的数量。这种机制可以保 

证算法不向系统中增加多余的组，也保证不删除过约束组。 

当向一般策略中增加一个重写规则时，输出组就会成为 

激活组集合的一部分，并且会在激活集合中删除一个或多个 

输入组。如果一个组是多余的，就把它在激活集合中删除，即 

在激活集合中已经由其它组约束所有的尺寸和角度的组就是 

多余组，一定要删除这种多余的组。 

为了确定一个组是否是多余的(见 IsRedundant函数)， 

算法需要确定由组约束的尺寸和角度的集合是否是由其它组 

约束的尺寸和角度约束的集合的子集。准确地确定这些集合 

是很费时的，所以本节通过确定激活集合中由组约束的尺寸 

和角度的数量和由每个其它有重合的组约束的尺寸和角度的 

数量实现。 

表 1 成对的组的交集 

组的交集 条件 

RⅡ)I(A)NR【【Ⅱ(B)：R=口)I(ANB) 

RADI(A)N S1 IJB(13)：SI (AnB) 

RADI(pONRADI(pc，B)：RADI(p。，AN B) 

SCLB( nSCLB(p ，13)一Sa (An B) 

SCLB(A)nRADI(p。，B)；RAD1(pc，AN B) 

RADI(pc，A)NRADl(pc，13)=RADI(pc，ANB) 

lANBl>I 

lAnBl>2 

P ∈A，lAnBl>2 

jANBl>2 

pc∈A，1ANB1>2 

IAnBI>2 

本节将两个组的交集也定义为一个组，即由两个组共同 

约束的尺寸和角度约束的集合。确定这个交集可以通过表 1 

的规则快速地确定。例如，给出两个刚性组 RIGI(Fa ，az， 

a。])和RIGI([az，as，a ])，通过表 1中的第一个规则可以确 

定这两个组的交集是RIGI([口z，a。])。表 1中也给出了如何 

根据起始组的类型确定交集组的类型，由交集组约束的点变 

量的集合是由起始组共享的点变量的集合。这种共享的点的 

集合必须满足几个附加条件来保证交集组是一个有效组，即 

需要给出共享点的最小个数和两个可放射性组的两个中心点 

必须是同一个点。 
一 个组约束的尺寸和角度的数量通过表 2所列可以得 

出。需要指出的是，一个组约束的尺寸和角度的数量通常都 

多于一个完备约束系统所需要的约束的数量。通过一个配置 

确定一个组约束的尺寸和角度数值的组合，这些数值总是一 



致的。 

表 2 由组约束的尺寸和角度的数量 

如果一个组约束的尺寸和角度的数量多于激活集合中每 

个重叠组构成交集组约束的尺寸和角度的总数量，那么这个 

组不是多余的；如果一个组中尺寸和约束的数量等于交集组 

中尺寸和角度的总数量，那么这个组是多余的；不存在少于的 

情况。 
一 个问题的一般策略可以用来确定问题的特定解。对于 

输人组配置的每个组合，通过执行一般策略中部分重写规则 

的运算确定特定解，也可以通过增量的方法实现。当与问题 

组相关的配置的集合改变时，从一般策略中确定依赖的重写 

规则，即确定将这个组作为输入组的规则。只有这些重写规 

则才需要进行重新计算，这样可以提高系统计算的效率。 

需要指出的是，对每个输入组配置的组合需要重复计算 

特定的解，而每个重写规则又反过来为每个这样的组合产生 

几个策略，这就会导致特定解的数量比较多，而且计算起来比 

较复杂。但是对于大部分应用来说，不是所有的解都是需要 

的，这就面临选择哪个解的问题。所以需要一种解的选择机 

制来降低解的个数，减少计算的时间。在下一节给出这种解 

的选择策略。 

5 解的选择策略 

一 般来说，一个几何约束问题有几个解，这时候在几何约 

束求解器中必须解决的一个问题是解的选择问题，即多解问 

题。 

Bettig和Shah给出了多个解选择方法的综述_1 。作者 

认为陈述式解选择器是最易用、功能最强大的方法。在这种 

方法中，作者指定附加约束(即解选择器)，将解的个数减少到 

只剩下唯一的潜在解。 

像组的定义一样，在点变量的集合上定义选择约束。但 

是这些约束不像组，它们可以详细说明点之间应该满足的任 

意一种关系。唯一需要的是给定这些点的配置，然后计算这 

些点是否满足这些约束。但是 ，只能用来检查这些约束是否 

保证问题是完备约束的，而不能用来确定系统中的任何一个 

自由度。 

在二维模型中，如图2所示，通过 3个点的集合{a ，nz， 

∞)是否是顺时针或逆时针，就可以选择出一个满足条件 的 

解。 

P 

(a)顺时针 (b)逆时针 

图2 解选择约束 

如果需要在 空间确定 +1个点集合的方向，只需要 

选取一个参考点，计算其它点的偏移向量集合的行列式即可。 

本节定义点集合{n ，眈，⋯，a )的方向为 

Orientation(al，口z，⋯，丑 +1)一sign(Det[a2一 1，⋯，n +1 
一 Ⅱ1]) 

如果行列式是正的，那么点集合就是正方向；如果行列式 

是负的，那么点集合就是负方向。可以通过行矩阵计算行列 

式的值，也可以通过列矩阵计算行列式的值。 

因为一个几何约束问题的解的个数可能会很多，并且计 

算所有的解又比较费时，所以应该尽可能早地计算解选择，即 
一 达到计算解约束的条件就开始计算。一般来说，一旦确定 

了一个刚性组，就计算解选择。 

对于陈述式解选择方法还存在两个问题，第一个问题是 

当最坏的情况发生，即需要计算几何约束问题的所有解的情 

况。解的个数通常是几何元素的指数倍，这时候算法就会是 
一 个NPL完全问题。第二个问题是为了确定一个解而需要确 

定很大数量的选择约束的情况。根据问题的参数，这个解经 

常会是不连续的。对于不连续的解，系统不能对相关约束进 

行参数化，这也会导致特征模型的异常。 

本节提出一个新的基于原型的解选择方法，确定至多一 

个解，称之为预期解。预期解需要满足下面两个性质： 

性质 1 预期解是问题的参数的一个连续函数。 

性质 2 预期解唯～匹配给定的原型。 

第一个性质保证在问题的参数和预期解之间存在一种直 

观的关系，第二个性质保证在预期解和原型(用户创建的模型 

的草图称为模型的原型)之间存在一个直观的关系。这样用 

户就可以通过原型控制预期解。在预期解和原型之间建立唯 
一 的匹配，意味着对同样的参数值来说发现的其他解都不能 

与原型匹配，这需要根据匹配定义确定。这样，就可以根据原 

型模型确定唯一的预期解。 

匹配的定义是预期解与原型之间的一种等价关系，这种 

等价类将配置空间分割成多个等价类。预期解就是与原型在 

同一个等价类中的解，如图3所示。 

原型 

p —— 

预期解 

S2一 

图 3 配置空间分解为多个等价类 G示意图 

对于一些参数和原型的组合来说，即使存在一个真实的 

解，也可能不存在一个预期解。例如图4所示的二维系统，对 

任何一个参数值 ≥3时，解是参数d的连续函数。但是如 

果将问题实例化为 ：2，那么在同一个等价类 中就没有解， 

即当 一2时无解。 

B 

A- 
／ 、 ．E 

D 

(a)原型 

D 

(b) 

B 

D 

(c) 

B 

(d) 

图 4 一个原型a)和尺寸参数 d构成的约束问题 
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当在陈述式对象族定义中使用预期解时，几何约束系统 

的所有解就是一个较小的对象族。使用预期解施加额外的约 

束，一个陈述式对象族模型有几个实现。预期解可以保证，如 

果一个几何系统是完备约束的，那么将会找到至多一个预期 

解，但根据拓扑约束仍然可以找到多个实现。尽管预期解会 

根据几何约束的连续性有所变化，但是仍然可以跟踪陈述式 

对象族模型实现中的拓扑变化。关于拓扑变化的详细内容在 

文献[12]中有详细阐述。 

使用前面提出的组重写算法可以找到预期解。对于每个 

需要求解的子问题，最基本的工作是产生选择约束，这样对于 

每个子问题，可以选择一个解。对于特定的子问题，产生的选 

择约束取决于子问题的类型和原型。因为每个子问题至多需 

要找到一个解，不需要回朔搜索，所以这种计算预期解的方法 

也不费时。 

＼

⋯
／

^
、

．  

c2 ＼
、  

图5 一个简单的三角形子问题 

再考虑图4所示的二维系统，该问题可以分解成3个简 

单的三角形问题，即AABC、ABCD、AADE。求解每个子问 

题，例如图5所示两个圆的交集确定子问题，可以通过求解交 

点的顺序来区分两个不同的解，即逆时针方向的zxAI3q 和 

顺时针方向的zXA13G。如果在点ABC的原型中是顺时针方 

向的，那么将选择约束 Clockwise(A，B，C)添加到系统中；反 

之，如果是逆时针方向的，将选择约束 CounterClockwise(A， 

B，C)添加到系统中。如果既不是顺时针也不是逆时针的，原 

型中的点就是共线，这时候需要通知用户。图5所示问题的 

另外一个子问题通过同样的过程求解。 

结束语 本文引入两个非刚性组特征的类型，即可伸缩 

组特征和可放射组特征，与传统的刚性组特征一起，使用这 3 

个类型的组特征求解几何约束问题。使用一个简单的组重写 

方法，求解只有一个刚性组特征类型的大型约束问题。还提 

出了一种增量算法，以及在这种新的求解方法中的策略选择 

方法，它们都可以高效地找到问题的解，并减少解的个数。 
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