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基于 GPU的全源最短路径算法 
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摘 要 针对有向图中每对顶点之 间的最短路径问题，基 于CPU集群并行算法，根据 GPU并行计算加速机制，提出 

了基于棋盘划分方式的GPU并行算法，以增加算法的并行性与数据的局部性。当有向图规模超过GPU显存限制 

时，进一步提出了异步并行处理的GPU最短路径算法。实验结果表明，与CPU上单核算法相比，本算法具有如下加 

速效果：(1)对于节点数少于 10000的小规模有向图，可以实现约 155倍的加速；(2)对于节点数超过 i0000的大规模 

有向图，可实现约 25倍的加速 。 
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Abstract As for the all-pairs shortest-path problem in the graph，based on parallel algorithm in the CPU cluster envi— 

ronment。depending on parallel speedup mechanism on the GPU，in order to increase the parallelism and locality，chess— 

board division method was chosen for task division in this parallel algorithm on the GPU．Because the graph scale is lar— 

ger than the display memory，the asynchronous parallel algorithm on the GPU was presented．The experimental data 

proves that the algorithm has accelerating effects below compared with CPU with single core：first，for the small graph 

whose vertexes are less than 10000，it is about 155 times faster；second，for the large graph whose vertexes are more 

than 10000。it is about 25 tim es faster． 
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1 引言 

最短路径算法作为代表性的图论算法在航空飞行路线分 

配、物流选择、计算机网络路由选择等领域均有大量应用。 

一 般来说，最短路径问题分为单源最短路径和全源最短 

路径。本文关注的是所有点对之间最短路径问题，即全源最 

短路径问题 。全源最短路径的典型串行解法包括基于矩阵乘 

法的动态规划方法[1]和 Floyd算法l_2]两种。由于这两种方法 

分别具有 O(n。)·log(n--1)和 @(n3)的计算复杂性，因此对 

于规模超过 N=2500的有向图，运算时间超过 lmin，无法实 

时计算 ；对于规模超过 N—10000的有向图，计算时间会超过 

1h。 

随着 GPU通用计算的发展，GPU对许多问题可以实现 

几十到上百倍的加速。使用 GPU和 CPU相 比，主要有几个 

好处 ：显示芯片通常具有更大的内存带宽；显示芯片具有更大 

量的执行单元；和高阶CPU相比，显卡的价格较为低廉。 

部分国外学者提出的 GPU上求解全源最短路径问题的 

并行算法 ，包括 Harish提出的基于 Dijkstra单源最短路径的 

GPU端迭代算法嘲和 Okuyama对 GPU端迭代算法使用任 

务并行进一步改进的算法_3]，以及 Katz提出的一种基于 

Floyd算法的带状划分的GPU并行算法l_5]。国内目前还缺 

少全源最短路径问题在 GPU上的研究 ，只有在机群上实现 

的并行算法l6]。 

已有算法虽然实现了一定程度上的并行 ，但是没有充分 

利用 GPU硬件中细粒度的线程间通信的优势，没有提高数 

据的吞吐量。同时，已有算法任务划分都是采用通用的条带 

状划分，导致数据传输过于频繁。因为 GPU显存的带宽有 

限，从而在和CPU传输数据时会导致延迟，降低计算效率。 

由于没能充分利用 GPU 的硬件特性来设计并行算法 ，已有 

算法的加速比相对较低，一般为 3．5～15倍；并且已有算法都 

只适用于显存容量范围内数据规模较小的情况，实用性不足。 

本文基于上述并行算法，研究实现了 GPU上的全源最 

短路径并行算法。通过 GPU上矩阵乘法的高效实现，提出 

了 GPU端的基于矩阵乘法的动态规划算法实现；另一方面， 
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利用任务棋盘划分策略和 GPU上异步并行技术，实现了 

GPU端的并行 Floyd算法。根据数据矩阵规模的不同，在 

GPU上实现的算法较单核 CPU上的算法获得了最高上百倍 

的加速比。在数据规模超 出 GPU显存的时候，采取了分批 

处理和异步并行数据处理的方法，取得 了数十倍 的加速比。 

分析说明，本文并行算法具有实现简单、扩展性强、适用于大 

规模计算等特点，有良好的性能和实用价值。 

本文第 2节是最短路径算法在 CPU上实现的性能分析； 

第 3节阐述最短路径算法在GPU上的优化实现；第 4节是实 

验数据及其分析；第 5节是数据矩阵规模过大时采用的处理 

算法；最后是算法进一步改进的方向。 

2 最短路径的CPU算法实现及分析 

给定有向图G=<V，E，w>，V为顶点集合，E为边集合， 

w为各边权重。默认路径的权值都是正数。 

2．1 基于矩阵乘法的最短路径串行算法 

使用矩阵相乘法的核心思想是通过 次迭代，第 k次迭 

代得到的是任意两个结点间边的条数最多为k时的最短路 

径 。 

设 砘是从结点 到结点 的最短路径，k表示 到 

最多包含k条边。若 的倒数第2个结点是 ，则得到如下 

递推式： 

一rnin{p ，p +叫( ， )} (1) 

设 P“’=( )，则 P“ ’即为问题的解 。 

如果将式(1)中“+”操作视作矩阵乘法中的“×”；将 
“

rain”视作矩阵乘法中的“求和”．则形式上就等同于矩阵乘 

法，即 

P‘ 一 =P(k--1’×W  (2) 

具体算法如下。 

算法 1 基于矩阵相乘的最短路径算法 

(1)n--rows[w] 

(2)po)一 W 

(3)m+一l 

(4)while m<n一1 

(5) do p(2m)—一P(m XP(m 

(6) m-．--2m 

(7)Return P( 

问题就转化为利用特殊的加法和乘法求 P抽 。然后利 

用折半乘法，只需要进行 1o 次特殊的矩阵乘法运算就可 

以得到所有点对的最短路径。因为 lo 个矩阵乘积中每一 

个都需要 @( )时间，因此该算法的运行时间是 O(n。)·log 

( --1)。若 不采 用折 半乘法 ，则 运行 时间要慢 得多，为 

@( )。 

2．2 串行 Hoyd算法的分析 

如果从顶点 到 有路可达，则 硼[ ][ ]为有 限值 ，表 

示该路的长度；否则硼[ ]D =oo。 

把各个顶点插入图中，比较插点后的距离与原来的距离： 

w[i][j]----min(w[i][j]，叫[ [志]+叫[忌]D]) (3) 

根据式(3)，如果 叫[ ][力的值变小，则将该点插入路径 

中。 

算法 2 Floyd串行算法 
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(1) 输入：给定的输入 n，图的邻接矩阵w 

(2)for(k=O；k<n；k++) 

(3) for(i=O；i<n；i++) 

(4) for(i=0；j<n；j++) 

(5) if(w[i][j]>w[．][k]+w[k]D]) 

(6) { 

(7) w[妇团>w[i][k]+w[k][j] 

(8) } 

(9)ReturnW  

对于大规模的图求解所有点对之间最短路径，Floyd串 

行算法的时间复杂度为O(n3)，这样要花费较长的运算时间。 

对Floyd算法进行分析，发现上述算法过程中k的含义 

即全源最短路径是否经过第k个顶点 。当顶点 选定的 

时候 ，进行如下步骤 ： 

for(i=O；i<n；i++) 

f0r(j—O；j<n；j++) 

if(w[i]D]>w[i][k]+w[k]D]) 

w[i][j]>w[i][k]+w[k][j] 

) 

w[ D]的更新存在一定的逻辑顺序： 

1)更新w[k][kl，即图中顶点 到顶点 口女的最短路径 

长度。经分析可知， 忌][是]不需要更新，因为必然有 训[忌] 

]< 忌][明+ [电] ]。 

2)更新叫[ ]和 ][力， ， 一o，⋯， 一1，且 睁 志， 

j~／：k，即图中的顶点 到顶点 和顶点 到顶点 的最短 

路径长度。经分析可知，同样不需要更新，因为 [ ][忌]< 

[ ]+ ] ]，叫[愚]D]<叫 ][是]+叫[忌]D]。不同的W 

[妇 ]和wEk]D]之间并没有固定的顺序。 

3)更新 妇 ]， ， 一0，1，⋯， —l，且 ≠是，j：／：k，即图中 

顶点 和 之间的最短路径长度。如下式可知，叫[ D]< 

叫[ ] ]+砌 ][力，除顶点 外的任意两个顶点之间的最 

短路径长度 [ D]的更新只与wEi]Ek]和叫 ]D]有关，而 

不同的 [力之间并没有固定的先后顺序。 

如图 1所示，以N一16的矩阵为例。 

_ 
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图1 Floyd串行算法 

当k=6时，整个 16×16的矩阵都要更新一遍。此时更 

新分为 3个阶段： 

第一阶段是更新 wE6][6]，即图 1中两条直线的交点。 

训[6][6]不需要更新，因为必然有 叫[6][6]< w[6-I[6]+ W 

[6][6]。 

第二阶段是更新训[ [6]和 6]D]， ， 一1，2，⋯， ，且 

i=／~6， ≠6，即图 1中两条直线上的点。同样不需要更新，因 

为 ][6]< [ ][6]+ [6][6]， [6][ ]< [6][6]+叫 

[6] ]。 



 

第三阶段更新 已=]， ， =1，2，⋯，1"l，且 i=／=6， ≠6，即 

图中不在两条直线上的点。第三部分中，任意wEi]Cj]的更 

新只与wEi]E6]和训[6] ]有关。 

经过上述分析可以发现第三部分的大量点的更新是整个 

Floyd算法中耗费时间最多的部分。为了实现GPU上的加 

速效果，根据 Amdahl定律可知，为获得最大的加速 比，需要 

对第三部分进行加速优化。 

3 最短路径问题的 GPU算法实现及分析 

3．1 基于 GPU矩阵乘法的最短路径算法 

基于矩阵乘法的最短路径算法有 O(n。)·log( 一1)的 

计算复杂性，因此执行效率相对 Floyd算法要低。但是考虑 

到矩阵乘法在 GPU上有着高效 的并行实现，因此本文将基 

于矩阵乘法的最短路径算法移植到 GPU上，同样得到了相 

应的加速效果。 

基本的矩阵乘法使用了带状划分 ： 
n 

Gf一 ∑A ·B (4) 
一

1 

如式(4)所示，每个线程负责读取A中的一行和B中的 

一 列，并计算出 C中相应位置上的值。于是，整个 kerne1只 

有从全局存储器对A矩阵进行B．width次读取、对 B矩阵进 

行A．height次读取 ，才能完成对矩阵 C的计算。 

在 GPU显存中，访存共享存储器的延迟远小于全局存 

储器，并且使用共享存储器进行线程间通信，还可以通过更灵 

活的算法获得更好的性能。于是对矩阵进行了棋盘划分，即 

将矩阵分块使用共享存储器来实现矩阵乘法[ ，如图2所示。 

图2 棋盘划分矩阵乘法 

具体实现如下：首先从全局内存加载两个相应的正方形 

矩阵到共享内存，一个线程负责加载一个元素；接下来每个线 

程负责计算乘积中的一个元素。每个线程累积每个这样的乘 

积结果到一个寄存器中，一旦结束就将结果写回全局内存。 

这种棋盘划分方式利用了高速的共享 内存，同时节约了大量 

的全局内存带宽，因为A只被读B．width／block
_ size次，B被 

读了A．height／block— size次，从而降低了GPU端的通信延 

迟，提高了运行效率 。 

3．2 Floyd算法在 GPU上的并行实现 

接下来本文从两方面进行优化。一方面，经过第 2．2节 

分析知道，第三部分的每个点的更新顺序没有先后之分，因此 

正适合使用 GPU的众多计算核心来并行计算。另一方面， 

并行 Floyd算法通常采用域分解，即把输入的矩阵块分解成 
一 系列子任务来处理。 

国外 Katz提出了一种基于 Floyd算法的带状划分的 

GPU并行算法，其主要思想是将整个 Floyd矩阵进行条带状 

划分，每个线程负责读取矩阵中的一行或者矩阵中的--N，然 

后计算出相应位置的值。根据其 3．5～15倍的加速比可知， 

加速效果有限，有待进一步改进。 

由于 GPU的全局内存一共享内存工作模式与棋盘划分模 

式相似，因此本文采用棋盘划分来实现。这种棋盘划分方式 

利用了高速的共享内存，同时节约了大量全局内存带宽，因为 

A只被读 B．width／block—size次，B被读了A．height／block— 

size次，从而降低了GPU端的通信延迟，进一步提高了运行 

效率。 

并行 Floyd算法的思想和串行 Floyd算法一致，其不同 

在于对矩阵不是以点为单位进行更新的，而是按照数据块为 

单位进行更新的。设数据块的长度为 BLOCK_SIZE，即一个 

数据 块 内有 B )CKSIZE x B￡ KSIZE 个 点，1"1一 Ⅳ／ 

BI￡cKsIZE， 

整个图的更新顺序不变： 

1)更新wEk][忌]，即图中 数据块到口 数据块的最短 

路径长度。与串行Floyd不同的是，wEk]Ek]需要更新，即对 

数据块内BLOC KSIZE×BLOC KSIZE个点之间进行一次 

Floyd更新。 

2)并行更新wEi]Ek]和 忌]D]， ， —O，⋯， 一1，且 ≠ 

k，j=／=k，即图中的让数据块到 数据块和 数据块到 数 

据块之间的最短路径长度。与串行 Floyd不同的是，它们需 

要更新。因为此时数据块内有很多点。训[ ][忌]<叫[ ][ ] 

+叫 ] ]，wECgC<w／k]Ek]+wUk]D]。更新 ]数 

据块和wEk]Ej]数据块只与wEk]Ek]有关，因而可以并行。 

3)并行更新wEi][i]， ，j=o，1，⋯， 一1，且 忌， ≠忌， 

即图中 数据块和 ，数据块之间的最短路径长度。 [ ] 

D]<w[-i][k]-kw[-k]EJ]，除 数据块外的任意两个数据块 

之间的最短路径长度wEi][力的更新只与 wEi][忌]和wEk] 

]有关，因而可以并行。 

如图3所示 ，以N----16×BLO(1KSIZE的矩阵为例，其中 

数据块的大小为 BL0CKSIZEXBI，0 KSIZE，则可以将其 

视作 N一16的数据块矩阵。 

k=6 (16xBLOCK-SI~：)×(16×BLOCK-SIZE) 

图3 Floyd在 GPU并行算法实现 

当k=6时，整个16×16的块矩阵都要更新一遍。此时 

更新分为3个阶段： 

第一阶段是更新wE6]E6]数据块，即图中两条直线的交 

点。 

第二阶段是并行更新议 l[扫[6]和 [6][ ]数据块， ， = 

1，2，⋯，16，且 ≠6，J≠6，即图中两条直线上的数据块上的 

点。 

第三阶段并行更新 wEi]Ej]数据块， ， 一1，2，⋯，16，且 
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≠6，j：~-6，即图中不在两条直线上的数据块。 

与串行算法不同的是，在并行计算中，由于每个数据块是 

由内部众多的点组成，因此在足一6时，第一部分 叫[6][6]数 

据块和第二部分 妇[6]与wE6][j]， ， =l，2，⋯，16，也都 

必须更新 ，因为此时小方块内有很多点。 

因此在并行计算过程中，第一阶段更新时，将~Ek]Ek]数 

据块由全局内存拷贝进共享内存中，利用众多线程进行数据 

块内的Floyd并行更新。第二阶段更新时，将 [ ][忌]和 W 

][ ]，i， ：I，2，⋯， ，ivak， ≠忌数据块由全局内存拷贝进 

共享内存中，利用众多线程分别与 [ ][五]进行数据块间的 

Floyd并行更新。第三阶段更新时，将 [ [力数据块由全局 

内存拷贝进共享内存中，利用众多线程分别和 wEi]Ek]和 叫 

[忌][ ]，i， =1，2，⋯， ， ≠k， ≠k数据块进行数据块间的 

Floyd并行更新 。 

第一部分计算在单个流多处理器中完成，调用了部分 

GPU的并行计算能力，第二部分和第三部分均同时调用了所 

有 GPU的流多处理器，因此GPU的并行计算能力得到了充 

分体现，这是算法实现高加速比的关键因素。 

算法3 Floyd在 GPU的并行算法 

输入顶点数 目n，以及确定数据块的大小为 BLOCK
_

SIZE。 

(1)将数据拷贝至 GPU显存 

(2)for(k=0；k~n／BLOC K
— SIZE；k++)循环开始 

a)第一部分：并行更新 w[k][k]数据块 

b)第二部分：利用 w[k][k]并行更新 w[i]Ek]和 w[k][j]数据 

块，i，j=I，2，⋯，N／BLOC K_ SIZE，i≠k，j≠k 

c)第三部分：利用 wEi]Ek]和w[k][j]并行更新 wEi]fj]数据块， 

i，j一1，2，⋯，N／BLOC K SIZE，i≠k，j≠k 

(3)跳(2)至 k循环结束转(4) 

(4)将数据从 GPU显存拷贝回内存 

4 实验结果和分析 

在一台 PC上进行 了测试 ，GPU 上的程序用 CUDA编 

写，显卡是 NVIDIA GeForce GTX 560 Ti，CPU是 Intel Core 

2 QSOOO，并在Window server2008rs2系统环境下运行后得出 

最终实验数据。 

从表 1中可以发现，随着矩阵规模的扩大，不管是 CPU 

还是GPU端的算法运行的时间都以0( )的趋势增长。其 

中，CPU端的基于矩阵乘法算法的运行时间最长，CPU端的 

Floyd算法运行时间次之，GPU端的基于矩阵乘法算法的运 

行时间再次之，GPU端的Hoyd算法时间最短，效率最高。 

因而，最实用的CPU端的和GPU端的算法都是 Hoyd算法。 

GPU上基于矩阵乘法的算法即使经过时间也长于GPU上的 

Floyd算法。 

表 1 算法的运行时间对比表 
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如上分析，考虑到实际意义 ，基于矩阵乘法的最短路径算 

法因为计算效率的原因不会被经常使用，因而需要对 CPU和 

GPU端的最短路径算法进行进一步分析。可以发现，在矩阵 

规模比较小的时候，加速不是很明显。这是因为 GPU显存 

和CPU内存之间的通信效率比较低。在计算量小、数据传输 

时间占运行时间的比重较大时，根据 Amdahl定律可知定理 ， 

加速效果并不明显。如图 4所示，随着矩阵规模的扩大，数据 

在 CPU内存和 GPU显存之间的传输时间所占运行时间的比 

例越来越小，加速效果越来越明显，最后稳定到 155倍左右。 

图 4 Hoyd算法GPU并行加速效果 

5 算法的进一步改进 

5．1 分批处理数据 

在不同的应用中，数据矩阵规模可能不同。在单 GPU 

的情况下，如果数据量过大，可能会出现内存中可以放下而显 

存中放不下的情况。此时为了能够在 GPU上加速计算，需 

要对我们的算法进行改进。改进的核心想法就是分批处理计 

算，即分批次将数据从内存拷贝进入显存，待该部分数据 

GPU计算结束后，再分批从显存拷贝回内存。 

单纯的分批处理会造成加速比大大下降，因为数据的局 

部性变差，而更多地需要进行全局性的计算，从而需要将大量 

数据在内存和显存之间多次拷贝。在 Hoyd的 GPU 端实现 

时，每个最外层循环中都要将全部的矩阵数据在内存和显存 

中进行一次拷 贝。矩阵规模为 N 时，总共进行 N 次拷贝。 

而之前则只进行一次拷贝。由于 CPU存取显卡内存时只能 

透过 PCI Express接口，因此速度较慢(PCI Express x16的理 

论带宽是双向各 4GB／s)，降低了执行效率，延长了执行时间。 

5．2 异步并行处理数据 

为了优化解决这一问题，本文采用了GPU端异步并行 

执行的方法。 

此方法类似于CPU的流水线工作模式，即将每批数据拷 

贝处理过程看成一个流，程序通过流来管理并发。处于同一 

个流内的计算和数据拷贝是依次执行的，但是一个流内的计 

算可以和另一个流的数据传输同时进行。不同的流和其他的 

流之间可能是并行执行的，也可能是乱序执行的。 

程序执行中多个流并发执行。GPU并行调度采用的是 

Round-robin轮询调度算法_1 ，每个流在分配给它的时间段 

执行，然后切换到下一个就绪的流。其中每个流主要分为从 

内存向显存拷贝数据、显存内的计算、从显存向内存拷回数据 

3大子任务。因为 GPU独特的硬件结构，即多线程的特点， 

能够实现零开销的线程随时切换，可以用来隐藏延迟，则当线 

程相对数据来说有限、计算密度较高时，延迟就能被计算隐 

藏。因此每个子任务相当于被划分成了多个小子任务。这样 

每个流就被划分为多个小子任务，从而获得了较好的吞吐率 



和重叠性。 

因此通过异步执行能够使 GPU的执行单元和存储器单 

元同时工作，提高资源利用率，这样可以在一定程度上减轻由 

于大量数据拷贝带来的计算效率的降低。 

在第一阶段和第二阶段更新数据块矩阵时，计算数据量 

较小，不适合异步处理。而主要的数据量集中在第三阶段，并 

且注意到该部分最短路径计算更新不存在相互之间的先后顺 

序，因此可以采用异步处理 ，异步并行地进行计算和数据的拷 

贝，从而有效地隐藏数据交换带来的延迟。 

同时，为了进一步提高通信效率，根据第一阶段和第二阶 

段数据量比较小的特点，第一阶段和第二阶段都在全局内存 

中操作，并不拷贝出来，只是在第三阶段时，才将大量的数据 

在内存和显存直接分配拷贝和处理。 

表 2给出了部分大规模数据矩阵的测试结果。最后在矩 

阵规模 N一15360，即矩阵大小为15360×15360时，数据量已 

经到达 1．5625G，这对单 PC来说已经是很大的数据量，所以 

可以验证算法具有较强的扩展性和实用性。 

表 2 大规模数据矩阵下的加速比 

如表2所列，在使用异步并行处理之前，由于浪费了大量 

的通信时间，只有 15倍左右的加速。而使用了流处理后，节 

省了一部分通信时间，可以达到25倍左右的加速。 

结束语 针对全源最短路径问题的两种串行算法，本文 

提出一种基于 GPU的并行算法。此并行算法实现简单，能 

够处理不同规模的数据并且在大规模并行计算上有着广泛的 

应用前景。实验结果表明，此并行算法降低了计算所有点对 

之间最短路径问题的时间，提高了计算效率，实现了高达 155 

倍的并行加速 比。 

算法的不足之处在于如果数据矩阵规模过大，则算法的 

执行效率稍低，通信开销过大。如何克服这个缺陷，也是今后 

需要解决的问题。同时，将算法进一步扩展到单 PC多显卡 

和 GPU集群上，也是一项重要的研究内容。 
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