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基于 CUDA实现 MRRR算法并行 

汪丽杰 赵永华 

(中国科学院计算机网络信息中心超算中心 北京100190) 

摘 要 MRRR(Muhiple Relatively Robust Representations)算法是求解对称三对角矩阵本征值问题 高效、精确的算 

法之一。在分析 MRRR算法及 CUDA(Compute Unified Device Architecture)并行体 系结构的基础上 ，针对算法的可 

并行性，采用单指令多线程并行方式实现了基于CUDA的MRRR算法并行，并从存储结构方面优化算法。实验结果 

显示，与 LAPACK库 中串行 MRRR实现相比，并行方法在保证精度的基础上获得 了2O倍的加速比，进而从计算精度 

和计算时间上说明MRRR算法适合在GPU上并行。 
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Parallel Realization of the MRRR Algorithm Based Oil CUDA 

WANG Li-jie ZHAO Yong-hua 

(Department of Supercomputing Center，Chinese Academy of Sciences，Beijing 100190，China) 

Abstract The algorithm of multiple relatively robust representations(MRRR)is one of the fastest and most accurate 

algorithm s．After analyzing the MRRR algorithm  and CUDA parallel architecture，parallel MRRR algorithm based on 

CUDA was given，and explored the optimization in memory structure．Co mpared with LAPACK's MRRR im plementa— 

tion this parallel method provides 20一fold speedups．This result demonstrates the algorithm  can be mapped efficiently 

onto GPU． 
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1 引言 

对称矩阵本征值问题A 一 在计算科学领域普遍存 

在，包括量子化学、电子结构、结构力学、纳米材料、计算物理 、 

模态识别、自动化控制等，其中 A∈ 是对称矩阵， ∈R 

为本征值，雎∈ 是本征向量。对于大部分应用，计算时间 

和存储空间已成为解决问题的限制因素，因此需要一种能够 

高效执行的并行方法 。计算对称矩阵本征对的方法通常分 3 

步，第一步是把给定的对称矩阵A转化成一个三对角矩阵 

T，第二步求解三对角矩阵的本征值和本征向量，第三步是把 

丁的本征向量映射回A。在计算过程中求解三对角矩阵的本 

征对占时较长，成为整个问题求解的瓶颈之一。很多人提出 

了解决三对角矩阵本征问题的算法，主要有 QR方法、Divide 

＆Conquer算法以及 MRRR算法等。 

MRRR算法是 Dhillon和 Parlett在 20世纪 90年代提出 

的一种求解对称三对角矩阵本征值问题的高效算法[2]。该方 

法避免显式正交化使得求解全部本征值和本征向量的时间复 

杂度为 0( )，并且可以保证计算结果的精确和所求解本征 

向量的正交性。在此之前，求解对称三对角矩阵本征值问题 

的方法通常需要使用 Gram-Schmidt算法或者一个相似的技 

术对所求解的本征向量显式正交化，最坏情况的时间复杂度 

为0( 。)。另外 QR等很多求解方法很难并行。Divide& 

Conquer算法是一种可通过并行方法高效求解三对角矩阵本 

征值问题的算法，并可提供高精度的计算结果，但该算法的计 

算时间复杂度为 o( )。另一方面，Divide& Conquer算法 

不能高效地计算部分本征对，但 MRRR算法计算 k个本征对 

的时间复杂度仅为 O( )。本文在 C1060 GPU上给 出了一 

种基于 CUDA的MRRR算法的并行实现 ，并与 LAPACK库 

中串行MRRR算法的实现进行了比较，取得了20倍的加速 

比。 

2 CI7DA执行模型 

CUDA是 NVIDIA推出的一套并行计算架构，这个架构 

可以用 GPU来解决商业、工业以及科学方面的复杂计算问 

题，它是一个完整的 GPGPU(General GPU)解决方案 ，提供 

了硬件的直接访问接口，而不必像传统方式依赖图形API接 

口来实现 GPU访 问。CUDA程序开发语言 以 C语言为基 

础 ，并对 C语言进行扩展。 

CUDA编程模型把CPU作为主机(Host)，GPU作为协 

处理器(Co-processor)或者设备(Device)。一个系统可以有 

一 个或多个设备。相应地 ，一个 CUDA程序分为 Host端和 

Device端两个部分。Host端指在 CPU上运行的串行代码 ， 
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而 Device端指在 GPU上运行的并行代码 ，在 GPU上的代码 

称为内核(Kerne1)函数。在这个模型中，CPU和GPU协同 

工作，CPU负责逻辑性强的事务处理和串行计算，GPU专注 

于高度线程化的并行计算。 

每一个Kernel由一组大小相同的线程块(thread block) 

来并行执行，同一个线程块内的线程通过共享存储空间来协 

作完成计算，线程块之间是相互独立的。运行时，每一个线程 

块会被分派到一个流多处理器(Stream Multiprocessor，SM) 

上运 行。NVI【) 的 GPU 中，最 基 本 的处 理单 元 是 SP 

(Streaming Processor)。为了管理这些线程，SM 利用了一种 

称为sIMT(Single Instruction Multiple Thread，单指令多线 

程)的新架构[ ，图 1是一个 SIMT多处理器模型，并且显示 

了C1mA的存储层次。每个 SP对应一个线程，每个 SM对 

应一个或几个线程块 ，SM 实际执行不以线程块为单位，而以 

warp块为单位，每个 warp块一般包括 32个线程。执行时， 

每发出一条指令，SIMT单元就会选择一个已经准备好的 

warp块执行，并将下一条指令发送到该 warp块的活动线程。 

如果某条指令需要等待，SM会自动切换到下一个 warp块来 

执行，以此来隐藏线程的延迟和等待，以达到大量并行化的目 

的。 

流处理器 

流处理器2 

流处理器1 
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图 1 SIMT多处理器模型及存储层次结构 

3 M砌[ 算法 

MRRR算法以本征值为中心，本征值在本征向量之前计 

算并且按照本征值来展开算法。这一节将给出RRR的定义 

及 MRRR算法描述(如算法 1所示)。这两部分都与下面概 

念有关 ，首先给出其定义。 

定义 1(相对间距 Reldist) 假设 和 是对称三对 

角矩阵 TE ”的两个本征值 ，且 < ，称 
l、 —— ’ 1 

redlist(Ai， )一 
lAi l 

为 和 J之间的相对间距Reldist。 

定义 2(Relgap) 假设 丸是对称三对角矩阵 丁∈ ”的 

本征值，称 的 relgap(relative gap)是它所有 Relative Dis— 

tance的最小值 ，即 

relgap(Ri)=min{reldistUt ，Af)I {≠． ∈ (了、)} 

算法 1 串行 MRRR算法实现 

输入：一个对称三对角矩阵 T，TE ～，相对间距的阈值 toI 

输出：T的本征对(A ，“ ) 

1．计算 T的 RRR表不 

2．计算近似本征值 ，并区分 是独立的还是成簇的 

3．for每个单独 d0 

计算高精度的本征对 

4．for每个簇 do 

计算新的RRR并保存，goto step 2 

3．1 RRR 

RRR(Relatively Robust Representation)是一个决定本征 

值本征向量到较高精度的表示，满足表示中小的分量变化仅 

引起本征对一个相对小的改变。传统的三对角矩阵由它的对 

角和非对角元素表示，但这不是一个 RRR，对角或非对角元 

素的一个小的扰动会引起结果的巨大变化。正定三对角矩阵 

的两对角分解 T=LDU 是 RRR，在很多情况下非正定的 

LDU也形成 RRR[”。满足下面两个条件的LDL'分解就是 

RRR，由L和D决定的本征对( ， 具有较高精度，其中 是本 

征值，v是本征向量。L和 D发生一个小的相对变化， 一 (1 

+咕)，d 一 (1+ )，1咕I<e，I&I<e，￡<<1，导致 变化 

， 变化 满足 
l^、I 

≤忌1他， ≠0， (1) 
lA l 

I si V+ I≤ (2) 

式中，k 、忌 是常量。RRR的优点是可以计算较高精度的本 

征值和本征向量。 

3．2 本征值划分及簇的转化 

如果 relgap()~ )>tol，则称本征值 九是独立的，否则称 

是非独立的，其中tol是相对间距的阈值。一组非独立本 

征值组成了一个簇(cluster)。对于独立的本征值，可以直接 

计算它所对应的具有较高精度的本征对[2]。对于非独立本征 

值，由于无法精确地计算其本征对，通过矩阵变换 LD L；= 

LDL'一甜来增大同一簇中的本征值的相对间距，这里 是用 

来拆开这个簇的值。对其反复进行变换，直到所有本征值都 

变成独立的。对独立的本征值计算出来的本征向量是正交 

的，不需要显式正交化。 

3．3 表示树 

划分本征值及簇的转化过程形成了一个表示树，其中独 

立的本征值作为叶节点，簇作为内部节点，根节点是初始的输 

入矩阵和它所需要计算的本征值集合，边对应矩阵变换。 

图2给出了一个 8阶对称三对角矩阵求解所有本征对的 

过程。根节点初始化为需要计算的本征值集合。算法的第一 

步是将本征值分类。首先 到 s形成一个簇，要计算一个新 

的RRRL D1 --LoDo L6一nI。接下来判断出 是一个独 

立节点，在树中表示为叶节点，对此节点可以直接求其对应本 

征对到高的相对精度。同样去处理其它簇和叶节点，直到所 

有本征对都计算出来。串行算法的执行过程类似树的广度优 

先遍历 。 

图 2 一个 8阶实对称矩阵对应的表示树 
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4 MRRR的 CUDA并行算法与实现 

本节具体介绍基于CUDA的并行 MRRR算法实现。如 

上所述，串行算法依次处理表示树中当前层的每个节点，如果 

是独立节点，计算高精度的本征对；如果是簇，做矩阵变换并 

且修正这一簇中的本征值。为了适应 CUDA的并行体系结 

构，并行方案主要分成两步：第一步拆分簇，直到所有本征值 

都是独立节点；第二步计算所有本征对。 

图 3是上面 8阶矩阵对应的两步并行执行，这两部分用 

横线隔开。对于独立节点，并行方法不立即计算本征对，我们 

保存它对应的RRR以便下一步使用。当所有的本征值都拆 

分成独立节点，如图3所示的8阶矩阵拆分成A 到 s 8个节 

点后，并行地求解 8个节点对应的本征对。对第一步矩阵拆 

分过程也进行了并行化，下面给出具体并行方法。 

图3 一个 8阶实对称矩阵的并行表示树 

MRRR算法的树形结构表明对表示树中同一层的所有 

节点的处理是独立可并行的，把拆分簇的过程分成两个部分， 

首先找到表示树中这一层的所有簇，然后并行地对这些簇进 

行矩阵变换求解新的RRR及修正簇的中本征值。 

簇的转化先做矩阵变换求出新的RRR，然后修正簇中的 

元素，分别由qds转换和二分法来实现。求解较高精度的本 

征对也是基于qds转换实现的。因此需要实现 qds转换以及 

二分法的并行。qds转换的内部存在一个有依赖的循环，每 

次都需要上一次迭代的运行结果，因此内部不能实现并行。 

但是表示树中每一层有多个簇，可以同时对这些簇进行 qds 

转换。二分法各个迭代之间没有相互依赖是一种可高效并行 

的方法，可以让一个本征值对应一个thread来并行处理。 

用 pqds表示在 GPU上执行的并行 qds函数，用它来并 

行计算表示树当前层所有新簇的 RRR，用 pbis表示并行二分 

算法，pbis函数用来并行修正表示树当前层所有簇中的本征 

值，pvec表示求解本征对的 Kernel函数，在我们设计的并行 

MRRR算法中，用 pvec并行求解所有本征对 。 

算法 2 MRRR算法在 GPU上的并行实现方法 

输入 ：一个对称三对角矩阵 T，TE ，相对间距的阈值 tol 

输出：T的本征对(A ，U ) 

[host] 

1．计算 T的LDLf表示 ，初始化表示树的根节点为所有要求解的本 

征值集合； 

2．按照 relgap划分这一层的所有簇为新的簇或独立节点，并保存 

新簇的首末元素位置 ； 

3．if(没有新的簇形成) 

goto step 6 

~device] 

4．(pqds)并行的计算并保存所有新簇的RRR 

5．(pbis)并行修正所有新簇的本征值； 

goto step 2 

6．(pvec)并行求解高精度的本征值本征向量。 

主机任务：如算法 2中描述，先计算 T的LDL 表示，它 
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是一个串行过程，放在 CPU上执行(step1)。接下来把表示 

树这一层的所有簇进行分类 (step2)，由于分类过程有顺序 

性，且用时少，把这一部分也放在 CPU上。分成独立节点或 

新簇，用数组保存所有新簇的起止元素位置，这个数组将会传 

给 GPU，使得只有对应本征值在新簇中的线程才做矩阵转换 

及修正本征值。 

主机的另一个任务是进行判断(step3)，如果没有形成新 

簇，即所有本征值都已分成了独立节点，则调用求解本征对的 

pvec函数，否则调用 pqds函数。 

设备任务：根据主机传过来的保存所有新簇起止元素位 

置的数组来对簇进行拆分，每个线程对应一个簇进行 qds计 

算并保存所有新簇的RRR(step4)，然后让每个线程对应簇中 

的一个本征值用二分法修正这些本征值 (step5)。再回到主 

机去划分新簇，直到没有新簇形成 ，则调用 pvec函数来并行 

求解高精度的本征值本征向量(step6)。 

在数据存储方面，由于 shared memory很小、矩阵规模较 

大 ，在实际中较少使用，这也是 以后需要改进 的地方。对 

global memory使用方面做了一些优化。在CUDA的存储器 

结构中，全局存储器是最慢的，但是其容量是最大的，因此全 

局存储器的合理使用对CUDA程序性能至关重要。并行算 

法采用了CUDA的合并访问机制来加速全局存储访问。在 

求解本征对过程中，要给每个线程分配一个工作空间，传统方 

式是给每个线程分配连续的工作空间，当读取第 i个工作空 

间时，各个线程读取的地址是不连续的，造成了很大的等待时 

间。我们的工作空间分配方法是每个线程有分散的工作空 

间，但所有线程对应的工作空间的同一个项是连续的，这样使 

得相邻的线程访问相邻的工作空间，减少了数据访问时间。 

5 实验结果 

基于 CUDA实现了 MRRR算法的并行，并且和 L 一 

CK库中的 sstelTtr进行 了比较。测试系统是 1个有 90个计 

算节点的GPU cluster，每个节点有2个Xeon 5410四核CPU 

和 2块 Tesla C1060 GPU卡。测试了两种类型的矩阵，一个 

是 Wilkinson矩阵，另外一个是对角线元素是 4、副对角线元 

素是 1的矩阵。7阶Wilkinson矩阵的对角线元素是 3、2、1、 

0、1、2、3，副对角线元素是 1，Wilkinson矩阵有很多非常接近 

的本征值，有非常显著的本征值聚集的特点，因此用这个矩阵 

来检查并行代码的性能。 

表 1 Wilkinson矩阵串行和并行运行时间(ms) 

比较值 垦至塑垫 堕 塑 生 兰鱼堕塑堕 
512 1024 2048 4096 7168 

用ssterrtr表示串行 MRRR算法，cuda—mr表示基于 

GPU的并行算法。表 1为 Wilkinson矩阵对应的不同规模的 

矩阵串行运行时间、并行的运行时间及加速比，运行时间单位 

是 ms，图 4是对应的运行时间对 比图。如表 1所列，对于 

Wilkinson矩阵，并行 IVlRRR算法取得了7．5倍加速。表 2 

和图 5是对角元素是 4的矩阵的运行时间对比，运行时间单 

位是 ms，如图 2所示，对于这个矩阵，并行方法取得 了超过 2O 

倍的加速。Wilkinson矩阵的本征值聚集度大，分成的簇很 

多，而对角线是 4的矩阵本征值聚集度不大，分成的簇较少 ， 

当前的算法对于聚集度不大的矩阵效果更好。原因在于每一 



 


