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基于分子格的粗糙集模型推广 

赵 涛 秦克云 

(西南交通大学数学学院 成都 610031) 

摘 要 粗糙集模型的推广是粗糙集理论研究的重要方向之一。在分子格的框架下，定义了一个从分子到一般元素 

的映射，基于该映射，分别构造了两种上近似算子和两种下近似算子，并讨论了这些算子的基本性质。 
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Abstract The generalization of rough set model is one of the most important branches of rough set theory study．This 

paper was devoted to the study of rough approximations on molecular lattice．A mapping which from the set of mole— 

cules to molecular lattice was defined，and tWO upper approximation operators and two lower approximation operators 

were defined using the mapping based on the framework of molecular lattice．Finally，the properties of these operators 

were derived． 
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1 引言 

粗糙集理论是一种新的处理模糊性和不确定性知识的数 

学工具。自1982年由波兰数学家 Pawlak[ 。]首次提出以来， 

经过二十几年的研究与发展，已经在理论和实际应用上取得 

了长足的发展，特别是 20世纪8O年代末和9O年代初在知识 

发现等领域的成功应用而受到了国际上的广泛关注。目前， 

它已经在机器学习、知识与数据发现、决策支持与分析等方面 

得到了成功的应用。 

在 Pawlak粗糙集模型中，论域上的等价关系起到了重要 

的作用，基于等价关系形成划分，构造了论域的上、下近似算 

子，用来刻画不确定的概念。为推广粗糙集理论的应用范围， 

许多学者对 Pawlak粗糙集模型进行了多种形式的推广，相继 

提出了基于一般二元关系的粗糙集模型、变精度粗糙集模型、 

覆盖粗糙集模型、模糊粗糙集模型等。为了给以上的推广形 

式提供统一的理论框架，ChenE 在完全分配格框架下，使用 

覆盖的概念定义了上、下近似算子并研究了它们的性质。 

代建华 4̈ 在分子格中借助从分子到一般元素的映射，构造了 

上、下近似算子，研究了当映射为外展映射、对称映射和内缩 

映射时算子与模态逻辑的对应关系。注意到其上近似算子不 

是 Pawlak粗糙集模型中上近似算子的推广。基于此，本文在 

文献[4]的基础上，保留下近似算子定义，重新定义了两种新 

的上近似算子和一种下近似算子。若将映射限制为外展映 

射，则定义的算子就是真正意义上的粗糙近似算子。本文的 

主要工作是在外展映射的前提下，研究这些近似算子的基本 

性质。当将分子格具体化为一般的集代数(2 ， )时，本文中 

的近似算子退化为Pawlak粗糙集模型中的上、下近似算子。 

2 预备知识 

本节介绍分子格的有关概念及结论。 

王国俊在文献Is]中首次引入“分子”概念，建立了拓扑分 

子格理论，随后又在文献[6]中对分子条件作了较大幅度 的减 

弱，建立了广义拓扑分子格理论，文献[7]已证明完全分配格 

实质就是一类广义分子格，分子集就是格中非零的并既约元 

之集。 

定义 i r。 设L是格，nEL，n叫并既约元，若对 L的任 

意元x与 ，当 n= VY时，有 =口或 一口。L中的非零并 

既约元叫分子。 

定理 i E 设L是完全分配格，则 L中每个元都可以表 

示为分子之并。 

定义2[印 设L是完全分配格，则称L为分子格。 

本文以下总假设 L( )为完全分配格 ，并分别以 1和 0表 

示其最大元和最小元， 表示分子的集合。 

引理 1[。] 对于 V ，yEL， ≤Y当且仅当对于VP∈ ， 

≤ 户≤ 成立。 

3 上近似算子 

文献[4]的上近似算子不是Pawlak粗糙集模型中上近似 
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算子的推广。基于此，本文在分子格上重新定义了两种形式 

完全不同于文献E4]的上近似算子。若将映射限制为外展映 

射，则定义的两种上近似算子就是真正意义上的粗糙近似算 

子。接下来讨论这两种上近似算子及其相应的性质。 

定义3 设 ：Ⅱ一L为一映射， 满足VPE ，夕≤ (户)。 

定义上近似算子 S ，S ： +L为：VxEL， 

S1(z)一 V{pE?【； (户)̂ x：／：o} 

sz( )一
．

V { (户)； (户)Ax=／=o) 

注：若格具体化为一般的集代数，即L一(P(U)， )，此 

时分子集为 7r={{ }lxEU}，将映射 理解为 ：U-~P(U)，z 

一 [z=lR，其中[z 为等价关系R下的等价类，则近似算子 S 

和 Sz就是 Pawlak粗糙集模型中的上近似算子。 

定理2 设S 是定义3中的上近似算子，对于V．27，yE 

L，有 

(1)Sl(O)一O，S1(1)一1； 

(2)z≤S1(z)； 

(3) ≤y=~S1(z)≤S1( )； 

(4)S1(zV )一S1( )VS1( )； 

(5)S1(z)≤S1(S1( ))。 

证明：(1)由定义可直接得到 (O)一0，且 (1)一V{ ∈ ； 

( )A 1≠O}一V{pE ； ( )≠O)一V{P；PE }一l。 

(2)对于任意 xEL，pE 7c，若 ≤z，则 ( )̂ z≥ A = 

p：]60，从而 ≤V{qE ； (q)̂  ≠0}一S1( )，由引理 2可得 

Sl(z)。 

(3)直接由定义可得。 

(4)由(3)可得S (z)VS1( )≤S (xV )。另一方面，若 

(户)A(zV )≠O，贝0( ( )A z)V( (户)A )≠O，不妨设 

( )̂ x=／=o，于是 户≤V{qE ； (口)A x~O}一S1(z)≤S1( ) 

VS2( )，故 Sl( V 3，)一V{uff ； (“)A(zV )≠O)≤S1 

( )VS2( )。 

(5)由(2)可得。 

例 1 令U一{1，2，3，4}，则L一(P(LD， )是分子格 ，其中 

7c一{{32)1xEU)。设 ({1})一{1}， ({2))={2)， ({3))= 

{1，3)， {4))：{3，4}。对于A={1，2}，经计算可得 S (A)一 

{1，2，3}，S1(S1(A))一{1，2，3，4}。所以，S ( )一S1(S ( )) 

一 般不成立。 

定理3 设 Sz是定义 3中的上近似算子，对于V ，yE 

L，有 

(1)S2(O)一O，S2(1)一1； 

(2)z≤S2( )； 

(3)z≤y-~S2(z)≤S2( )； 

(4)S2( V )=Sz(z)VSz( )； 

(5)S2( )≤S2(S2(z))。 

证明：定理的证明类似于定理 2的证明。 

定理4 设S 是定义 3中的上近似算子，若VP，q∈ ， 

(p)A (q)≠O= (夕)一 (q)成立 ，贝0 (z)一 ( (z))。 

证明：若 pEⅡ使得 (p)̂ S ( )≠0，贝4V{ ( )̂ q； 

qKq)̂ x=／=o}≠O，从而存在qE 7【使得 (p)A q=／：O， (户)A 

(q)≥ ( )Aq≠0，由假设 ( )= (q)，即 (p)A ≠0，故 

p≤S (z)，由 P的任意性，有 S (S (z))≤S (z)。再由定理 
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2(5)知结论成立。 

定理5 设S 是定义 3中的上近似算子，若VP，qE ， 

(户)A (q)≠O=> (户)一 (q)成立，贝4 S2(z)一S2(S2(z))。 

证明：类似于定理 4。 

4 下近似算子 

文献[4]的下近似算子是 Pawlak粗糙集模型中下近似算 

子的推广。基于此，本文保留该下近似算子定义(即本文的 

S )，并推广定义了另一种形式类似于文献r4]的下近似算子 

(即本文的sz)。若将映射限制为外展映射，则定义的两种下 

近似算子就是真正意义上的粗糙近似算子。接下来就开始讨 

论这两种下近似算子及其相应的性质。 

定义4 设 ：Ⅱ一L为一映射， 满足VpE ，户≤ (户)。 

定义下近似算子s ，Sz： +L为 

V EL 

S1( )一V{PE 7c； ( )≤z} 

2(z) V { (户)； ( )≤z} 

注：若格具体化为一般的集代数，即L一(P(∽ ， )，此 

时分子集为 7c一{{x}IxEU)，将映射 理解为 ：U---~P(U)， 

一 [z] ，其中Ix] 为等价关系R下的等价类，则近似算子s 

和sz就是Pawlak粗糙集模型中的下近似算子。 

定理 6 设S 是定义 4中的下近似算子，对于 V ，yE 

L，有 

(1)Sl(0)一0，S1(1)一1； 

(2)S1( )≤z； 

(3)z≤户 Sl(z)≤S1( )； 

(4)Sl( A )≤S1(z)̂ S1( )； 

(5)S1(51( ))≤ S1( )。 

证明：(1)由定义可直接得到 (O)=O，且 1：V{夕；pE 

}≤ V{pE ； ( )≤1)：S (1)，即S (1)：1。 

(2)对于任意xEL，pE ，若 ( )≤z，则 p≤z，由P的 

任意性，有S ( )≤z。 

(3)直接由定义可得。 

(4)由(3)直接可得。 

(5)由(2)直接可得。 

例 2[83 设格L={O，a，b，c，d，1}，图 1是其 Hasse图，则 L 

是完全分配格。该格的分子集为7【一{a，6，d，1)。令 (n)一n， 

(6)一6， ( )一Ⅱ， (1)一1。依据定义 4可得-sl(＆̂ 6)一 

( =0，Sl(口)A Sl( =nAb=d。所以，Sl(z  ̂)=81( )A 

S ( )一般不成立 。 

图 1 



 

例 3 令 U={1，2，3，4)，则 L一(P(U)， )是分子格，其 

中 ={{z}l x∈U}。设 ({1})一{1，2)， ({2})一 {2，3)， 

9({3))={3，4}， ({4})={4)。对于A={1，2，3)，经计算可 

得S1(A)={1，2)，S (S (A))={1)。所 以，S1( )=S (S1 

( ))一般不成立。 

定理 7 设s2是定义 4中的下近似算子，对于 V ，y∈ 

L，有 

(1)S2(O)一O，Sz(1)=1； 

(2)S2( )≤z； 

(3) ≤3F=>S2( )≤Sz( )； 

(4)Sz(zA )≤S2( )AS2( )； 

(5)Sz(z)一S2(Sz(z))。 

证明：(1)、(2)、(3)、(4)由定义可得。 

(5)对于任意pE 7c，xEL，若 ( )≤ ，则 ( )≤V{ 

(q)； (q)≤ }一 ( )，从而有 (户)≤ V{ (q)； (g)≤S
_

2 

(z))：S2(S2( ))。于是有Sz( )≤S2(S2( ))。另一方面， 

由(2)可得S2(Sz(z))≤S2(z)。 

例 4 令U={1，2，3，4，5}，则 L一(P(LD， )是分子格，其 

中 “=({z}{z∈U}，设 ({1})一{1}，9({2})={2}，9({3})一 

{1，2，3，4}， ({4})一{2，3，4，5}， ({5})={5}。对于A={1， 

2，3，4}，B一{2，3，4，5}，计算得S2(A)一{1，2，3，4}，S2(B)一 

{2，3，4，5}，S (ANB)一{2)。所以，S2(  ̂)=S2( )A s2 

( )一般不成立。 

定理8 设s 是定义 4中的下近似算子，若 VP，qE 7c， 

q≤ (户)= (户)一 (q)成立 ，贝0 ( 1( ))=
一

S1(z)。 

证明：若 pE 7c使得 ( )≤ ，令m为任意分子且rn≤ 

(夕)，由定理条件知 (m)一 (夕)≤z，故 ( )。由引理 

1知 (夕)≤s1(z)，即 ≤s1(S1(z))，由P的任意性知s1( ) 

≤S】(S ( ))。再由定理 6(5)，结论成立。 

5 算子间关系 

本节讨论两对上、下近似算子间的关系。显然，对于VxE 

L，有S ( )≤S (z)，S1(z)≤ S ( )。 

定理9 设S 是定义3中的上近似算子，s 是定义4中 

的下近似算子。对于Vz∈L，有 

(1)S1(z)≤S1(S1( ))； 

(2)sl(S1( ))≤S (z)。 

证明：(1)由定理 2(2)直接可得。 

(2)由定理 6(2)直接可得。 

例 5 令 U={1，2，3，4)，则 L=(P(【，)， )是分子格 ，其 

中 Ⅱ={{z}I x∈U}。设 ({1})={1，2}， ({2})={2，3}， 

({3})一{1，3，4}， ({4))={4}。 

(1)对于A一{1，2，3)，由定义计算可得S (A)一{1，2}， 

S1(S (A))=S ({1，2})={1，2，3}。所 以，S1(z)一 1(Sl 

( ))一般不成立。 

(2)对于B一{1，2}，由定义直接计算可得 S (B)={1，2， 

3)，S1( 1(B))一S1({1，2，3})一{l，2}。所以，Sl(Sl( ))= 

S (z)一般不成立。 

定理 10 设 S 是定义 3中的上近似算子，S 是定义 4 

中的下近似算子。若VP，g∈ ， (户)A (q)≠0 (户)一9 

(口)成立，Ns1(z)一S (S1( ))。 

证明；类似于定理4的证明。 

定理 11 设 S 是定义 3中的上近似算子，S 是定义 4 

中的下近似算子。若VP，qE 7f，g≤ ( ) (夕)= (q)成立， 

贝ⅡS1(S1(z))=：Sl( )。 

证明：类似于定理 8的证明。 

定理 12 设 是定义 3中的上近似算子，Sz是定义 4 

中的下近似算子。对于 V xEL，有 

(1)S2(z)≤S2(S2ix))； 

(2)S2(S2(z))一S2(z)。 

证明：(1)由定理 3(2)直接可得。 

(2)若 P∈7c使得 ( )Ax=／=o，则 (p)≤Sz(z)，从而 

夕)≤Sz(Sz( ))，由P的任意性可知 Sz(z)≤Sz( ( ))。 

再由定理 7(2)，结论成立 。 

例 6 令【厂一{1，2，3，4}，则 L=(P(LD， )是分子格，其 

中 7(一{{x}『 ∈U}。设 ({1})一{1，2}， ({2})一{2，3}， 

({3))一{1，3，4)，p({4))={4)。对于A一{1，2，3}，经计算可 

得Sz(A)一{1，2，3}， (Sz(A))一 S2({1，2，3})一{1，2，3， 

4}。所以，Sz( )=Sz(S2( ))一般不成立。 

定理 13 设Sz是定义 3中的上近似算子，sz是定义4 

中的下近似算子。若VP，qE ， (户)A (口)≠0 ( )= 

(口)成立，则S2( )=S2(S2( ))。 

证明：类似于定理 4的证明。 

结束语 粗糙集模型的推广一直吸引着众多研究者。本 

文基于分子格，分别定义了两种新的上近似算子和两种下近 

似算子，并且研究了它们的基本性质。本文的结果部分推广 

了文献[4]中相应的结论。关于本文提出的近似算子的拓扑 

性质以及公理化描述，将另文详述。 
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