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摘 要 提出了正向类传递与反向类传递二元关系，分剐考虑了基于这两种二元关系的广义粗糙集，探讨了它们各自 

的性质，给出了相应粗糙近似算子的公理化特征。分析了这两类广义粗糙集与其它相关二元关系下广义粗糙集之间 

的联系，得到 了一些重要的结果。 
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Abstract This paper presented the defintions of positive similar transitive and negative similar transitive binary rela— 

tion，considered the generalized rough sets based on these two kinds of binary relations，analyzed their properties，re- 

spectively，also gave the corresponding axiomatic characterizations．Finally，we investigated the correlations between 

these two kinds relations and other relations-based generalized rough sets．Some important conclusions were achieved． 
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1 引言 

波兰逻辑学家Pawlak教授在从事关于信息系统逻辑特 

性研究的基础上创立的粗糙集理论L1 ]，是一种继概率论、模 

糊集理论、证据理论之后的又一种处理不确定性的数学工具。 

尤其是20世纪90年代以来，该理论在机器学习、知识获取、 

决策分析及过程控制等许多领域[3_6]得到了广泛的应用。 

上、下近似算子是粗糙集理论中最重要的概念之一，它们 

是等价关系条件下论域上的一元运算。将等价关系推广为一 

般的二元关系，即得到相应的广义粗糙集，比如相容关系[7]、 

相似关系[8]下的广义粗糙集。由于论域上划分与等价关系之 

间具有一一对应的关系，因此覆盖广义粗糙集也成为推广经 

典粗糙集的一个很重要的分支。 

很多学者将粗糙集理论与模糊集或证据理论等不确定性 

理论[̈1]综合研究，或利用拓扑学的方法研究粗糙集理论的 

基本结构、性质D2,13]。这些方面都已取得了很好的研究成 

果。 

等价关系是满足自反、对称、传递的二元关系，因而分别 

研究这 3种二元关系下的广义粗糙集[1 ，即为对经典粗糙集 

最基本的推广。在此基础上，也有学者提出了一些新的二元 

关系下的广义粗糙集[15,16]。一方面，拓广了经典粗糙集理论 

应用的范围；另一方面进一步阐释了经典粗糙集理论的相关 

性质。 

本文在考虑经典粗糙集一些基本性质的基础上，提出了 

正向与反向类传递二元关系，分别考虑了基于这两种二元关 

系下的广义粗糙近似算子的相关性质，给出了它们相应的公 

理化特征。分析了这两类广义粗糙集与自反、串行等相关二 

元关系下的广义粗糙集之间的联系。此外，将正向与反向类 

传递关系下的粗糙近似算子相结合，即能刻画粗糙集中一类 

特殊的集合(特化的知识)。进一步分析这些广义粗糙集的性 

质，给出论域上的元素之间的特征(--元关系)和论域上算子 

的性质(公理)之间的一类特殊的联系，并得出了一些重要的 

结论。 

本文第2节介绍经典粗糙集的基本概念、性质，分别给出 

了自反、对称、传递二元关系下的广义粗糙集及其公理化特 

征；第 3节引入正向类传递二元关系，构造其下的广义粗糙 

集，讨论了相关的性质及其公理化特征；第4节引入反向类传 

递二元关系，构造其下的广义粗糙集，讨论相关的性质及其公 

理化特征；第 5节结合两种类传递二元关系，得到新的二元关 

系：强对称二元关系，并探讨其下的广义粗糙集以及相应的性 

质。 

2 基本概念 

先给出一般二元关系下粗糙近似算子的定义。 

定义 1[M] 论域U为有限集合，R是U上的二元关系， 

RN(z)一{yEUIxRyER}称为 的后继邻域，R上的下近似 
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和上近似算子定义如下： 

R(X)一{ lRN( ) X} 

天(X)={ lRN(z)nX≠D) 

显然它们满足(LH)R(一x)=一 (x)，即对偶性(按此 

定义的粗糙近似算子均满足对偶性)。 

如果二元关系R是U上的等价关系，上述定义即为经典 

的上、下近似算子。此时，它们具有如下基本性质： 

(1L)垦(u)一u； 

(2L)R(D)一D； 

(3L)R(XNy)：R(X)nR(y)； 

(3L )
一

R(XUY)~
一

R(X)U
—

R(Y)； 

(4L) (x) _二x； 

(5L)一 堡(一墨(x))； 

(6L)垦(垦(x))一垦(x)； 

(LH)R(一X)：一 (X) 

上、下近似算子之间满足(LH)对偶性，下近似算子的上 

述性质对应的上近似算子也有类似的性质(1H)(2H)(3H) 

(3H )(3H)(5H)(6H)，这里不再一一列出，下同。 

定义了基于二元关系的广义粗糙集，下面给出其相应的 

公理化。 

定理 1[14 论域【，为有限集合，L，H分别是 2 一2 上 

的一元运算，它们满足(LH)，则 

L满足(1L)，(3L)舒 U上唯一的二元关系R，使得 L一 

垦； 

H满足(1H)，(3H)筒 U上唯一的二元关系 R，使得 

H= 。 

说明：为了叙述方便，这里把(1L)R(LD—U与(1L)L(LD— 

u当作是没有差别的，其余类似。 

定理2[14,15~ 论域u为有限集合，L，H分别是 2 一2 

上的一元运算，它们满足(LH)，且算子L总满足(1L)，(3L)， 

算子 H总满足(1H)，(3H)，则 

(1)L满足(3L)甘 U上唯一的自反关系R，使得L—R； 

H满足(3H)㈢ U上唯一的自反关系R，使得H=R。 

(2)L满足(5L)甘 U上唯一的对称关系R，使得L=R； 

H满足(5H)甘 U上唯一的对称关系R，使得 H=R。 

(3)L满足(6 )甘弓U上唯一的传递关系R，使得 L一 

垦； 

H满足(6 H，，)甘 U上唯一的传递关系R，使得 H=R。 

其中(6 )R(R(X))三 (X)；(6H ) ( (X)) (X)。 

上述公理化特征不仅用比较简洁的公理组刻画了相应二 

元关系下的粗糙近似算子，而且把论域内部元素间的特征(二 

元关系)和论域上算子的性质(公理)进行了相互表达或阐述。 

3 基于正向类传递关系的广义粗糙集 

将传递二元关系的条件适当降低，考虑相应的非等价二 

元关系：正向类传递二元关系。然后，构造其下的广义粗糙 

集，深入探讨其理论基础，寻找其公理化特征。并考虑这种特 

化的粗糙集模型与经典粗糙集之间的区别与联系，以及一般 

二元关系下的广义粗糙集中特定知识之间的联系。这必将为 

寻找粗糙集中的特定知识提供一定的帮助，对进一步研究经 

典粗糙集的一些性质和基于粗糙集理论的知识获取具有一定 

的现实意义。 
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先给出如下正向类传递二元关系的定义。 

定义2 论域U为有限集合，RCUXU，V(z， )∈R，存 

在( ，z)∈R，使得( ， )∈R；否则，RN(y)一0，则RN(x)一 

U，则称R是论域U上的正向类传递二元关系，简称 R正向 

类传递。 

现定义正向类传递关系下的广义粗糙集。令 R为有限 

论域u上的正向类传递二元关系，将 

L(R)(X)一{X1RN( ) 三X} 

H(R)(X)一{zIRN( )NX≠ } 

分别称为正向类传递关系R下的广义下近似算子和广义上 

近似算子。不致混淆时可删去标号R。 

命题 1 设R为有限论域【，上的正向类传递二元关系， 

L，H分别为R下的广义下近似算子和广义上近似算子。 

VX U，有下面的性质： 

(1L)L(U)=U； 

(3L)L(XNy)一L(X)NL(y)； 

(3L )L(X)UL(Y)~_L(XUY)； 

(TL )L(X) LH(X)； 

(LH)L(一X)一一H(X)。 

证明：(TL )下面定理3证明，其余性质为粗糙近似算子 

的基本性质，因而是显然的。 

现考虑基于正向类传递关系下的广义粗糙集的公理化特 

征。 

定理3 论域U为有限集合，L，H分别是 2 一2 上的 
一 元运算，它们满足(LH)。且算子L总满足(1L)，(3L)，算 

子 H总满足(1H)，(3H)，则 

L满足(TL )L(x) L(H(x))vv U上唯一的正向类传 

递关系R，使得L=R； 

H满足(7H )H(L(X)) H(X)铺 U上唯一的正向类 

传递关系R，使得 H= 。 

证明：由于L，H满足(LH)对偶性，故只需证明上、下近 

似算子其中之一相应结论成立即可。 

( )由已知条件和定理1， U上唯一的二元关系R，使 

得 H— 。下面只需证明，若 H 满足(7H )H(L(X)) H 

(X)，则R满足正向类传递。根据 H(L(x)) H(x)，若xE 

H(L(X))，必有 z∈H(X)，即若 RN(x)NL(X)≠D，必有 

RN(z)nX≠D。换言之 ，如存在 yEU，xRy且RN(y)C_X， 

则必存在 hERN(x)且 hE X。下面分两种情况证明R满足 

正向类传递。 

(1)若 RN(y)一0，由X为任意，取 X为论域 U中的任 

意单点集{ }。即VzEU，若xRy，RN(y)=0 x={2)，则 

必存在 bERN(x)且 hE{ )，从而{ }一{h}。又 为任意，从 

而即有：如果 xRy，且RN(y)一0，则 RN( )一U。 

(2)若RN(y)≠0，由xRy，0≠RN(y) X，必有 h∈ 

RN(z)且hEX。由X为任意，取X—RN( )，则上述结论即 

为：如果 xRy且RN(y)≠D，则必存在 hERN(z)NRN(y)。 

即如果xRy且RN(y)≠ ，则必存在zEU同时满足 股 和 

xRz。 

综合(1)，(2)，R是论域U上的正向类传递关系。 

( )若R满足正向类传递关系，下面证明其相应的上、 

下近似算子具有性质(7L )L(X) L(H(X))和(7H )H(L 

(X)) H(X)。鉴于对偶性 ，这里证明(7H )。 



 

V ∈H(L(X))，有RN(x)NL(X)≠D，即存在 yERN 

( )且RN( ) X。一方面，若RN(y)一0，因R满足正向类 

传递，则VzEx u，有 xRz，即zERN(x)Nx≠0，故xEH 

(x)；另一方面，若 RN(y)≠0，由R满足正向类传递，存在 

zERN(y)~__X且 ERN(x)。因此 ， ERN( )Nx≠0，即 

xEH(X)。综上，VzEH(L(X))，总有 37．∈H(X)，从而有 

H(L(X)) H(X)。 

由定理 3易知，基于正向类传递关系的广义粗糙集的公 

理组为(1L)(3L)(7L )，公理间相互独立性见下述例 1、例 2、 

例 3和例 4。 

定理4 设R为有限论域U上的正向类传递二元关系， 

L为R下的广义下近似算子，则下面公理组为正向类传递关 

系下广义粗糙集的一组公理组。 

(1L)L(U)一U； 

(3L)L(Xny)=L(X)NL(Y)； 

(7L )L(X) L(一L(一X))。 

这里(3L)包含两条公理(3L )和(3 )，下面类似。 

首先，自反关系必定是正向类传递关系，因此自反关系的 

特征公理(4L)L(x) x必然在(1L)，(3L)满足的条件下， 

蕴含正向类传递关系下近似算子的特征公理(7L )L(X) L 

(一L(一X))。由(4L)知，上下近似算子均满足单调性和自反 

关系的特征公理(4H)X H(X)，因此 L(X) L(--L(一X)) 

成立。其次，串行和传递关系必定是正向类传递关系，因此串 

行和传递关系的特征公理组L( H( [M 和(6 )L( 

L(L( )在(1L)、(3L)满足的条件下，蕴含正向类传递关系下 

近似算子的特征公理(TL )L( L(一L(一x))。由L(x) 

H( 、(6 )和 单 调 性，即 有 L(X) L(L(X)) 

L(H(X))，从而(7L )成立。 

4 基于反向类传递关系的广义粗糙集 

与传递关系下的广义粗糙集的特征公理(5L )L(X) L 

(L(X))相对应，有间接关系(即VxRy，必有 z∈U，使得 xRz 

且zRy)下的广义粗糙集的特征公理(5IA')L(L(X)) L(X)。 

同样，这里考虑与正向类传递关系下的广义粗糙集相对应的 

广义粗糙集，即反向类传递关系下的广义粗糙集。先给出如 

下定义。 

定义 3 论域 U为有 限集合，Vz，YEU，如果 xRy，则 

j ∈U，使 xRz，且RN( )一{Y)；或 zEU，使 xRz，且RN 

( )一0，则称R是论域U上的反向类传递二元关系，简称R 

反向类传递。 

与正向类传递关系下的广义粗糙集类似，定义反向类传 

递关系下的广义粗糙集。令R为有限论域 U上的反向类传 

递二元关系，则 

L(R)(X)={zIRN(x) X) 

H(R)(X)={XIRN(x)NX≠D} 

分别称为反向类传递关系R下的广义下近似算子和广义上 

近似算子。不致混淆时可删去标号R。 

命题2 设尺为有限论域U上的反向类传递二元关系， 

L，H分别为R下的广义下近似算子和广义上近似算子，则 

V X U，有下面的性质 ： 

(1L)L(U)=U； 

(3L)L(Xny)一L(X)NL(y)； 

(3L )L(X)UL(y) 三L(XUYr)； 

(7 )LH(X) L(X)； 

(LH)L(一X)一一H(X)。 

证明：(7 )见下面定理 5证明，其余性质为粗糙集的基 

本性质，因而是显然的。 

现考虑基于反向类传递关系下广义粗糙集的公理化特 

征。 

定理5 论域u为有限集合，L，H分别是2 一2 上的 

一 元运算。它们满足(LH)，且算子 L总满足(1L)，(3L)，算 

子H总满足(1H)，(3H)，则 

L满足(7IJ')LH(X)C_L(X)c：v U上唯一的反向类传递 

关系R，使得L—R； 

H满足(7H )H(X) HL(X)铮 U上唯一的反向类传 

递关系R，使得 H=R。 

证明：由于L，H满足对偶性(LH)，故只需证明上、下近 

似算子其中之一相应结论成立即可。 

( )由已知条件，根据定理1， U上唯一的二元关系R， 

使得 H=R。下面只需证明：若H还满足(7H”)H(X) H(L 

(x))，则R满足反向类传递。 

首先，有如下等价条件： 

H(X) H(L(X)) 

H(一X) H(一H(X)) 

=》Vz∈H(一X)= ∈H(一H(X)) 

甘RN( )N{一X)≠I RN( )N{一H(X)}≠D 

RN( ) X RN(z) H(X) 

甘RN(z) x zERN( )，但 H(X) 

VVRN(x) X ERN(z)，但RN(z)NX一0 

CORN(x) X |zERN(x)，但 RN(z) {一X} 

甘若VxEU，总|yEU，使yERN(x)，且yE{一 

X} 

则有zERN(x)，使RN(2) {一X)。 

其次，取{一X}={ }，即有如果xRy，则存在 z∈U，使得 

xRz且RN( )一{y)，或RN(z)=0，从而R是论域U上的反 

向类传递关系。 

( )若R满足反向类传递，下面证明其相应的上、下近 

似算子具有性质(7 )L(H(x)) L(x)和(7H )H(X) H 

(L(x))。鉴于对偶性，这里证明(7 )LH(x) L(x)。 

VxEL(H(X))，即RN( ) H(X)，亦即VyERN(x)， 

RN(y)NX≠0。又R满足反向类传递，故由xRy，总 ∈ 

u，使xRz且RN(z)={Y}(这里RN(z)=0不可能，否则与 

VyERN(x)，RN(y)NX≠0矛盾)。因此 VyE RjV(z)，总 

∈RN(x)，RN(z)={Y}。下证 RN(x) X。 

V ∈̂RN( )，由上述结论 ，总 m∈RN( )，RN( )= 

{h)。又 VmERN( )，RN(m)NX≠0，即有 hEX。从而 

RN(z) X成立，亦即z∈L(X)。因此 L(H(X)) L(X)。 

由定理5易知，基于反向类传递关系的广义粗糙集的公 

理组为(1L)(3L)(7 L， )，公理间相互独立见以下例 1、例2、例 

3和例 4。 

定理6 设R为有限论域U上的反向类传递二元关系， 

L为R下的广义下近似算子，则以下公理组为反向类传递关 

系下广义粗糙集的一组公理组。 

(下转第238页) 
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(1L)L(U)：U； 

(3L)L(XNY)一L( )NL(y)； 

(7 )L(一L(一X)) =L(X)。 

例 1 设 【，一{a，b}，L：2U一2 是有限论域 U上的一元 

算子，L(【，)={“}，L({口}) {n}，L({b}) O，L( )一D。容易 

验证，VX，y 三U，L(XNy)=L(X)NL(y)，L(一L(～X))= 

L(x)，即(3L)(7L )(7 )成立。但【， L(【，)={n}，即(1L) 

不成立。因此(3L)(7L )(7L") 1L)。 

例 2 设 【，一{a，6}，L：2U一2 是有限论域 U上的一元 

算子，L(U)一U，L({a})一{b)，L({b})一{a}，L(D)一0。容 

易验证，VX，y U，L(Xny)=L(X)nL(y)，即(3L)成立， 

且(1L)显然成立。但 L(一L(一{a)))=．L(--L({b)))=L(一 

{n))一L({b})一{口}，而 L({口))={b)，从而 L(--L(一{a})) 

L({n})it L({a)) L(一L(一{a)))，即(7L )或(7 )都不 

成立。因此(1L)(3L) 7L )且(1L)(3L)=f,(7I／ )。 

例 3 设 U={口，b}，L：2v一2 是有限论域 U上的一元 

算子，L(U)一U，L({a})一{口)，L({b})一{“)，L( )一O。容 

易验证，VX，y U，L(一L(一X))=L(X)，L(XNy) L 

(X)NL(y)，即(7L )，(7 )和(3L )都成立，且(1L)显然成 

立。但 L({a)N{6))一L( )=0 L({口})NL({b})={a}， 

即 (3 )都不成立。因此(1L)(3L )(7L )(7 )： 3 )。 

例 4 设 【，={a，b)，L：2U一2 是有限论域 U上的一元 

算子，L(LD—U，L({口))一{a)，L({6))一{6)，L(D)一U。容易 

验证，V X，y 【，，L(一L(一X)) L(X)，L(XNy) L(X)N 

L(y)，即(7L )，(7I )和(3 L， )都成立，且(1L)显然成立。但 

L({a)N{b))一L(D)=U L({a})NL({b))=O，即 (3L )都 

不成立。因此(1L)(3 )(7L )(7 ) 3L )。 

一 方面，串行关系和反向类传递关系蕴含间接关系；另一 

方面，串行关系下粗糙近似算子的特征公理 L(D)=O和反 

向类传递关系下粗糙近似算子的特征公理 L(H(x))EL 

(x)，在公理(1L)，(3L)，(LH)满足的条件下，必然蕴含间接 

关系下的粗糙近似算子的特征公理L(L(x)) L(x)。因为 

由(3L)知上、下近似算子均满足单调性，并且L(x) H(x) 

也为串行关系的特征公理，故有 L(L(X)) L(H(X))，从而 

根据L(H(x)) L(x)，即有L(L(X)) L(x)。 

结束语 本文提出了正向与反向类传递二元关系，研究 

了其下的广义粗糙集及其相关性质，给出了它们的公理化特 

征，也讨论了这两类广义粗糙集与其它相关二元关系下的广 

义粗糙集之间的联系。正向与反向类传递粗糙近似算子的特 

征公理在特定的背景中具有一定的应用价值。这两个特征公 

理结合起来即为L(x)：LH(x)或 H(X)一HL(X)。在此 

类特化的广义粗糙集中，任何集合与其上近似集的下近似相 
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等；同时，任何集合与其下近似集的上近似相等。换言之，任 

何集合都与其上近似集或下近似集具有一定意义上相同的近 

似能力。粗糙近似算子的这些性质用论域内部元素之间的特 

征来刻画，就是同时满足正向与反向传递关系。这些相互表 

达或刻画将为进一步研究经典粗糙集或基于粗糙集的特定知 

识发现提供一定的帮助。 
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