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基于离散化误差补偿的试题难度题量控制方法 

张 葵 

(武汉科技大学计算机科学与技术学院 武汉430081) 

摘 要 自动组卷是高校实现考试规范化、科学化的重要手段。考生的平均成绩可以通过试卷的平均难度来控制。 

然而，如何确定各种难度的题量是关键技术。利用正态分布来确定各种难度的题量，是 目前研究的一个方向。提 出了 

对难度进行离散化正态分布后，利用对称积分求取各种难度的概率分布，并且采用比例误差补偿方法减少误差。同 

时，根据自动组卷的具体问题，确定了标准差取 0．2更加合适，并且给 出了在不同的总题量下各种难度题量的分配方 

案。结果表明，基于离散化误差补偿的试题难度题量控制方法能够较好地控制各种难度的题量，为自动组卷策略提供 

了有效的依据。 
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Discrete Error Complementary Strategy Based Control Method to Quantify 

Various Difficulty Levels of Test Qu estions 

ZHANG KUi 

(College of Computer Science and Technology，Wuhan University of Science and Technology，Wuhan 430081，China) 

Abstract It is extremely important to auto-generation examination papers for high school，with the purpose of making 

examination normative and scientific．The average scores of students can be controlled by average difficulty level of the 

examination paper．However，how tO quantify various difficulty levels of test questions is a key step．Currently，a com- 

mon strategy is to adopt normal distribution to specify those numbers．After discretizing the normal distribution func— 

tion based on the difficulty factor，the probability distributions of various difficulty levels were obtained according tO 

symmetrical integral and a proportion error complementary method was adopted to reduce errors．According to the anal— 

ysis results in the auto-generation examination papers，the standard deviation of 0．2 is more suitable．In 1ast，the compu— 

ted numbers of various difficulty 1evels of test questions are listed in various tota1 questions．The result shows that the 

control method that use discrete error complementary strategy can control the quantity of various difficulty levels of test 

questions well and enable the strategy of auto-generation examination papers tO be effective． 

Keywords Auto-generation exam ination papers，Discretization，Error complementary method，Difficulty distribution， 

Norma】distribution 

1 引言 2 难度分布的研究现状 

目前 ，高校的试卷组织工作主要是人工组卷，其已越来越 

不能满足高校对试卷科学严谨、规范化的要求了。因此利用 

计算机来 自动组卷在高校的教学工作中呼之欲出。 

在 自动组卷中，必须合理地设计试卷中试题的难度分布， 

使学生得分很高或低 ，都是失败的。在经典测量理论中，试题 

的难度可以通过试题的得分率或失分率来衡量，本文以得分 

率来衡量。学生的平均分可以通过控制整份试卷的平均难度 

来确定 。也就是说，如果希望学生的平均分数是 60分，那么 

试卷的平均难度系数可以定为 0．6；如果希望学生的平均分 

数是 75分，那么平均难度定为 0．75。 

目前自动组卷的算法得到了很多的研究l1铘，但是在试卷 

中如何设计合理的难度分布，却没有得到足够的重视。因此， 

本文从这个角度来研究这个问题。 

从教育测量学角度来说，考生的成绩应大致呈正态分布， 

这是设计合理的难度分配的理论基础l4]。因此各种难度题目 

的数量也应该是呈正态分布的。试题难度一般用难度系数来 

表示，值越大表示试题越难。现实中，难度系数不可能表示成 

连续变化的实数，需要将难度系数进行离散化[5]。文献[6]将 

考试成绩作为正态分布的横轴，并将其平均分为 4个区间，分 

别对应 4种难度级别：O～25分对应难度 ‘难”，25～50对应 

难度 B；‘‘较难”，50~75对应难度 C(较易)，75～100对应难度 

D(易)。为了计算各个难度所对应的题量，分别在 4个区间 

做积分，算出其所对应的概率，即为各个难度在总题量中所占 

的比例。当平均分(即期望值)为50分、方差为1O时，算得的 

各个难度所占的比例为：难度A占35 ，难度 B占15 ，难 

度C占15 ，难度D占35 。但是这个结果显然与理论的 
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情况不符，如图 1所示。从图 1可以看出，0～25所覆盖的面 

积显然远远低于 25450所覆盖的面积。 

厂_ 
0．02 2 拉 l＼ l 

． L 一i 
期望值为 50，标准差为 10 

图 l 考试成绩正态分布概率密度图 

文献r 7]以试题难度作为正态分布的横轴，由于题 目难度 

和题目数量均不能为任意实数，因此不能直接利用正态分布 

的概率计算公式来求各种难度所占的比例。所以该文献以离 

散化方式求取难度级别所 占的比例 ，然后使用近似取整和修 

正算法求出试卷中各个难度所对应的题量。并以期望值为 

o．5、方差为o．3计算出各种难度的题量。正态分布表达的是 

以难度为参数的概率密度，但是该文献将概率密度作为概率 

直接求解，将概率密度和概率混为一谈 ，因此其缺乏数学理论 

的支持。 

基于上述算法存在的问题，本文提出了对以难度为参数 

的正态分布概率密度函数进行离散化，根据数学定义计算概 

率，然后进行误差补偿，以确定各种难度的题量的方法，并且 

以实验来比较、确定各种方法和参数。 

3 基于误差补偿和正态分布的题量控制方法 

若希望试题的难度呈正态分布，则难度 需要满足 

)一 1 
exp(一 _o_1，0·2，⋯ ’o．9(1) 

式中，难度 z由难到易分别取值 0．1～0．9，期望值 ／2即为平 

均难度 ，标准差 决定了分布的幅度。 越大，试卷难度越 

大； 越小，试卷难度越小。 越大。试卷难度越分散，抽中各 

种难度级别的可能性越均衡 ； 越小，试卷难度越集中，抽 中 

离期望值近的难度级别的概率远远大于离期望值小的难度级 

别。标准差分别为 0．1、0．2、0．3和 0．4时的正态分布曲线如 

图 2所示。从图 2可看出，当 一0．2或者 0．3时，试题难度 

分布比较合适，因为当 ado．2时，极难的试题和极简单的试 

题都不易被随机选中，而当 ≥O．4时，极难的试题和极简单 

的试题又太容易被随机选中。 

图 2 期望值为O．5，标准差取 o．1～O．4时的正态分布曲线 

3．1 难度概率的计算方法 

以难度作为参数的正态分布函数，离散化后，不能直接利 

用式(1)计算 l厂(z)的值来作为难度的概率。它们是不同的概 

念。由于难度的步长值为 0．1，因此根据计算概率的数学定 

义，可以在长度为 0．1的区间上对正态分布进行积分，所得结 

果即为各种难度对应的概率。 

积分区间长度为 0．1时，计算难度 z所对应的概率，可以 

有 3种求法 ： 
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a) (z)一l f(x)d：c，称之为向前积分； 

r 1 

b)p( )一 I _厂( )dx，称之为向后积分； 

r 05 

c)夕(z)一 I f(x)dx，称之为对称积分。 

3．2 基于误差补偿的各种难度级别所对应的比例 

离散化过程的误差主要来自量化误差与截断误差，分析 

如下： 

(1)形成序列的离散化过程产生截断误差。由于难度级 

别只取区间EO．1，0．9]的值，因此需要利用离散化数据窗对整 

个函数截取并抽样，得到近似的概率性序列 ，因此产生截断误 

差。 

(2)离散化步长导致的量化误差。函数离散化后 ，先要求 

出各个难度所对应的概率，才能根据这个概率来分配各个难 

度的题量。由于离散化步长值为 O．1，将连续的空间离散化 

成抽样的值，因此积分不可避免地带来量化误差。 

对随机变量离散化时，由于离散化区间长度有限，会出现 

“概率空间泄漏”，即离散化所得序列概率之和不等于 1。如 

果不进行处理，将导致后续序列运算时与实际结果间出现较 

大误差，因此序列离散化后，出现的误差需要进行补偿。文献 

[8]提出了两种补偿的办法，分别是平均补偿法和比例补偿 

法。 

平均补偿法是将泄漏部分的概率平均分配至原序列中各 

非零元素上。假设补偿后的难度级别概率为P ( )，则 
o．5 

1一 ∑ ( ) 

P (z)= (z)+——上三告L—一，x=O．1，0．2，⋯，0．9 

比例补偿法是将泄漏部分的概率，按照序列中各非零元 

素占序列各元素之和的比例加到各非零元素上，即 

户 (z)= (z)+ (1一琴． ( ))，z一0．1，⋯，0．9 
∑ ( ) 
0．1 

误差补偿后，∑ P ( )一1。 

3．3 近似取整和修正算法 

假设总题量为 n，则各种难度所对应的题量为： 

m 一L *P ( )+0．5j(L·J表示取整) 

近似取整后 ，由于存在舍入误差，必须加以修正。修正方 

法是 ：先求出误差，然后依次从平均难度开始向两侧难度修正 

题量，减少或者增加 1个数量，直到与要求的总题量一致。 

4 实验 

文献E93在考生分数呈正态分布 ，最高分≤98的概率为 

99．7 的假设下，提出了考分期望值的合理值域为[65，81]。 

基于这一理论，实验中将平均难度分别定为 0．65、0．7、0．75 

和 0．8。 

在提出的基于误差补偿和正态分布的题量控制方法中， 

如何选择合适的概率积分方法、如何进行误差补偿，以及如何 

确定标准差参数，是 3个关键技术，决定了提出的方法是否能 

够更好地满足试卷的难度要求。 

4．1 概率积分方法的选择 

实验方法：假设标准差为 0．2，不进行误差补偿，直接根 

据不同难度的概率求出难度 z的概率所占的比例，然后使用 

近似取整算法求出不同难度所对应的题量 ％ ，再计算 出平均 



难度，并与理论值做比较，求出相对误差。平均难度的计算方 

法是： 
0．9 

∑ xmx 

pjrut-- L一 

∑ ％  
z一0．1 

不同积分方法所对应的相对误差柱状图如图 3所示。每 

张图中列出了总题量分别为 10、2O、3O、60和 100时的结果， 

柱子从左到右分别对应向前积分、向后积分和对称积分。从 

图中可看出，大部分情况下对称积分产生的误差比其他的积 

分方法产生的误差都小，因此本文选择对称积分方法来做下 

面的实验。 

平均难度~o．65 口向前积分 口向后积分 口对嚣积分 

r  

国 Fli
： 

1O 20 30 60 10o 

(a)平均难度为0．65 

平均难度= 口向前积分 口向后积分 口对称积分 

F F 

： 

l{】 2O 30 60 IOO 

(b)平均难度为n7 

平均难度=o．75 a向前积分 口向后积分 a对称积分 

『 r 

1o 20 30 60 

(c)平均难度为075 

平均难度=0粤 口向前积分 口向后积分 

图 3 不同积分 方法所对应 的相 对误差 

4．2 误差补偿方法的确定 

误差补偿方法分为平均补偿和比例补偿。实验 中，标准 

差为 0．2，概率用对称积分计算。不 同平均难度的相对误差 

如图 4所示。每张图中列出了总题量分别为 10、20、3O、60和 

100时的结果，柱子从左到右分别对应平均补偿和比例补偿。 

从图中可看出，比例补偿后的相对误差 比平均补偿后的相对 

误差小。 

4．3 标准差参数的确定 

由前所述，标准差取 0．2或者 0．3比较好，文献r-63中的 

标准差取为 0．3，实验后发现，标准差取 0．2更好。实验结果 

如图 5所示。实验中概率分布用对称积分计算，通过 比例补 

偿方法补偿误差。平均难度分别取 0．65、0．7、0．75和 0．8。 

每张图中列出了总题量分别为 1O、20、3O、6O和 100时的结 

果，柱子从左到右对应标准差分别为 0．3和 0．2。从图中可 

看出，标准差为 0．2时，相对误差更小。 

平均难度：065 _平均补偿 _比例补偿 

10 加 ∞  60 

(a)平均难度为O65 

平均难度---0．7 -平均补偿 

10 20 30 60 100 

(b)平均难度为0．7 

平均难度~0．75 口平均扑偿 a比例补偿 

10 2o 3。 60 1o0 

(c)平均难度为075 

图 4 不同误差补偿方法所对应的相对误差 

平均难度=0．65 一标准差 00 a标准差 0皇 

i 
1O 2O 3o 60 100 

(a)平均难度为0．65 

平均难度砘 7 a标准差-'03 a标准差=n2 

L 

| 
l0 20 30 6o 100 

(b】平均难度为n7 

平均难度地 75 一标准差=03 -标准差 2 

| | 
l0 3。 6o 100 

(c)平均难度为075 

图5 不同标准差 所对应的相对误差 

4．4 不同题量下难度的分配方案 

在上述各个结论下，采用近似取整和修正算法，题量分别 

为 2O、30和 60，针对不同的平均难度，计算出难度 的题量分 
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配结果，如表 1所列。 

表 1 近似取整和修正算法对题量为 2O，3O，6O的难度分配结果 

总题数 
0．8 

30 

60 

结束语 利用正态分布来确定各种难度的题量是 自动组 

卷问题中的关键技术，应该引起教育工作者的重视和研究。 

学生的成绩呈正态分布，可以通过控制平均难度来控制学生 

的平均成绩。在各种难度的题量控制研究中，主要有 3个方 

面的研究内容：(1)难度不可能为任意实数，如何进行离散化， 

并以数学理论为指导计算各种难度的概率；(2)离散化后出现 

的误差如何补偿；(3)正态分布的标准化参数如何确定。以难 

度作为自变量的正态分布，离散化后，可以采用向前积分、向 

后积分和对称积分来求取各种难度的概率，其中对称积分所 

产生的误差更小。可以采用平均补偿和比例补偿方法来减少 

误差，其中比例补偿的效果更好一些。通过多次实验，我们发 

现在 自动组卷问题中，标准差 d取 0．2会使计算结果更接近 

理论值。 
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图 3 核函数k(x， )一(z· +1) 下在 XM2VTS上的识别率 

图4 核函数 k(x， )=exp(一-u_生 )下在 XM2VTS上的识别率 
v  

结束语 本文提出一种非参数核 函数 的判别分析方法 

(NPKDA)，它通过在类间离散度矩阵中加人一个权值函数， 

使得类间离散度矩阵由类中心构造而成而非所有训练样本， 

其 目的是为了更好地分析多个像素间的非线性相关性，从而 

有效地提取图像的局部特征并合理地利用各种不同类别的边 

界信息。该方法的实验结果表明，其识别率较原方法虽未有 

很大的提高，但算法的稳定性有所加强，且可避免使用繁琐的 

矩阵奇异值分解理论，一定程度上简化了分类器的设计。但 

由于 KDA仍然使用的是 Fisher判别准则，因此在分类率方 

面，其并不是一种最优的方法。而判定一种核方法的优劣，关 

键因素在于所选取的核函数，因此核函数的选取是鳃决此类 

问题的关键。核选取对 KDA的性能有较大影响。如何选择 

有关核函数 ，还需进一步的研究。 
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