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大规模数据集下谱聚类算法的求解 

史卫亚h 郭跃飞。 

(粮食信息处理与控制教育部重点实验室 郑州 450001) 

(河南工业大学信息科学与工程学院 郑州 450001) (复旦大学计算机科学与技术系 上海200433)。 

摘 要 谱聚类算法是一种流行的数据聚类方法，该算法使用特征分解技术计算邻接矩阵的特征解，但是在大规模数 

据集的情况下，因储存和计算的问题而无法进行求解。基于线性代数 中对称矩阵的性质，提 出使用邻接矩阵的每一列 

作为迭代算法的输入样本，通过迭代计算出邻接矩阵的特征解。所提算法的空间复杂度只有 0(m)，时间复杂度也降 

低为 O(pkm)。实验结果验证了算法的有效性。 
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Computation of Spectral Clustering Algorithm for Large-scale Data Set 
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Abstract Spectral clustering algorithm is a popular data clustering method．It uses eigen-decomposition technique tO 

extract the eigenvectors of the affinity matrix．But the method is infeasible for large-scale data set because of the store 

and computational problem．Motivated by the property of symmetric matrix，in this paper each column of the affinity 

matrix was used as the input sample for the iterative algorithm． The eigenvectors of the affinity matrix could be itera— 

tively computed．The space complexity of proposed method was only O(m)，the time complexity was reduced to 0 

(pkm)．The effectiveness of proposed method was validated from experimental results． 
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1 引言 

在统计机器学习、模式识别以及数据挖掘等过程中，聚类 

分析常用来发现数据分布规律和其中的隐含模式口]。所谓聚 

类就是把数据集合分成若干类 (或簇)，使得同一类 中的数据 

之间具有较高的相似度，而不同类之间的数据差别较大。常 

用的方法有K-means算法、EM算法等。谱聚类算法[2]是近 

些年出现的一类新型聚类算法，其思想来源于谱图划分理 

论[3 。与传统的聚类算法相比，它对不规则的误差数据不是 

太敏感，计算复杂度较小，而且性能也要好一些，近些年成功 

应用于机器视觉、图像分割等领域l4 ]。 

谱聚类算法将聚类问题转化为图的最优划分问题，计算 

过程中首先构造图并用邻接矩阵(或亲合矩阵)的形式表示出 

来，然后对该矩阵进行特征分解求得其特征值和特征向量，进 

而选择合适的特征向量对这些数据点进行聚类。该算法的空 

间复杂度和时间复杂度分别是 O(m )和 O(m。)，其中 m是数 

据集样本的数量。尽管算法很简单，但是随着样本数量的增 

加，在大规模数据集的情况下，由于存储空间的限制，普通计 

算机上实现谱聚类算法变得不可行。 

为实现大规模数据集情况下谱聚类算法的求解 ，许多作 

者提出了解决方法。文献[6—8]提出分割原数据集，即通过分 

割来减少构造谱图的节点数目。在分割过程中，一般先对大 

规模数据集进行预处理，常用的方法是先利用 K means方法 

聚类数据集 ，然后取每个聚类的中心作为该聚类的代表点，最 

后将全部聚类中心的代表点作为谱图的节点，这样可以较大 

程度地减少邻接矩阵的大小。文献[9，10]提出使用线性代数 

中秩近似的思想 ，即从数据集中选取部分数据点，利用这些数 

据点形成邻接矩阵，特征分解该矩阵可得到其特征向量，进而 

使用 Nystr6m近似可以求解原矩阵的特征解。 

我们曾提出一种求解大规模数据集的核主成分分析方 

法|1 。本文中扩展该方法来实现大规模数据集情况下的谱 

聚类算法的求解。主要思想是利用线性代数中对称矩阵的性 

质，首先使用初始的邻接矩阵创建一个新的矩阵。因为新构 

成的矩阵和原先的矩阵具有相同的特征向量，所以我们可以 

计算新矩阵的特征向量，通过分析协方差矩阵的性质，可以把 

邻接矩阵的每一列看成迭代算法的输入样本。这样经过若干 
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次迭代后，可以求出邻接矩阵的特征值和特征向量。所提出 

的方法不需要事先存储邻接矩阵，空间复杂度从O(m2)减少 

到 O(m)。更为重要的是在处理大规模数据集情况下，传统 

的特征分解技术无法使用，文中提出的方法仍然可以较好实 

现数据聚类。在人工合成的数据集以及真实的数据上进行的 

实验，充分验证了该算法的有效性。 

2 基于迭代的谱聚类方法 

2．1 谱聚类算法回顾 

谱聚类算法的实现基本过程可以大致概括如下： 

1)根据样本数据集构造一个图，图的每一个节点对应一 

个数据点，点和点之间用边连接，并且边的权重用于表示数据 

之间的相似度。这个图可以用邻接矩阵的形式表示出来，记 

为w，其每一个元素为边的权重。 

2)把矩阵w 的每一列元素加起来得到m个数，把它们 

分别放在mX 的矩阵的对角线上，其他位置元素都是零，记 

该矩阵为D。并令L=D—w。 

3)利用特征分解方法求出矩阵 L的前k个特征值{ ) 

以及对应的特征向量 { ) 。 

4)这 k个特征 向量组成一个优×k的矩阵，其中每一行 

可看作 k维空间中的一个向量 ，最后使用 K-memns算法对这 

m个向量进行聚类。 

很多作者提出了不同的谱聚类算法，其主要区别在第 3 

步，例如文献[4]取第二小的特征值和对应的特征向量，文献 

[12]按照特征值的大小从大到小的顺序取前 k个，⋯等等。 

本文利用文献[12]提出的N]W方法实现数据的聚类，其它谱 

聚类算法也可以利用文中方法类似实现。 

2．2 提出的方法 

本文所用方法的主要思想来源于线性代数的一个基本定 

理。下面首先给出该定理的简要说明。 

定理 1 矩阵 H和 H 具有不同的特征值和相同的特征 

向量。 

证明：假定 和cu分别是矩阵 H 所对应的特征值和特征 

向量，有 

H∞一 (1) 

H ∞一HH∞一 Hw= ∞ (2) 

从式(1)和式(2)可知，矩阵 H2所对应的特征值和特征 

向量分别为 和 ，即矩阵 H 和 H 具有不同的特征值，和 

相同的特征向量。 

因为邻接矩阵L是半正定的，具有 L=L 的对称性质， 

所以首先构造一个新的矩阵，该新矩阵定义为 G—L*L = 

。 根据前面所介绍线性代数的定理，新构造的矩阵 G与原 

邻接矩阵L具有不同的特征值Ac和 ( =( )。／m)和相 

同的特征向量{UG}：{UL}。 

进一步推导 G=L*L：r—L。可得： 

f z11 ⋯ z1 ]f zl1 ⋯ zl埘] 

G=LL =j； ‘． ；J I； ‘． ；I 

l 1 ⋯ Z—J【 1 ⋯ Z—J 

=(L(∞ )，⋯ ，L( ))(L(x1)，⋯ ，L( )) 

= EL(x1)L( ) (3) 

式中，L(xi)一(f1 ，Z ⋯，k) 。分析 G的组成，可以把该矩 

阵看成是 个数据L(xD组成的协方差矩阵。由于 L(五)是 

由某一个数据xi与其它m个数据之间的相似度构成，这样 

在实际计算中，只需事先把 m个数据储存起来，对于每一个 

样本数据xi，计算它与这m个数据之间的相似度进而得到L 

(矗)。然后把矩阵L的每一列L(≈)作为迭代算法的输入样 

本 ，经过若干次迭代后可以得到矩阵 G的特征解。 

2．3 迭代算法分析 

由于传统的特征分解方法在计算过程中事先需要存储特 

征矩阵，其计算空间复杂度和时间复杂度分别是 O(m )和0 

(m3)，其中 是数据集样本的数量。当样本数量大的时候需 

要非常大的内存。一些迭代方法(GHA[ ，APEXE“ )先后 

被提出，用来解决这个问题，这些方法还可以应用到实时数据 

处理中。但是这些计算方法收敛速度较慢。文献[15]提出了 

一 种增量的协方差无关的方法(Candid covariance-free incre～ 

mental principal component analysis CCII)CA)，该方法利用统 

计学上的效能估计概念，相比其它迭代方法，其收敛速度更 

快，计算复杂度更低。因此我们选用 CCIPCA作为文中求解 

过程中的迭代算法。 

2．4 实现过程 

下面具体给出使用迭代方法 CCIPCA求解邻接矩阵 L 

特征解的详细算法过程。新构造的特征矩阵G的特征值 c 

和特征向量{UG}符合下面的公式 

( )= GUo—GUo (4) 

式中，oJ(n)是在第 时刻估计的特征向量，根据式(3)可以把 

{L(x )，⋯，L(xm))视为新的“输人样本”，这样依次将样本L 

(麓)输入到迭代算法CCIPCA中，因此在第 时刻所估计的 

第 i阶特征解 cc， ( )可以推导如下： 

( )=GUc 

一

’ 一 

~0i!~ (￡一1’L 一 i(xt)LT(xt) 
，一1 ll m 一 』， ll 

—  1 n --1L ( )L7( 1厂 + L ( ) 一_=- f( ( ) + L ( )L 
1 Il蛳 ～ 1 ll 

，  、 ( 一1) 

1r 研  

= (n-I)+I L )口 ( ) 
ll“ 一 上 l】 

(5) 

式中，厶(xD是在≠时刻计算第i阶特征解时的输入样本。其 

它对应的高阶特征解可以使用残留的数据样本向量计算得到 

(残留的数据样本向量是使用数据样本向量减去其在低阶特 

征向量上的投影(L1( )一L( ))： 

Li+l(Xn)一Ll(岛)一L( )T 黼 (6) 
这样通过迭代计算就可以得到各阶特征向量和特征值。 

在得到特征向量 ( )后，容易计算出矩阵G的特征值 。= 

【l Il和特征向量ulG= ／Il∞ 

迭代过程的算法概括如下，其它步骤和谱聚类算法的具 

体实现过程相同： 

1)使用邻接矩阵的前 k列{L(x1)，⋯，L(xk))初始化需要计算的前 k 

阶特征向量 

2)for Iteration= 1：P 

3)fort一1：m 

3．1)L1(X￡)=L(xt) 

3．2)For i一1，2，⋯⋯，min{k，m} 

a)If i=m，o)i(t)一Li(xt) 
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(b)使用式(5)和式(6)计算前 k阶主成分 

4)输出特征值 和特征向量{UG) 

2．5 算法的空间和时间复杂度分析 

在文中给出的算法的计算过程中，不需要使用传统方法 

对矩阵L特征分解。而是在每一步处理样本 L(z{)，其空间 

复杂度只有0( )。因为文中算法使用CCIPCA算法进行一 

些迭代，总的时间复杂度为O(pkm)，其中P，k，m依次表示迭 

代次数、特征向量数目和总的样本数。在大规模数据集的情 

况下，迭代次数和所提取特征向量远小于样本的数目，因此文 

中算法的时间复杂度也大大降低。 

3 实验结果和讨论 

为验证文中算法的有效性，我们使用标准的 NJw 算法 

和提出的方法分别在模拟数据和真实的大规模数据集上完成 

实验，以验证算法的可行性。 

3．1 模拟数据 

首先我们随机产生一个 100×20的矩阵，分别利用特征 

分解方法和提出的方法计算其特征向量，并利用其前 1o个特 

征向量重组原矩阵，重组误差公式为：l】X～w WX ll ，其中 

I}·『1F表示 Frobenius模，X表示模拟产生的随机矩阵，w 

为一个1O×100特征向量矩阵，其每行为计算所得的特征向 

量。表i给出了其重组误差：从结果可以看出，所提出的方法 

可以得到与特征分解方法几乎接近的效果。 

表 I 使用前 lO个特征向量计算的重组误差 

接着随机产生3类数据，其中心分别为[～1，o]，[2，5]和 

[5，1]，每个类有700个样本，并且符合均值为0、方差为 1的 

高斯分布。利用 NJW 算法和提出的方法进行计算 ，得到的 

分类结果见图 1。从图中可以观察到，经过若干迭代后，所提 

出的方法可以得到与采用标准NJw算法完全相似的聚类结 

果，这也表明所提出的方法得到的特征向量较好地收敛到标 

准 NJW算法产生的特征向量。 

图 1 使用特征分解方法和所提方法得到的聚类结果 

3．2 真实数据 

我们使用 3类大规模数据集来验证所提算法的有效性 ， 

这些数据集来源于uCI机器学习库，数据集的基本特征概述 

见表 2。由于这些数据集的样本数量都很大，因此所得的邻 

接矩阵也非常大，在一般的计算机上无法完成矩阵的特征分 

解。我们使用提出的方法完成谱聚类。为了说明所提算法的 

有效性 ，我们也采用 K-means聚类和基于 Nystr6m的谱聚类 

算法在相同数据集上完成实验，进行对比。 
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表 2 实验中使用的数据集 

所有数据实验前都进行预处理，确保每个样本特征的均 

值为0，方差为1。实验中邻接矩阵计算过程中带宽的确定使 

用交叉验证的方法，搜索范围为[O，200]，步长为 0．1。聚类 

的精确性通过计算正确分类数量进行衡量。所有的实验都进 

行 50次，最后给出的是实验的平均结果。表 3给出了使用 

K-means聚类、基于 Nystr6m的谱聚类和所提方法在 3类大 

规模数据集上分别进行实验所得到的分类率。从结果可以看 

出，基于Nystr6m的谱聚类和所提方法的聚类准确度都优于 

K-means聚类，而且我们提出的方法在 3种方法中性能有较 

好的改善。 

表 3 使用不同方法得到的分类结果( ) 

结束语 本文提出了大规模数据集的情况下谱聚类算法 

求解的一种有效计算方法。其基于线性代数中对称矩阵的性 

质，不像传统方法那样特征分解原邻接矩阵，而是用邻接矩阵 

的每一列作为迭代算法的输入样本，通过迭代计算其特征解。 

这样可以有效解决传统特征分解方法在大规模数据集的情况 

下无法计算的问题。文中方法的空间复杂度降低为 O(m)， 

其相应的时间复杂度也降低为 O(pkm)。而且当样本数目非 

常大时，文中方法仍然可以完成对数据的聚类。 
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为 。 

在 MATLAB命令窗口输入如下的程序代码 ： 

z一[6 20 40 71 103] 

— E3o 61 93 124 156] 

hold on 

[p2，s2]=polyfit(x， ，2) 

p2= --0．0069 2．0024 20．9692 

s2=R：E3x3 double-] 

df：2 

nOrlTIT：6．8271 

y2=polyval(p2，x)； 

[p4，s4]=pol~it(x，Y，4) 

p4— 0．0000 0．0000—0．0218 2．7563 14．2381 

s4=R：[5x5 double] 

df：0 

normr：6．0292e--014 

y4=polyval(p4，x)； 

plot(x，Y， ro ) 

plot(x，y2， g一 ) 

plot(x，y4， m一一 ) 

Mabel(‘x’) 

ylabel(‘y’) 

legend( 原始数据 ， 2次拟合 ， 4次多项式拟合 )[ 3]； 

图 3所示为拟合 的多项式的曲线 图像，‘o’为原模型， 
‘ 一

’为 2次多项式模型，‘一一’为 4次多项式函数模型。s4 

的均方误差为norrnr：6．0292e--014，s2的均方误差为 normr： 

6．8271，s4的均方误差小，说明提高多项式的次数可以提高 

拟合精度，图 3中4次多项式曲线拟合最优[“]。 

图 3 “论文被引频次”的多项式曲线拟合图 

我们再在 MATLAB中用图形用户界面进行 曲线拟合。 

操作如下： 

①在命令窗口中输入要拟合的数据，用 Plot画图； 

②在 Figure窗口选中Tools菜单的 Basic Fitting选项； 

③在 Plot fits复选框中选择 linear、quadratic、4th degree 

polynomial选项，进行线性、2次和 4次多项式的拟合 ，窗口右 

部分为图像和均方误差信息。 

命令行拟合和图形界面拟合的结果如图 4所示。 

图4 对原始数据进行命令行拟合和图形界面拟合的结果 

结束语 本次研究说明针对被引频次这一网络信息计量 

指标，布拉德福定律仍然适用，证明了此研究是可行的。由于 

网络结构的复杂性和易变性，需要将数据进行深加工，找出其 

特有的共性，构造 出适用于网络计量学本身 的、通用 的模 

型 1̈ ，相关研究在国内尚不成熟，还有很长的路要走。 
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