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开放量子系统状态最优跟踪控制的研究 
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摘 要 利用Liouville超算符变换方法，对伴随着耗散的开放量子系统状态演化的方程进行精简，并在最优控制的 

基础上，利用随时间变化的密度函数来设计性能指标，提 出了一种高效的单调收敛的最优跟踪控制方法。此方法可以 

使系统在实数空间中沿给定时间变化的轨迹运动，并控制其随时间变化的布居数。同时，在 MATLAB环境下以两能 

级开放量子 系统为例，对这种方法进行 了实验仿真，分析 了不同惩罚因子 的变化与选取对系统性能的影响。 
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Abstract In order to controll the open quantum systems with dissipation，we simplified the process of treating th the 

dynamics of open quantum systems using Liouville superoperator fornx For this system，we proposed an efficient，mono- 

tonical convergent optima1 tracking control method according to a specia1 performance indicator which was designed 

based or／the optimal control theory and the time-dependent density．This method Call drive the time-dependent density 

along a given time-dependent trajectory in real space and control the time-dependent occupation numbers．We simulated 

the control process in M_ATLAB，and analyzed the influence of different penalty Ncmrs on system perform ance． 
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1 介绍 

量子控制是将经典控制理论和现代控制方法应用于量子 

系统上，实现对量子系统状态的操控。根据控制的不同目的， 

量子控制论可大致细分为反馈控制Ⅲ、最优控制 。 和跟踪控 

制U,8]等。量子最优控制就是确定控制场从而使选定的性能 

指标最优，早在 2O世纪8O年代中后期就受到了研究者的重 

视，1988年Rabitz等L9]对量子系统最优控制问题解的存在 

性、数学近似处理方法和最优控制的应用做了详细的论述，为 

量子系统最优控制问题的研究奠定了基础。随后，科学家们 

将量子最优控制理论应用到不同的化学、物理系统的控制中。 

通常，一个量子最优控制问题包括目标函数的选择和最优控 

制解的求取两个最重要的步骤。 

到目前为止，大多数研究者选取的控制目标函数都是与 

时间无关的。例如，文献El0]提出以欧拉—拉格朗日方程来确 

定控制场包络线的算法，此算法适用于非常简单的量子系统； 

文献Ell，12]中提出跟踪控制算法。这种算法在理论上取得 

了巨大的成功，但其本身存在着难以克服的困难：必须有一个 

给定的路径，且此路径要能在实际中利用激光场实现，否则会 

导致在控制场中出现奇点。在实际中，需要靠直觉来给出一 

个期望路径，但此期望路径很难给定。 

基于文献ElZ，13-1对封闭量子系统讨论的结果，本文进一 

步研究和挖掘这一思想在开放量子系统中的应用，提出一种 

新颖的最优跟踪控制(Optimal Tracking Control，简称OTC) 

方法。此新方法针对开放量子系统，利用随时间变化的控制 

目标函数找到沿预先定义的轨迹尽可能接近的最优控制场， 

即，实际的路径能实时最优跟踪期望轨迹。这种单调收敛的 

新方法与文献[1O]和文献Ell，12]两种方法的区别在于；此方 

法不仅仅适用于两能级系统，且在选择合适控制目标时也不 

需依赖于人的直觉。 

本文第2节是建立伴随耗散的开放量子系统的动力学方 

程；第3节引人最优跟踪控制策略；第 4节在MATLAB环境 
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下利用最优跟踪控制策略对开放量子系统进行系统仿真及分 

析，考察惩罚因子 取值与控制时间t的长短、布居数转移概 

率的大小的关系；最后是总结。 

2 开放量子系统的动力学方程 

封闭量子系统不再处于理想的绝对零度，或与外界环境 

等有了相互作用时，就成为一个开放量子系统。其模型与封 

闭量子系统遵循的 SchrSdinger方程密切相关。一般认为开 

放量子系统模型是在 Schr6dinger方程的基础上增加了耗散 

项。 

系统与环境相互作用时，会发生两类耗散：相位松弛和布 

居数松弛。由此，相位松弛和布居数松弛改变了系统的状态 

演化： 

(￡)=一÷[H，lD(￡)]+LD[P( )] (1) 

式中，LD[1D(￡)]是由松弛速率决定的耗散(超)算符。耗散 

(超)算符的第二种标准型为 Lindblad首先给出的耗散动力 

学生成子的标准型： 

1 N2—1 

LD[10( )]一专暑 ([ lD(z)， ]+[ ，ID(￡) ])(2) 
J一  

M 

系统的总哈密顿可以分解为：H一／40+∑ (z) ，此 
， = l 

时，受控耗散系统的动力学方程_1 ]可写为： 
· · M 

( )：一÷[H0，ID( )]一-V ∑ 厶[ ，P(￡)]+LD[10(￡)] 

(3) 

开放量子系统状态的演化微分方程(3)是一个复杂的矩 

阵微分方程，因此很难求解出系统状态的表达式。为了简化 

式(3)的求解，按列堆垛，将 N×N的密度矩阵lD(z)重写为 1 

×N2的列向量，记为Il0(￡)>>，取 一1，则式(3)可写成下面 

Liouville超算符形的形式： 
J 

lP(￡)>>一(一也H+LD)IP(￡)>> (4) 

式中，L 和L。分别为表示动力学的哈密顿部分和耗散部分 

的N ×N2矩阵。 

3 最优跟踪控制策略 

量子最优控制是量子控制的重要方向之一，通常是选择 

一 个恰当的目标函数，通过求解目标函数的极值来获得最优 

控制解。在经典最优控制理论中，一般选取量子系统的激发 

态作为期望态 ，它是与时间无关的常量。若考虑对控制场 

能量的限制，则系统的性能指标可以设定为被控状态到达目 

标状态的期望值，即： 

J=Re[Tr{’ Pc)]一a I 7[￡(￡ )一eo(￡ )]2dt 、(5) 
J U 

式中，参数a反映控制场的权值大小，￡(￡)代表最优控制场， 

( )代表初始控制场。由式(5)可知，性能指标 J的物理意 

义取决于期望状态的选择。 

在本文中，我们提出一种新的单调收敛的最优控制方法， 

通过此方法可以使量子态尽可能接近沿预先定义的随时间变 

化的期望轨迹运动。我们把此新方法定义为最优跟踪控制 
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(Optimal Tracking Control，简称 OTC)方法。 

OTC方法是一种在最优控制思想的基础上，利用与时间 

相关的期望密度矩阵 (z)：(a2 620( )(满足n (z)+ 
62(￡)=1)，选取与时间相关的期望值函数 Re[Tr{ ( ) 

}]，求取系统性能指标最优的控制方案。也就说 OTC方法 

只要在容许控制场里给定一个与时间相关的期望值密度矩阵 

胁 (￡)，就可以根据开放量子系统状态的演化微分方程(4)求 

出最优控制场，使得系统状态布居数的变化尽可能接近期望 

值密度矩阵。由此，经典最优控制理论中的性能指标就改为 

下面的形式： 

J=Re[Tr{p~,(f) pc}]一ol。 [￡(f )一￡0(￡ )] dt (6) 

式中， 为开放量子系统的实际量子态。 

4 数值仿真与分析 

d  
ID(z))>：(一{LH+LD) )>> (7) 

r—y21 缱一 一如一 yl2 ] 

c ⋯  =I 2 芸 l 
令父( )：(一iLn+L。)，则方程(7)可以变成 Ip(z)>>=公 

一 ，GA( AI4× (8) 

4．利用 ．，：Re[n { (￡) )]一 [e(￡，)一 
J 0 

5．利用 i巨( )>>一(一 LH+L。) i巨(￡))>，求I岔 

e。州 )： ∽ + hn[n ∽ l I I 



4．2 算法与分析 

在 MATLAB环境下用式(7)所描述的二能级开放量子 

系统的Liouville超算符形求解系统状态，利用如上所写的仿 

真步骤，对系统状态的演化过程进行了控制系统的仿真实验。 

在系统仿真实验中，我们着重通过调节控制场的惩罚因子 

来考量系统的布居数转移概率的大小。仿真实验中，采样周 

期设为 At=0．01。在满足 a。(￡)+62(f)一1的前提下，选定与 

／sinz(“ ) 0 、 

时间相关的期望矩阵 (f)一【 、 J。 、 0 
COS‘(rot) 

为了说明惩罚因子 a取值对于布居数的影响，我们绘制 

了不同 a取值时的布居数转移曲线 ，如图 1所示。其 中，a选 

取了 0．01，0．1，1，5不同的 4个值 。 

(c) 一1 

粪一  

一  
图 1 不同 a取值情况下，布居数转移概率彻 和 随时间变化的曲线 

从数值仿真曲线中可以看出以下几点：1)惩罚因子 a越 

小，控制性能就越好，布居数转移率的跟随性能越强。特别是 

当 取 0．01时，布居数转移曲线与越接近期望的转移轨迹几 

乎一致；2)随着惩罚因子a的变大实际转移率曲线出现了“突 

变点”，并且惩罚因子的值越大，“突变点”的变化越明显；3)惩 

罚因子 与布居数最大时的最短时间有关，随着 a变大，最短 

时间从 a=0．01时的 7．89s变为 a一5时的 5．93s。 

根据惩罚因子和性能指标之间的关系，利用仿真实验绘 

制了性能指标从0到1时，惩罚因子a的变化情况，如图2所 

示。在最大的控制场内，随着惩罚因子 a的变大，系统性能变 

差 ，最优化后的轨迹越来越偏离期望的轨迹。 

penalty 

性能指标】 

图 2 惩罚因子a与性能指标的关系 

结束语 本文对利用 Liouville超算符变换后的开放量 

子系统 ，以系统被控状态到达随时间变化的目标状态的期望 

值为性能指标，进行了系统仿真实验，讨论了系统的最优跟踪 

控制性能。通过实验结果可以看出，采用本文所提方法对两 

能级开放量子系统的状态进行跟踪控制，惩罚因子o／越小，性 

能指标越好，跟踪控制效果越明显，布居数转移率越接近 1， 

得到的状态转移结果越理想。另外，当惩罚因子 超过 1时， 

布居数转移率曲线会出现“突变点”，即，惩罚因子 过高使得 

布居数转移变得不可控。 
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