
第40卷 第 12期 
2013年 12月 

计 算 机 科 学 
Computer Science 

Vo1．40 No．12 

Dec 2013 

细胞钙振荡模型的 Hopf分岔与计算机仿真 

左宏坤 季全宝 周 毅 

(淮南师范学院数学与计算科学系 淮南232038) 

摘 要 利用中心流形定理和分岔理论，研究了 Borghans-Dupont模型平衡点分岔现象，揭示了钙振荡现 象发生机 

理。通过对系统分岔现象的理论分析 ，不仅证明了Hopf分岔的存在，而且也说明了振荡现象产生和消失的主要原因 

来源于两个分别为超临界和亚临界的Hopf分岔。利用计算机仿真，绘制了系统平衡点分岔图、相图与时序图，验证 

了理论分析的正确性。 
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Abstract The bifurcation mechanisms of the Borghans-Dupont model of calcium oscillation were investigated．By apply- 

ing the centre manifold and bifurcation theory，a theoretical anal~is of bifurcation in this model was first performed． 

The results not only exhibite the Hopf bifurcation but also show that the supercritical Hopf bifurcation and the subcriti— 

cal Hopf bifurcation play a great role in the calcium oscillations．Our computer simulations，including the bifurcation dia— 

gram of fixed points，the bifurcation diagram of the system in two dimensional parameter space and time series，have 

been plotted in order to illustrate the correctness of the theoretiea1 and dynamical analysis． 
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1 引言 

细胞的钙离子(Ca )振荡在细胞生理活动的过程中起 

着调控的核心作用，它维持着细胞膜两侧的生物电位与正常 

的神经传导功能，例如在不同神经元、胰腺p细胞和肝细胞等 

的活动变化中，均有钙离子参与活动。研究也表明与钙离子 

振荡相关的生物信息是一类编码，不同的振荡可导致不同的 

生物信息编码，一些研究也强调了这类信息编码的重要性，而 

且不同种类的振荡可能进一步改变人们对细胞钙离子信号的 

理解，特别有助于对细胞耦合及同步现象的研究。从这点上 

来说 ，分析钙离子振荡的不同类型就显得尤为重要。 

长期以来，国内外许多学者用快慢动力学的方法研究了 

钙离子的振荡行为，揭示了生物细胞系统中钙离子振荡行为 

的复杂的动力学本质，进而认识其产生的生理机制和产生的 

根源。除了大量 的生物细胞实验结果之外，国际上 Gold- 

beter、Kummer及 Borghans[ 3]等一大批生理科学家对各种 

理论模型进行了数值仿真及理论探讨，发现了丰富的周期、拟 

周期、混沌等振荡模式，以及各种振荡模式的转换方式。 

Borghans、Dupont和 Go ldbeter基于产生复杂钙振荡行为的 

不同机理也给出了3类模型[4]，这些模型能够很好地模拟细 

胞内钙离子丰富的振荡形式，因此得到了非常广泛的研究，但 

此类文献多以实验和数值仿真为主，很少从理论上分析钙振 

荡的原理。文献[5—8]分别利用中心流形方法和微分方程定 

性理论，从理论上分析了几类不同模型的动力学行为。本文 

以Borghans-Dupont钙振荡模型为研究对象，通过选取忌 为 

分岔参数，利用分岔理论_9 妇分析了模型平衡点的存在性、数 

目、类型及其稳定性，并运用中心流形定理，讨论了平衡点的 

分岔情况，从理论上证明了钙振荡现象的存在，并说明了它们 

产生和消失的原因。 

2 Borghans-Dupont钙振荡模型 

Borghans和 Dupont基于钙触发钙振荡 (CICR)机理，对 
一 类非兴奋型细胞特别是上皮细胞和肝细胞进行了研究。在 

实验的基础上建立了能够模拟细胞内钙离子浓度振荡的数学 

模型，即 Borghans—Dupont模型，具体描述如下： 

＼ 挚一j +j 一j吣 +j 一j I ‘ 

{ 一．，删一‘『 一J (1) I ～ 

l 一JA--JD--J 
式中， 为胞液中的自由钙离子浓度， 为内质网 (ER) 

中的自由钙离子浓度，IP3表示胞液中的 浓度；J 是胞 
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外进人胞液的钙流，J鼬为内质网中泄漏的钙流，J删 表示胞 

液中被泵入内质网的钙流，．， 是从胞液流出的钙流，JA、Jc 

和J。分别表示 。的合成和降解率，满足如下关系： 

-， 一忌 1’rtk~2,．，删  k～  Ca  

十

~'面
，J 一‰ Ca聊， 

Jleak ·者‰·者 ，J = 
是 ， 

．，n—r·忌 ，J。一是 了 } · 4 4，Jc：e·IPs 
模型中各参数取值如下： 

忌鼬 一 19．5tLM ·min_。，kp一 2．5tLM ·rain- ，ka一 8O M 

·min- ，ks： lmin～ ，K2— 0．1 M ，Ka一 0．4tLM ，Ky一 0．2 

，K2=O．3tLM， =0．1 ，Kd一0．4 ， =6．5 · 

min- ，五砒一 1 vI·min- ，愚 =2gM ·min- ，e O．1，r=l。 

为了讨论方便，令 

X~---Ca ， —Ca  ， —IP3 

在下面的分析中，讨论随着参数 变化，系统平衡点的 

存在性、数目、类型和分岔情况。 

3 平衡点稳定性与分岔分析 

3．1 平衡点的存在性与稳定性 

由分岔理论可知，模型 (1)的平衡点满足以下方程： 

r k 2 一r·k 1 

l — 

．』面k~+px 2--k／y-一 硒一o 

l r‘ 一e。 一 等 ÷ 董塞 一。 l 矗 (群+ )·( 丝 +K刍 
＼ ，‘ 

(2) 

令勘，Yo，zo为式(2)的根，做以下变换 

则模型 (1)可写为 

dXl
一  (z1， ， ， ) 

(it一，2( 1， 1，zl，忌一) (3) 

dz1
一  ( 1，21，‰ ) 

这里 

f~=yot 一是 (Xot 一艺 车 + 
： !墅±垫2 l ± 21 1垫±垫2： 上 

((莉+丑) +o．0081)((yo+y~)。+0．o4)((zo+zO +O．0256) 。 

f 
6．5(xo+X1)。 

。 (xoix1)2+0．O1 

： !垫±垫2：! ± !! ±垒2： 一 
(( +xO +0．oo81)((yo+yO +O．04)((zo+zO +O．0256) 

yl——yo 

，3=z．s—o． 一 } 毫 登 一 
0．1zo 

则(O，O，O)为模型(3)的平衡点，它与模型(1)平衡点有相 

同的特征，我们可以计算模型 (3)的 jacobian矩阵 A一 

( >。 。，?兽到对应的特征 程 ： 

。+Q +Q．=l+Ql—O 

这里 

Ql一一(m1+1222+a33) 

Q 一口l】G22+alln33ta22C~33--a13~31--a12a21--a32a23 

Q 一口31 13a22+口12a21a33+G32a23GII--allG22a33一 

口12a23G31-- a13a21口32 

在以上分析基础上，应用微分方程定性和稳定性理论可 

得以下结论： 

(1)当1<忌 <9．77129，系统(1)仅有一稳定的平衡点； 

(2)当五 =9．77129时，系统(1)有一非双平衡点； 

(3)当9．77129<k~<18．38928时，系统(1)有一鞍点； 

(4)当忌 一18．38928时，系统(1)有一非双曲平衡点； 

(5)当 >18．38928时，系统(1)有稳定的平衡点。 

3．2 平衡点的分岔 

当愚 =9．77129，平衡点O1一(0．3070，1．6687，0．3684)， 

令 一忌 一9．77129，则模型 (1)可写为： 

一  ( ，Yl， ， )，警~f2(．T1，Yl，劫， 、  

， 
(4) 

： 厂3( Y ， =0 

0 (0，0，0，O)为模型(4)的平衡点。模型(4)的特征根为 

一 -- 0．2460， =22．4807i，￡=--22．4807i，矗=O (5) 

令 

这里 

1 

1 

1 

U一 

一 U 

S 

— O．0528 

一 O．9983 

0．0528 

0 

则模型 (1)化为： 

这里 

●  

z‘ 

● 

● 

●  

— O．5237 

0．6226 

0．4178 

0 

一 O．2460 

O 

O 

O 

叫  

+ 

gl 

g2 

g3 

g4 

0．2276 

0 

0．3343 

O 

0 

O 

一 22．4807 

O 

0．0233 

0．6698 

一 O．0467 

0．7407 

O 0 

22．4807 0 

O 0 

0 O 

(6) 

g1=O．6698s—o．9983“+o．6226 一 ： 一 

(O．7407s+9．771219)~+ 

雨丽— 慧 再 +4．6687 t0 0256) 0081) ( +． ( +O． ( +0．O4)⋯ 
0．2460u 

一

o．9983“一 o。6698 — o．6226 + 6干．而5d 一 

而 丽  丽  _1．6687一 ( +O
． O256)( +O．OO81)( +O．O4) ⋯ ⋯  

22．4807w 

． 9 Q ． 



ga一 0．00467s一 0．00528u一 0．04178v一 0．03343w 一 

8O 

(a{+0．0256)( +1) 

g4一 O 

+2．46316+22．4807v 

一0．2276w+0．O233 —0．0258u--0．5237v+0．3070 

一 O．0528u--0．0467s+0．4178v+0．3343w+0．3684 

一0．6698s--0．9983u+0．6226v+1．6687 

利用中心流形存在理论，式(6)存在下面的中心流形： 

W (o1)：{(“， ，叫，s)∈R I“一h(v，叫，s)，h(O，0，O)一 

0，Dh(O，0，O)：0} 

这里令 

h(v，W，s)一口 + +cs2+dvw+evs+fws+⋯ (7) 

利用中心流形近似计算，得到以下结论： 

n一 一194．7326072，6： 38．04640935，c一 一 1．069677951， 

一 一 33．55929729，P=28．60687258，厂一一1．702404224 

(8) 

则可得系统(6)的中心流形为 

(二)一(一 ．04 。 2。 8。 )(二)+( ：：：) 。 
这里 

( ，叫)一一194．4015618-d+37．98173045 一 

22．50224649vw+⋯ 

严( ，训)：1．028188166 --0．208850414~ + 

0．1771930897vw+⋯ 

而且由Hopf分岔判定定理，得 

{( +^一+ + ～)+= [ ( + 

)一 ( + )一 + ])l(o，o)= 
— — 31．27555498d O 

l(oIoI o．3799797148~0 

利用分岔理论，得到以下结论： 

结论 1 当点 一9．77129，系统(1)在平衡点01出现超临 

界 Hopf分岔。当‰ >9．77129，平衡点O 失去稳定性，而且 

系统(1)将出现围绕O 区域的极限环，并产生振荡现象。 

当忌 一18．38928，平衡点 02一(0．1631，3．1630，4． 

4823)，类似k 一9．77129的分析，可得到中心流形： 

(三)一(4．20。 一4‘ 。 )(二)+( ： ；) 
这里 

( ，训)：0．00001511294889-d+1．00161091121 一 

0．0001047764349vw+⋯ 

(口，叫)=--0．001511294889 一1．61091121 + 

0．1047764349vw+⋯ 

而且 

去{( + + + )+ [ (A+尸删)一 
( + )一， 1 2+ ]}l(0f。)一 

0．004763424481> O 

l(o10I。)一 0．1590980616~0 

利用分岔理论，得到以下结论： 
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结论 2 当忌 =18．38928，系统(1)在平衡点 02出现亚 

临界Hopf分岔，当‰ >18．38928，平衡点02变得稳定，而且 

围绕点02的极限环由稳定变为不稳定，系统(1)振荡现象消 

失。 

4 计算机仿真结果 

图1为系统 (1)的平衡点分岔图，曲线上的实线部分表 

示稳定的平衡点状态，虚线部分表示不稳定的平衡点状态。 

由图 1可看出，随着愚 的变化，系统(1)出现 2个分岔点 HB1 

与 HB2，分别为 忌 =9．77121和 眈 一18．38928，而且在对应 

分岔点处出现了周期轨。当 k <愚 时，存在一稳定的平衡 

点，而当如 <忌 <愚 时，平衡点失去稳定性，而且出现极限 

环，并产生振荡现象。随着 ‰ 的增加，又出现一稳定的平衡 

点，同时产生极限环。 

图 1 系统(1)随参数 变化的平衡点曲线，HB1和 HB2分别为 

超临界 Hopf分岔点和亚临界 Hopf分岔点 

图 2表示 是 =11时，系统(1)在(z— )相平面的一条稳 

定周期轨，图3是与其对应的时序图，其周期 T~O．44s，系统 

(1)呈现出简单的周期峰振荡状态。 

0̂ 5 

0．4 

0．35 

∞  

025 

图 2 当 一一11，系统(1)的相图 图 3 当 一11，系统(1)的周 

期峰振荡图 

图4与图5分别表示忌 一18．35时，系统 (1)的相图与 

时间历程图。图5表现的是系统 (1)的一个点一环型周期簇 

振荡，与图3相比，每两个峰之间多了一段较平坦的变化过程 

(如图5中t从2．5到 5．5所示)，这就是我们说的慢通道效 

应。这种现象是因为系统(1)的轨线同时受到不稳定极限环 

排斥和稳定焦点吸引所共同产生的。 

∞  

¨  

帖  

¨  

3 

02 

m1 

。

0．

6

7 

囊 
0．3 

： 

图 4 当 一18．35，系统(1) 图 5 当 一18．35，系统(1) 

的相图 的周期簇振荡图 

图6和图7分别表示 =9．86时系统(1)的相图和时 

序图，此时细胞内钙离子浓度呈现出一种拟周期簇振荡。这 

种簇振荡的产生机制是由于系统遇到了一个超临界 Neimark- 

Sacker分岔，其特征是第一和第二李雅普诺夫指数均为零。 
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图 4 循环次数为 lO时的实验结果 

第2组实验计算量是第一次的1O倍，但计算时间只增加 

4倍左右，这表明随着数据量的增加，计算效率在提高。通过 

两次实验的比较可以看出，数据量越大，计算越复杂，受限玻 

尔兹曼机算法在 Hadoop集群上的优势越显著。 

结束语 本文主要针对受限玻尔兹曼机传统实现算法在 

数据量较大时计算效率较低的问题，提出利用云计算 Hadoop 

平台实现受限玻尔兹曼机推荐的方法。在分析经典受限玻尔 

兹曼机推荐过程的基础之上，提出一种基于云平台的受限玻 

尔兹曼机推荐算法，并详细说明了推荐原理和实现过程。最 

后，通过一系列实验来验证其可行性和有效性。在大体量数 

据集的实验条件下，当输人数据集为setl时，Hadoop平台的 

计算时间与单节点的计算时间持平。随着数据量和计算节点 

增加，Hadoop逐渐表现出较大的优势，计算效率明显提高。 

这说明 Hadoop在大体量数据集环境下能有效提高受限玻尔 

兹曼机推荐算法的计算效率。然而，受 Hadoop集群节点少、 

物理机配置较低等条件的限制，此实验还未完全体现Hadoop 

的计算优势。下一步工作将从解决这些问题出发，进一步改 

进算法，充分发挥 Hadoop在受限玻尔兹曼机推荐计算中的 

作用。 
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摹差 
z(微摩) 

图 6 当 一9．86，系统(1)的相 

图 

t(秒) 

图 7 当 一9．86，系统(1)的 

拟周期簇振荡图 

结束语 Borghans-Dupont系统较为复杂，用传统的频域 

分析方法[12,13 需要进行拉普拉斯变换，并构造传输矩阵，理 

论分析较繁琐，算法特性不强。我们利用构造中心流形的方 

法，算法设计思想清晰，而且执行效率高，并且通过设计的中 

心流形算法和对所得数据的分析，也获得了系统产生钙振荡 

的理论判据，发现这种振荡现象的产生与消失是由于 Hopf 

分岔导致的。而且通过分析发现，系统随着分岔参数的改变， 

出现了两类不同的 Hopf分岔，分别为超临界 Hopf分岔和亚 

临界Hopf分岔。最后利用计算机仿真，绘制了系统的分岔 

图，并通过选取分岔区域中不同分岔参数，绘制了相应的相图 

与时序图，仿真的结果说明了振荡现象的存在，也验证了理论 

分析的结果。 
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