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对称张量空间下高阶正则化的图像恢复模型 

刘孝艳 冯象初 

(西安石油大学理学院 西安 710065) (西安电子科技大学理学院数学科学系 西安 710071)。 

摘 要 为降低 ROF模型的阶梯效应和高阶正则化方法对边缘的模糊，在对称张量空间中用二阶对称梯度构造正则 

项建立了新的图像去噪模型，并通过分析新模型的性质，给出了一种有效的原始一对偶算法。一方面，二阶对称梯度高 

于一阶导数的特性可以有效地降低阶梯效应；另一方面，二阶对称梯度模低于二阶导数模的特性能有效地保持图像的 

边缘等细节特征。数值仿真实验表明，新模型达到了理论分析的效果，新算法运算快捷、稳定。 
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High order Regularization M odel for Image Denoising in Symmetric Tensor Space 

LIU Xiao-yan ’。 FENG Xiang-chu2 

(Department of Mathematics，Xi’an Shiyou University，Xi’an 710065，China) 

(De partment of M athematics，Xidian University，Xi’an 710071，China) 

Abstract In order to integrative deal with staircasing effect of R0F model and over-smoothing of high-order regulariza— 

tion，a new model for image denoising was proposed by using second-order symmetric gradient to construct the regulari— 

zation term in the symmetric tensor space．By analyzing the properties of new model，an efficient primal-dual algorithm 

is introduced．The new mode1 can effectively reduce the staircase effect because the second-order symmetric gradient is 

higher than first derivative．Meanwhile，it can maintain the edge because the norm of second-order symmetric gradient is 

sma ller than the norm of Hessian matrix．Both theoretica1 analysis and simulated results show that the new algorithm 

has a high converge speed and stability． 
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1 引言 

图像去噪是图像处理中的基本问题之一，其 目的就是从 

降质图像中恢复出原干净图，即求原图在某种最优意义下的 

估计值。一个好的去噪方法应该在去除噪声的同时能较好地 

保持图像的细节信息。传统的去噪方法，如中值滤波、高斯滤 

波等，主要是通过滤除图像的高频成分达到去除噪声的目的， 

因此 ，这些方法不可避免地会丢失图像的一些细节信息，使恢 

复图像的细节看起来比较模糊。 

近年来，变分方法 在数字 图像处 理 中得 到 了广 泛应 

用[ “]，其中全变差模型(Rudin，Osher，Fatemi，ROF模型)l1] 

是比较典型的代表。目前，ROF模型因其具有 良好的保边性 

能而备受关注，但是该模型在图像恢复过程中会出现阶梯效 

应。为此，Lysaker等人提出了利用二阶微分构造正则项l_4] 

(Lysaker，Lundervold，Tai，LLT模型)，有效地克服了阶梯效 

应。这是因为对于灰度渐变的区域，二阶微分不会把图像变 

成几个灰度值不同的色块，而是将它平滑成一个灰度渐变的 

区域，在这块区域内梯度恒定。但二阶微分会将图像的边缘 

变得模糊。为了发挥一、二阶微分各 自的优点，学者们提出了 

一 些混合模型 “]，但其计算量比较大。 

张量是刻画图像局部或全局结构信息的有效工具[1 ，本 

文将噪声 图像放入 0阶对称张量空间，利用二阶对称梯度构 

造正则项，建立了高阶正则化去噪模型。一方面，二阶对称梯 

度高于一阶导数 ，从而，新模型可以像 LLT模型一样，有效地 

降低阶梯效应；另一方面，二阶对称梯度模低于二阶导数的 

模，正则性低于 LLT模型，从而能有效地保持图像的边缘等 

细节特征。并且，在该模型中正则项只有二阶对称梯度一项， 

所以其计算量低于能达到类似效果的既含有一阶导数又含有 

二阶导数的混合模型 “]。另外，本文给出了新模型的原始一 

对偶算法，计算快捷。仿真试验结果表明，新模型在去噪过程 

中能有效地保护图像的边缘等细节特征，在视觉上达到了比 

较满意的效果。 

2 相关工作 

2．1 相关正则化模型 

从数学的角度来讲，图像去噪是一个不适定的线性逆问 

题。其数学模型为 

厂一 + (1) 
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式中，f，“， 分别为噪声图像、原图像和加性噪声。对于该不 

适定问题 ，一般可通过正则化方法来求解 ： 

1 r 

min专 I(u---厂)。dxdy+aR(u) (2) 

式中， 为正则化参数。式(2)的第一项为数据忠诚项，第二 

项为正则项。 

ROF模型E 取式(2)的正则项 R(“)为 

r 

RTy(“)一I IVuI dzdy (3) 
√ Il 

该正则项的引入，使 ROF模型能有效地保护图像的边 

缘，但也因为该正则项的引入需要假设图像是由分片常数区 

域构成，使得式(2)的解亦为某个分片常函数，产生了阶梯效 

应。 

为降低阶梯效应，学者们提出用高阶微分算子构造正则 

项的方法 ，其中U 模型应用最为广泛，该模型取式(2) 

中的正则项 R(“)为 

r 

RH— I (1△“I)dxdy (4) 
J {l 

其中 (1 1)的取法有如下两种 ： 

(I△“1)一~／I z‘廿l +1 l (5) 

j52(I血 1)一 (I U1)一~／吐 +屿 + + (6) 

式(6)具有旋转不变性，其对应了文献[3]提出的基于四 

阶偏微分方程的图像去噪方法。 

以 LLT模型为代表的高阶微分正则化模型[。 在降低 

ROF模型的阶梯效应方面取得了较好的效果。这是因为二 

阶微分比一阶微分更适合刻画图像的震荡性。并且对于灰度 

渐变的区域，二阶微分不会像一阶微分那样把图像变成几个 

灰度值不同的色块，而是将它平滑成一个灰度渐变的区域，在 

这块 区域内梯度恒定，所以与 ROF模型相比，LLT模型具有 

更好的视觉效果。但该模型演化图像的边缘比 ROF模型快， 

所以经常在图像的边缘处引起模糊现象。 

2．2 张量空间及其运算 

为了方便本文模型的建立，本节将张量空间的一些相关 

运算l1 作简单的介绍。 

设 ，17∈Tk( )( ( )为 R 内的毛阶张量空间)，我们 

定义张量积、内积和对称化算子 s分别为 

一 ({ (＆ ，⋯ ，Ⅱ +￡) 

一 以1，⋯，n )7／(cA +l，⋯ ，口 +z) (7) 

·17= ∑ ( 1’．一，epk)V(ep1'．一，CPk) (8) 
pE{l，⋯，d} 

(59( ⋯， )一者 善 ( ，⋯， ) (9) 
式中，& 表示{1，⋯， )的置换群。 

定理 1 忌阶张量 ∈ ( )的对称化是向k阶对称张 

量空间Sym (Rd)做正交投影。 

证明：设任意的 手∈Tk( )，叩∈Symk( )，则有 

一  
＆  

一可1
矧 薯 ( 1，．一， ) 聂17(‰1)'⋯，‰ ) 

· 360 · 

一  ’ '7 

即( s9 · 0，所以，卜 s s ( )。 

定理 1得证。 

定义 1 设 Symk州( )，则有 的z阶 F导数为 

( 9( )(cA1，⋯ ， + ) 

一 (D (．z)(口l，⋯ ，口f))(口 +1，⋯ ，CAk+1) (10) 

并定义 的z阶对称化导数为 ： 

(9一s( 9一(s( )) (11) 

这里 ：n一 ( ，Sj (尺d))表示 的 Z阶 F微分，式 

(11)中第二个等式利用了定理 1。 

3 本文模型及其算法 

张量能有效地刻画图像局部和全局的结构信息，已广泛 

地应用于图像处理[13-15]。为此，本文在对称张量空间建立新 

的高阶正则化模型。 

(1)模型建立 

由前面的分析我们知道，U 模型采用式(6)，即 Hes— 

sian矩阵的F范数作为正则项，相比于R0F模型，其能有效 

地抑制阶梯效应。但该模型会使图像的边缘变得模糊。为了 

能在降低阶梯效应的同时有效地保护边缘，本文将观测图像 

(标量函数)看成 0阶对称张量，即uESym~(R。)，将 u 模 

型修改为 

nfin 百A If u-fII l+ l I e2(“)Idxdy (12) 
“∈W2， (n)nLz( ) J‘l 

式中， 为正则化参数， >O，s2(“)为由定义 1计算出的二阶 

对称化梯度，其表达式为 

2 ， 、 ， ， 、 、 
(w

， 、 + 叫 s2( )
一￡(￡(甜))一 e( )一 l_ 

1 寺( +lA
yx) 

专( + ) (13) 

由定义 1可知 ￡2(“)为二阶对称张量，其范数 I￡2( )l可 

由式(8)所定义的内积导出，表达式为 

l￡2( )l一 

一 ~／ +o．5( + ) + (14) 

命题 1 设I (“)1和I 。(“)1分别为图像 “的二阶对称 
r 

化梯度和Hessian阵的F范数，则 I I e2( )I d：cdy的正则性 
J ‘l 

r 

弱于 l l 。( )l如d 。 
J ij 

证明：由2 “ ≤ + (只有 当 lazy一 时，等号才 

成立)，可得 

1 

÷( + ) ≤ +吐 

于是有如下不等式成立 ： 

干 2 v 2干 2干 2干 

故有不等式 

I l (“)Idxdy~l l 。(“)l dzcdy (15) J n Jn 

成立，命题 1得证。 






