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摘 要 重点讨论 Choquet积分的 II型模糊化扩展形式。相对于 Choquet积分的模糊化扩展 I型，II型扩展支持模 

糊数的被积函数，并给出精确数的积分结果。基于带符号的模糊测度，分别讨论了Choquet积分的模糊化扩展II型的 

计算方法和相关算法。并用实例说明：Choquet积分的模糊化扩展 II型作为一种聚合工具在处理涉及非精确数的数 

据挖掘问题(例如：推理和回归问题)上的实用价值。 
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Abstract This paper prodded a detailed discussion on one fuzzification of Choquet integral which supports fuzzy-valued 

integrand and gave crisp-valued integration resul~It is a generalized Choquet integral for fuzzy-valued integrand，inter— 

val-valued integrand，as well as the crisp-valued integrand．The presented generalized Choquet integral with respect to 

signed fuzzy measure can act as an aggregation tool which is especially useful in many information fusing and data min- 

ing problems(such as regression and decision making)where not only crisp data but also heterogeneous fuzzy data are 

involve 

Keywords Choquet integral，Fuzzy data，Fuzzy measure，Aggregation 

1 引言 

近年来，作为一种有效的非线性聚合工具，基于模糊测度 

(Fuzzy measure)[ 上的Choquet积分[ ]常被应用在信息 

融合和数据挖掘等问题上。建立在各特征量上的模糊测度因 

具有非可加性及非单调性 ，故能够有效描述各特征量对 目标 

量贡献之间的交互关系。因此，Choquet积分被成功地应用 

在非线性多重 回归问题l_5]、分类 问题 以及决策管理等问题 

上l6]。在这些应用中，模糊测度的具体值常作为未知参数需 

要通过训练数据集及一定算法来得出。 

Choquet积分只支持精确数的被积函数，故只能处理精 

确数据的信息挖掘，对于在各种实际应用中广泛出现的非精 

确数据 (模糊数据)，则无能为力。基 于以上原因，需要对 

Choquet积分进行模糊化建模，使其不但能处理精确数据，亦 

能处理模糊数据。该模糊化建模要求 Choquet积分能够支持 

模糊数的被积函数 ，被称为 Choquet积分 的模糊化扩展。此 

扩展可作为 Choquet积分的一种普遍性形式，因其不仅可处 

理传统Choquet积分能够处理的精确数据，亦可处理其它形 

式的信息，如区间数、模糊数和语义变量等。 

Choquet积分的模糊化扩展有多种扩展范畴。对于一个 

给定测度值为实数的模糊测度，当被积函数允许支持模糊数 

时，可以分别定义 Choquet积分的积分结果为模糊数或精确 

实数的形态，即可构成两种不同的 Choquet积分的模糊化扩 

展，分别称其为 I型和 II型。I型的相关理论研究和扩展应用 

已在相关文献中介绍l_1 。本文针对 II型模糊化扩展进行论 

述，并在其基础上重点提出一个针对模糊数据的非模糊化的 

聚合模型。 

2 模糊数 

令R为实数集(一cx。，oo)，通常利用模糊数来量化模糊 

的概念。 

定义 1 一个规则的模糊数是一个定义在实数集 R上的 

模糊子集 ，其隶属度函数 m： [0，1]满足以下条件 ： 

(1)至少存在一个 ao ER，使得 m(ao)一1； 

(2) (￡)在(一。。， ]上单调上升，在[口。，cx3)上单调下 

降； 

(3)m( )上半连续，即当 to<口。时 lira优(￡)一m(to)，当 
卜 十 

to>口。时 limre(t)~m(to)； 
￡0一 

r∞ 

(4)I 仇(z)d <cx。。 
J — ∞  

常规模糊数中最常用的是梯形模糊数_1 ，其隶属度函数 

具有以下形式 ： 
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f1， if￡一Eab，a ] 

I I ，if al~ab) 
re(t) < 

l上 ，iftE( ar] Ia 
c一 Ⅱ 

【0， otherwise 
式中，af，a6，m， ∈R且 a ≤ ≤ ≤口 。在本论文中，梯形 

模糊数简示为 a a ar]。当a ≥O时，称该梯形模糊 

数为非负的。一个三角模糊数可被看作是梯形模糊数的特殊 

形式(当 a —n )；一个区间数也可被看作是梯形模糊数的特 

殊形式(当a 一锄且 n 一n，)；同样，一个精确实数可看作是当 

a 一 一 一n 一口时的梯形模糊数。因此，以下的讨论及模 

型既适用于模糊数据，也适用于精确实数数据。 

3 模糊集合的带符号模糊测度 

令 x一{z1，X2，⋯， )，则 x 的幂集(Power set)用符号 

尸( 来表示，而关于 X上的所有模糊子集的集合用符号F 

(X)来表示。任何一个 X的模糊子集 ，可被描述为 

A一{dl／x1，dz／x2，⋯，以／z } 

式中， 是 在 处的隶属度， 一1，2，⋯， ；亦可简洁描述 

为 

一 (cf1，d2，⋯，d ) 

定义2 集函数 ：P(X)---~R，若满足条件 (0)一O，则被 

称为带符号模糊测度。 

一 个定义在 P(X)上的带符号模糊测度可以用一个(2 
一 1)维的向量来描述，即(胁，／12，⋯，／／zn )。其中，对于每个 

下标值矗一1，2，⋯，2 一1，如果h被表示为一串二进制数符 

h⋯h “，h1，则有 

／Zh— (U{为}) 
～ 

例如，当 ==3时，下标 1，2，⋯，7被分别描述为二进制数 

符串 001，010，⋯，111，则 一 ({z1})， 一 ({动))，胁一 

({zl， })， 一 ({ 3})， 一 ({Xl，z3})， 一 ({ 2，础))， 

／／7一 ({Xl， 2，z3})。 

根据 Zadeh的概率测度理论，任何一个建立在 P(X)上 

的带符号模糊测度亦能扩展到模糊幂集F(x)上。 

令 是定义在 P(x)上的一个带符号模糊测度，对于任 

何一个具有隶属度函数 ( )：X一[O，1]的模糊集合 ∈F 

(X)，定义 

(A) I％ (1) 

则对于任何一个AEP(X)，有互(A)一I 一 (A)，其中 

f1， if ∈A 

10，ifz∈A 
是A的特征函数。实际上，在P(X)I2五与 是一致的，即五 

是 从P(x)到F(x)的扩展，因此，可称互是模糊集合的带 

符号模糊测度。 

例 1 令 X一{z ，Xz，z。)，设定义在 x上的带符号模糊 

测度 定义为 (0)一0， ({z })一1， ({X2))一1， ({ ， 

2})一3， ({ 3))一2， ({zl，z3})一1， ({372，X3})一4， 

({ ，．272，2E3))一5。设 X的一个模糊集合 一(O．5，1，0．25)， 

即 

· 1 O6 · 

ro．5， ifz— 1 

7 ( )一 1， if =z2 

L0．25， if =： 3 

) l嘲 

一  (z3) ({ l，z2，z3})+[，， (X1) (x3)] 

({∞， 2))+[r， ( 2)mx(x1)] ({X2)) 

一 0．25·5+(O．5—0．25)·3+ (1一o．5)·(一 1) 

一 1．5 

4 模糊值方程的 ~-cut 

设x为一有限集合，记为x一{．z ，z 一，z }。令_~是 

定义在x上的一个模糊值方程，其值域是所有规则模糊数集 

合的一个子集。方程 可表示为(m ，m2，⋯，％ )，其中巩 是 

．

厂(丑)的隶属度函数， 一1，2，⋯， 。 

定义3 对任何 ∈R，模糊值方程_~一(优 ，m2，⋯，％) 

的a-cut记为 ，是 X的一个模糊子集，其隶属度函数 脚 在 

每个 处具有隶属度函数： 

脚  

f：m
⋯

i(t)dt 

∽≠。 1 于 
i— l，Z，⋯ ，n 

从定义3可看出，一个模糊值方程_~在z 处的a~cut是 

由 (嚣)的隶属度函数曲线在该 右方的面积相对整个隶属 

度函数曲线总面积的百分比来确定的。定义 3亦可扩展到实 

数值方程的if-cut，此时， (五)的隶属度函数曲线所 占的面积 

是 0，因此上述提到的百分 比会出现 o／o的情况。在此特殊 

情况下，需定义 坼 ( )一m、ax rnl(￡)，其中 

f1． if z— c 

巩‘ 一／o：if￡≠c 
当 ( )为一区间数[。，6]，关于 在 处的a-cut的隶 

属度函数可具体描述为： 

m ( )一 

例2 令x一{z ， ， 。)，-~是定义在x上的模糊值方 

程，设_~(z )一[1 1．5 2 2．5]， (z。)一[4 4．5 5 5]， 

(勘)一[3 3．5 4 4．5]。如图 1所示，根据模糊值方程的 

c“t定义，当a=2时 Po一(O．25，1，1)；当a=3．5时Po一(O， 

1，o．75)。假如存在一个定义在x上的带符号模糊测度，其取 

值如例 1所示，则根据模糊集合的带符号模糊测度的定义，有 

．  r 

p(Fz)一I脚。d 一o．25·5+(1-o．25)·4+(1—1)· 

(一 1)一 4．25 

．5)一J ．5 dz=0·5+(o．75一o)·4+(1—0·75)· 
(一 1)一2．75 

n 6  

讧  玎 

一 

，●● ●●，／、●●●【  



 

2 0c 3 5 

图 1 实例 2中模糊值方程 }的隶属度函数 

5 Choquet积分的模糊化扩展 II型 

在对 Choquet积分进行模糊化扩展之前 ，需先回顾传统 

Choquet积分的相关概念。 

定义 4 设(X，P(X))为可测空间， 是定义在 P(X)上 

的带符号的模糊测度，，：X一(一。。，c×。)为一实数方程，则 f 

关于 的Choquet积分定义为： 
r ／'0 r∞  

l 一l EMF．)一tKX)]da+l~(Fo)da 

式中，F口一{zl_厂(z)≥d，z∈X}， ∈(一。。，o。)。 

当x是一有限集合，记为 X一{ ，z ，⋯，Xn}且 厂：X一 

(一。。，。。)时，Choquet积分的计算公式相应变为： 

l 一 [f(xl )--f(x )]· ({Xi ，Xi+ ，⋯，Xn }) 

式中，(z1 ，z2 ，⋯，Xn )是{ ， ，⋯，z }的某种排列，其满足 

条件 f(x )≤-厂(zz )≤⋯≤f(xn )，且 f(x0 )一O。 

为计算方便，Wang在参考文献ET]中将实数函数的Cho— 

quet积分的计算转化为两个维数 (2 一1)的向量之内积，如下 

所示 ： 

r 2 1 

I 一暑 (2) 
J= 1 

式中， 一1，2，⋯，2 一1。 

f( )f(xi)一{{lm垆ax0)f(x1)，若所得值>o 
一 或 j=g 一1 (3) 

【0， 其它情况 

式中，实数 以二进制数形式表述为 √一 ⋯ 。 

当x是拥有 个元素的有限集合，它可被描述为 x一 

{Xl，X2，⋯，Xn)。为方便起见 ， ({乃 ， z，⋯， })记作 ， 

这里 一
．  

2“_。，且{J ，Jz，⋯，J )是{1，2，⋯，m}的一个子 

集。亦可直接表示为： 一(D)， 一 ({z })， 一 ({ ))， 

一  ({z1，X2})， 一 ({X3})， 一 ({ l， 3})， 一 ({ 2， 

．223})， 一 ({ 1，z2， 3})，⋯， 一1一 ({z1，X2，⋯，z })。 

令 是定义在集合 x上的模糊值方程，其值域为所有梯 

形模糊数集合，令 是定义在 P(x)上的带符号模糊测度。 

从第 3节的论述可见，带符号模糊测度可被扩展成模糊集合 

的带符号模糊测度 。因此，可定义 Choquet积分的模糊化扩 

展II型(模糊值方程_~关于带符号模糊测度 的Choquet积 

分)如下： 

f d 一f。[ ( )一 (x)]出+『。。 ( )出 (4) 
由于无法对模糊值方程_~在集合X一{ ，X2，⋯， )上 

的，(五)进行精确的大小排序，因此，Choquet积分的模糊化 

扩展Ⅱ型虽然在定义上与传统的Choquet积分非常相似，但 

在计算上却不能延续传统 Choquet积分基于排序的计算方 

法。为简化计算 ，需先分析一个 Choquet积分的模糊化扩展 

II型的重要性质。 

定理 1 令 是定义在 F(x)上的带符号模糊测度， 为 

定义在集合 X上的一个模糊值方程，对任何实数常数 c， 

l-厂d 一l(f-c)d +c· (x) 

证明：令孑一 一c，则 也是一个模糊值方程。对任何实 

数值 ． 的a-cut， ，满足 一 ，即 一 一Po。因此，令卢 

一 —c，贝0有： 

f d 一O[ ( )一 ( 0]da+f (F'o)da J 
—∞  J 0 

一

O

[ ( 一 )一 (x)]d +『。。 ( )da 

— I [ ( 一 )--／l(X)]d(a--c)+ 
r。。 

l ( 一 )d(a--c) 
J 0 

一 r[ ( )一 (x)]卅 f ( )dp 

— r[ ( )一 (x)]卅 r ( )卅 

』 ( ) (x)卅 ( )妒 
一 r[ (岛)一 (x)]d f。。 ( )d J

— 一  J 0 

I (x) 

一 I g +f· (x) 

一 I(f--c)d +f· (x) 

证毕。 

如前所述，本文主要考虑梯形模糊数。由于梯形模糊数 

的支集(support set)是有限集，故对于任何7(五)，都存在其 

支集的左边界 “ ， 一1，2，⋯， ，因此可构造一个非负的模糊 

值方程 g～=f～-c，其 中c—min口 ，则 Choquet积分的模糊化 
： 2 rt 

扩展 II型的计算可简化为下式： 

I_厂d 一I (( )da+c· (x) 

式中， 是 的if-cut。 

下面考虑一般情况下的算法设计，即模糊值方程-~在每 

个特征量处取值模糊数7f(x )， 一1，2，⋯， 。考虑一般的梯 

形模糊数，可以描述为_~一(Ea ＆ alr]，[ 口2 a 2r]， 
⋯

，[。 n n n ])对于任何aER，_~的a-cut是一个x的模 

糊子集，其在特征量 麓 处的隶属度为： 

I I 

(五)一 

I 

( 一 )。 

( + 一a 一％ )(％ 一 )’ 

Ⅱ + 一2 

+ 一 一％ ’ 

! 二 ： 
％+ 一 一％)(％一 ) 

当 

当 ∈(∞，％] 

当 a∈(％ ，％] 

， 当 ∈( ， ] 

， 当 

一 1，2，⋯ ， 

在此情况下，因无法给出 ( )的解析式，故对 Choquet 

积分的模糊化扩展II型的关键分量l ( )出的计算造成 
J U 

一 定困难。为此，本文提出以下的数值计算算法来逼近计算 
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Choquet积分的模糊化扩展 II型的积分值 。 

1)输人 n(X 中特征量数 目)、K( 值 的分度数，默认值 

lOO)，模糊值方程7取值 (∞)一Ea a “ ]，i一1， 

2，⋯， ，带符号模糊测度 ／2取值 一 U {盈})， — 
i,frc(~)E[丢，1 

2 

1，2，⋯ ，2 一 1。 

2)检查 a ≤Ⅱ ≤Ⅱ ≤口 ， 一1，2，⋯， 是否成立。若成 

立，执行步骤 3)；若不成立 ，则显示出错信息，需重新输入步 

骤 1)各项数值。 

3)找出口：= m in a ，6= m axa ，令 一 。 
1≤{≤ 1≤ 《 』 

4)令 a 一。甜na，口西一n西ma，a 一n 一 ，a 一Ⅱ 一口， 一 

1，2，⋯， ；初始化 a=0及 S=／22n—l／2。 

5) + 。 

6)判断 6一口?若是，则 ．(s一 )+。． 一 s， 

输出S，S即为I 7 的积分结果，程序结束；若非，则继续。 

7)当 一1，2，⋯，n时，分别计算 

1， 

1一 (a一口“) 
(口 +口 一n 一＆西)(n函一n )’ 

n扣+Ⅱ 一“ 一日西’ 

!堡 = ： 
(以 +口 一口 一口函)(口 ma )’ 

0， 

当 ≤口 

当a∈(口 ，a ] 

当 ∈(口 ，口 ] 

当 ∈(口 ，口 ] 

当a>a 

8)将方程 h(c ，c。，⋯，c )看作是建立在 X上的实数值方 

r 2 一 1 

程，计算AS=I hd／2，即AS=∑ · ，其中 
J J— l 

f rain ci— max，ci，if it is>0 
一  加‘ [专I】) ‘孝 l_o， ， 

l0， otherwise 
一 1，2，⋯ ，2”一1 

9)S+AS-=>S，转步骤 5)。 

例 3 某杂志通过 3项指标，即原创性(originality)、重要 

性(significance)及文字表达(presentation)来评价投稿的总体 

质量。每项指标用模糊概念“很差(bad)”、“较弱(weak)”、“一 

般(fair)”、“良好(good)”、“优秀(excellent)”来描述 ，以实数区 

间[O，5]作为梯形模糊数的支集来定义上述5个模糊概念，即 

a～ E0 0 1 1．5]，a～w—E1 1．5 2 2．5]， ，=E2 2．5 3 3．5] 

日 —E3 3．5 4 4．5]，a 一E4 4．5 5 5] 

其隶属度函数如图 2所示。用 z ，x2，x。来代替 3项指 

标。每项指标对投稿评价的重要性以及它们交互影响投稿评 

价的重要性用一个带符号模糊测度 ／2来描述，其中，／2定义在 

集合 X一{z ， z，x3)的 P(X)上，其值设定为 ／21—0．2，／2z一 

0．3， 一O．8， 一O．1， 一O．4， 一O．4， 一1。 

假设某篇投稿被审稿人评价为 originality=“excellent”， 

significance=“fair”，presentation=“weak”，将此审稿人的评 

价看作是建立在x一{z ，z：，z。}上的模糊值方程7一( ， 

，aw)，则对于该篇投稿的总体评价值可以用 Choquet积分 

的模糊化扩展II型，即基于 的模糊值方程于的Choquet积 

分l 来求得。利用本节提供的算法，可得到1．fd／2的相 

对精确的近似值： 

· ]08 · 

r々 f2．92176，当K一100 j ， I 
2．92222， 当K一1000 

假设另一篇投稿被审稿人评价为 originality=“bad”，sig— 

nificance=“good”，presentation=“excellent”，将此审稿人 的 

评价看作是建立在 x一{z ，z ，z。}上的模糊值方程 一( ， 

a ，a )，则 

r～ f1．96618， 当 K一100 

J gd 11．96611，当K一1o0o 
结果说明第一篇投稿比第二篇投稿在总体质量上优胜。 

图2 实例3中 ， ， ， ， 的隶属度函数 

结束语 本文讨论了最常用的非线性积分 Choquet积分 

的模糊化问题，即提出了 Choquet积分的模糊化扩展 II型模 

型。该模型作为一种直接处理模糊数据的聚合工具，可以用 

来解决模糊数据的非线性分类以及非线性回归等数据处理问 

题。建立在带符号模糊测度上的Choquet积分的模糊化扩展 

II型模型，其被积函数为模糊值函数，其积分结果为精确实 

数。尽管丢失了信息中的模糊度，但显然在处理决策问题时， 

聚合模型提供精确的聚合结果要比提供模糊的聚合结果有效 

得多，这一点可以从例 3得到说明。 

本文利用 Choquet积分，将带符号模糊测度从全集(uni— 

versal set)的幂集(power set)扩展到全集上所有模糊子集的 

集合(class of all subsets of universal set)上。实际上，任何一 

种建立在带符号模糊测度上的非线性积分都可以用来处理这 

样的扩展，比如 Wang’s integral[引。这将在我们 的后续工作 

中进行进一步讨论。 
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果的突变要早于虚线表示结果的突变。通过与实际样本数据 

和初始 BPA分布的对比，实线所表达的融合结果更为合理， 

同时也说明，本文采用的算法收敛速度快，判别能力强。 

冬 

毛 

E权重 

图1O 证据 E与m(H1)的关系图 图 11证 售E与 m(H2)的关系图 

结束语 本文通过对D-S证据理论现有算法和信息融合 

过程的分析，提出了一种基于D-S证据理论的层次式信息融 

合算法，给出了算法的模型。该算法实现了信息融合的系统 

性 ，通过正交向量在三维信度区间的映射 ，解决了在层次式融 

合中确定高层概率分布的问题，并针对证据冲突情况做出了 

相应的算法修正。仿真结果表明，该算法在虚警概率较低的 

情况下具有较高的检测概率，且收敛速度快，优于目前现有的 

传统D-S证据理论算法。 
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