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摘　要　基于稀疏表示的图像超分辨率重建算法以近似随机抽取的方式选取字典中的原子来拟合图像片,而实际中

的字典原子的选择体现出了很强的结构稀疏性,从而导致算法计算复杂且引入了大量的误差,影响重建图像的质量.
针对该问题,提出了一种基于组稀疏表示的在线图像超分辨率重建算法.该方法引入组稀疏理论,仅利用输入的低分

辨率图像作为样本来构建组稀疏字典,通过结合组稀疏性和几何对偶性来构建超分辨率图像算法的成本函数,并使用

提出的一种迭代的方法进行求解.实验表明,该算法在视觉观察和参数比较上都优于当前主流的超分辨率算法.
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Abstract　ThesuperＧresolutionalgorithmbasedonsparserepresentationselectsatomsinthedictionarybyapproxiＧ
matelyrandomstyletofitthespecifiedimagepatch,buttheselectedatomsshowstrongstructuresparsityinpractice,

whichleadstothecomplexityofcalculationandagreatdealoferrors,affectingthequalityofthereconstructedimages．
Forconqueringtheproblem,aonlinesingleimagesuperＧresolutionalgorithmbasedongroupsparserepresentationwas
proposed．TheproposedalgorithmtakesadvantageoftheinputtedlowＧresolutionimagetoconstructthegroupsparse
dictionarybyintroducingthegroupsparsetheory,andthenincorporatesthegroupsparsepriorandgeometricduality
priortodesignthecostfunctionofthealgorithm,whichissolvedbyaproposediterativeoptimizationmethod．TheexＧ
perimentsdemonstratethattheproposedalgorithmissuperiortothemainstreamalgorithmssubjectivelyandobjectively．
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１　引言

图像超分辨率指的是基于已有的一幅或多幅同一场景的

低分辨率图像,通过软件计算的方式获取其对应的高分辨率

图像的方法.其所估计的高分辨率图像不仅增加了像素点,
同时比原始的低分辨率图像更加清晰,能展现原低分辨率图

像中没有的细节,因而备受人们的追捧.单帧图像的超分辨

率在实际问题中更为普遍,因此本文主要研究单帧图像的超

分辨率算法.
主流的单帧图像超分辨率算法大致可分为３类:基于差

值的方法、基于重建的方法和基于学习的方法.
基于差值的方法通常假定图像在局部结构上是分片平滑

的[１].从这一假设出发,这类方法通过使用一个插值核或基

函数来逼近高分辨率网格中的像素点,使得离散的数字图像

变为连续的曲面,从而估计出指定位置未知点的像素值.这

类方法无须对图像的内容做任何判定,因此算法简单、高效,
能够实现实时处理.如当前的 Windows操作系统和 PhotoＧ
shop软件就是采用这类方法中的双三次插值作为默认的图

像放大方法.这类方法的缺点在于不能恢复图像在降质过程

中丢失的高频信息,在图像的边缘位置容易引起模糊,影响图

像观感.
图像超分辨率重建问题是一个严重的病态,通常在求解

超分辨率重建的方程中,方程的解并不唯一.基于重建的算

法要求得到的高分辨率图像在通过图像降质模型的滤波和下

采样处理后,与输入的低分辨率图像尽可能相似;同时要求得

到的高分辨率图像满足指定的先验知识.先验知识的作用在

于压缩超分辨率重建方程的解空间,使得到的解更加精确.

Shan等[２]指出同一场景的高分辨率图像和低分辨率图像的



梯度直方图基本稳定,进而用曲线拟合低分辨率图像梯度直

方图作为高分辨率图像的约束条件.由于直方图只代表图像

的像素值分布信息,对图像的描述并不充分,因此在他们的结

果中边缘和纹理等高频位置易出现噪声和伪影.另外,基于

边缘特征的先验相继被提出,如边先验[３]、相似性冗余先

验[４]、梯度轮廓先验[５]等.这一类先验知识通过统计高分辨

率图像的边缘而来,因此对于边缘位置有很好的重建效果,能
有效抑制边缘附近的噪声和伪影,但对高频纹理和细节等位

置的处理仍不尽如人意.基于重建的方法得到了非常广泛的

研究,很多学者提出了有效的算法.但当放大倍数增大时,重
建约束所能提供的有效信息越来越少,致使这类方法恢复高

频的能力受到了很大的制约.
基于学习的超分辨率算法通过外界高分辨率图像来建立

学习集,并利用学习集探索低分辨率图像和高分辨率图像的

映射关系[６Ｇ１３],使得先验知识以一种隐含的方式包含在这一

映射中,然后利用这种映射关系来求解对应的高分辨率图像.

Yang等[７Ｇ９]提出了稀疏表示的超分辨率算法.稀疏表示指的

是图像片在指定的过完备字典下,能由字典中尽可能少的图

像片来加权表示.过完备字典的训练对于稀疏表示的性能起

着至关重要的作用.基于稀疏表示的超分辨率重建算法将训

练集合中的高分辨率图像片和低分辨率图像片联合训练,得
到两个对应不同分辨率的字典.对于输入的低分辨率图像

片,求解其在对应的低分辨率字典下的稀疏系数,然后将稀疏

系数传递到高分辨率字典中,通过相乘的方式得到对应的高

分辨率图像片.在求解稀疏系数的过程中,这种方法以一种

近似随机的方式来选择字典中的原子,这种方式往往会使过

完备字典中与输入图像片差异很大的原子参与到拟合中来,
从而引入拟合误差,使重建结果中显著边缘附近存在可观察

到的噪声,降低了重建图像的质量.总体来说,这类方法对图

像的高频恢复展现出了巨大潜力,得到了研究人员的极大关

注,但其对外界的图像样本集合过于依赖,随着算法的日益复

杂,对所需样本的数量也呈现出指数级的增长趋势,这对普通

用户而言是一个极大的挑战.同时,人们对样本图像本身的

研究少之又少,只是通过大量堆叠来扩充样本容量.对于一

幅指定的待放大的图像而言,样本中哪一幅图像起着怎样的

作用根本无从得知,只知道若其与待求的高分辨率图像的内

容越相近,它所能提供的正确的高频越多;就图像的内容而

言,输入图像本身就与其对应的高分辨率图像的内容最为接

近.因此,一种特殊的样本学习算法即基于自相似性质的超

分辨率算法日益引起了人们的关注[１４Ｇ１６].图像的自相似性

质是指对于一幅图像,当从小的局部即图像片进行考查时,对
于每一个小图像片,在这幅图像自身的其他位置或在这幅图

像的其他尺度中都极易找到与之相似的图像片.基于自相似

性质的超分辨率算法是一类特殊的基于样本学习的超分辨率

算法,它是利用图像的自相似性质把输入图像自身作为训练

样本来求取对应的高分辨率图像的一种算法.
近年来,不同类别的超分辨率算法表现出了相互融合的

趋势,综合几类算法的特点,实现优势互补是图像超分辨率重

建的又一发展趋势.

２　图像的稀疏与组稀疏表示

在现有文献中[７Ｇ１２],图像的稀疏表示是通过逐个处理从

图像中抽取的图像片这一方式实现的.给定用向量形式表示

的图像X∈RN 和在图像X 中任意抽取的尺寸为a×a的图

像片xk∈Ra２.其中 N 和a２ 表示图像和图像片中拥有像素

点的个数;k代表图像片xk 在图像X 中的位置,取值范围为

k∈[１,􀆺,n];n表示在X 中抽取的图像片的总数量.xk 的

抽取操作可表示为:

xk＝Rk(X) (１)

其中,Rk(X)表示在图像X 中抽取图像片xk,RT
kxk 能够将图

像片xk 放置到X 的重构图像的k 位置处,图像片以外的位

置为０.通常图像片抽取的方式是有重叠的,因此从{xk}nk＝１

重构X 可记作:

X＝∑
n

k＝１
RT

k (xk)􀅰/∑
n

k＝１
RT

k (Ia２) (２)

其中,􀅰/表示两个向量点对点地做除法操作,其结果仍然为

一个向量;Ia２表示一个维度为a２、元素全为１的向量.式(２)
在重构X 的过程中在图像片的重叠区域选择取平均值的策

略,在实际操作过程中也可以用其他策略替代.

对于一个给定的字典D∈Ra２×M (M 是D 中列向量的个

数,即原子的个数,M≻a２),每一个图像片xk 在字典D 下的

稀疏编码过程指的是:通过找到一个稀疏向量αk∈RM (稀疏

指的是αk 中绝大多数系数是０,或接近于０),使得xk≈Dαk,

那么整幅图像就可以用稀疏编码系数集合{αk}nk＝１进行表示.
在实际应用中,图像片xk 在字典D 下的稀疏编码问题通常

可以表示为:

argmin
αk

１
２‖xk－Dαk‖２

２＋λ‖αk‖p (３)

其中,λ是平衡第一项(保真项)和第二项(稀疏项)的权重系

数.p通常取值为０或１,当p＝０时表示稀疏项是求取αk 的

l０ 范数,αk 的l０ 范数指的是计算αk 中非０元素的个数.然而

αk的l０ 范数问题通常是非凸且 NP难问题,一般使用贪婪算

法求解近似解,如正交匹配追踪(OrthogonalMatchingPurＧ
suit,OMP)算法[１７],或用l１ 范数来近似l０ 范数.l１ 范数问题

能够通过近年来发展的大尺度工具快速求解.
与式(２)相似,由稀疏编码系数{αk}nk＝１重构X可以表示为:

X＝D􀳱α＝
△

∑
n

k＝１
RT

k (Dαk)􀅰/∑
n

k＝１
RT

k (Ia２) (４)

其中,α＝[αT
１ ,αT

２ ,􀆺,αT
n ]T 是由所有稀疏系数向量链接而成

的向量.引入􀳱符号的目的是利用 D􀳱α使得表达式 ∑
n

k＝１
RT

k

(Dαk)􀅰/∑
n

k＝１
RT

k (Ia２)更加简洁.

在图像的降质模型中,观察图像Y 可以表示为Y＝AX＋
n.其中X 是降质前的清晰图像;n通常假定为高斯白噪声;

A 可以根据降质的形式设定,若A 为单位矩阵时,对应的是

图像的去噪模型,A 为滤波下采样矩阵时对应的是图像的超

分辨率模型.在稀疏先验下使用图像片系数表示模型来恢复

X 的方案可以构造为:

α
∧

＝argmin
α

１
２‖y－AD􀳱α‖２

２＋λ‖α‖p (５)

其中,λ是两项间的权重系数,p 取０或１.在求解出α
∧
后,重

构的图像X
∧
可以表示为X

∧

＝Dα
∧
.

稀疏表示最核心的任务是字典D 的选取,即怎样确定一

个最适合的空间来稀疏化一幅给定的图像.大多数稀疏表示
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领域的工作都集中在给定图像片训练集合样本{xi}ni＝１,如何

从样本集合中学习冗余的字典D.本文要求学习出的字典D
既能通过稀疏系数矩阵 Λ＝[α１,α２,􀆺,αn]重构图像 X,即对

每一个图像片xk,都有xk≈Dαk,又能使得每一个系数向量具

备稀疏的性质,即‖αk‖p≤L.这一目标可以通过构造下列

的最小化方程实现.

(D
∧
,Λ

∧
)＝argmin

D,Λ
∑
n

k＝１
‖xk－Dαk‖２

２

s．t．‖αk‖p≤L,∀k
(６)

由于式(６)中的最小化问题规模庞大且非凸,因此对其直

接求解变得极为困难.近年来,一些近似求解的方法(如

MOD,KＧSVD[１８])相继被提出,这些方法通过交替最优求解

D 和Λ,在图像处理领域取得了目前最优秀的结果.然而这

些方法都不可避免地面临时间复杂度过高这一问题.另外,
通过分析式(３)和式(６)不难发现,每一个图像片在稀疏编码

的过程中都是被独立考虑的,从而忽略了相似图像片间的关

系,导致了稀疏编码系数的不准确.
稀疏表示通常假定稀疏系数向量中非零元素出现的位置

是随机的.然而,稀疏系数通常以聚类的形式呈现出内在的

结构.因此,近年来人们提出了组稀疏表示的概念.组稀疏

表示假定图像片能够被字典中少数的几组原子线性表示,即
稀疏系数向量中的非零元素只出现在字典中少数的几组里.
假定字典中有 m 个原子,序号集合为{１,２,􀆺,m},G＝{G１,

G２,􀆺,Gg}是序号集合的一种划分,g是该组划分中分组的数

量.给定字典D∈Ra２×m,DGi
是字典中的第i组子集合,那么

图像片xk∈Ra２能够表示为:

xk＝Dαk＝[DG１,DG２,􀆺,DGg ]
􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁D

[αT
kG１

,αT
kG２

,􀆺,αT
kGg

]
􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁αk

(７)

其中,T是向量或矩阵的转置操作,αk∈Rm 是图像片‖αk‖２,１＝

∑
g

i＝１
‖αkGi‖２ 的组稀疏系数向量.在组稀疏的约束作用下,求

解αk 的方程可以表示为:

argmin
αk

‖αk‖２,０,s．t．xk＝Dαk (８)

其中,‖αk‖２,０＝∑
g

i＝１
b(‖αGi‖２).函数b(􀅰)是一个二值函

数,定义为:

b(‖αGi‖２)＝
１, ‖αGi‖２≥０

０, otherwise{ (９)

在图像片xk 包含噪声的情况下,xk 可以稀疏表示为xk＝
Dαk＋ν,ν代表高斯白噪声.那么组稀疏系数相应地改写为:

argmin
αk

‖αk‖２,０,s．t．‖xk－Dαk‖２
２≤ε (１０)

其中,ε≻０是一个很小的固定常数,用来保证xk 和Dαk 间的

差异不会过大.然而,式(１０)仍然是非凸问题,人们通常用

l２,１范数来近似替代l２,０,使问题凸化为:

argmin
αk

‖αk‖２,１,s．t．‖xk－Dαk‖２
２≤ε (１１)

其中,l２,１范数定义为‖αk‖２,１＝∑
g

i＝１
‖αkGi‖２.式(１１)可以进

一步转换为:

argmin
αk

１
２‖xk－Dαk‖２

２＋λ‖αk‖２,１ (１２)

式(１２)可 以 通 过 组 正 交 匹 配 追 踪 (GroupOrthogonal
MatchingPursuit,GOMP)算法[１９]求解,该算法的本质是贪婪

算法,它由正交匹配追踪算法发展而来,但与正交匹配追踪算

法每次选取一个原子参与计算不同,组正交匹配追踪算法每

次选取最相关的一组原子参与计算.
另外,基于边缘导向的图像插值算法(NewEdgeDirected

Interpolation,NEDI)[１]是一种重要的图像超分辨率重建算

法.它利用图像的几何对偶性质计算待插入像素点邻域的加

权值,通过加权求和的方法计算待插入像素点的亮度值.几

何对偶性质指的是不同分辨率间拥有相同方向走向的像素点

协方差间的对应关系.NEDI算法[１]将以待插入像素点为中

心的 M×M 小窗口中的低分辨率像素点排列成列向量y,然
后构造矩阵C,C中的第i个行向量是y 中第i个元素的四邻

域,那么低分辨率图像的协方差所构成的向量R 和r可以表

示为:

R＝ １
M２CTC,r＝ １

M２CTy (１３)

进而待插入点四邻域的加权系数向量可以表示为:

α＝R－１r＝(CTC)－１CTy (１４)
分析式(１４)可以发现,向量y和其对应的邻域矩阵C 满

足关系Cα＝y,即小窗口中的所有低分辨率像素点和它们各

自对应的邻域有着相同的加权关系.我们将这一关系进一步

拓展到重建图像的所有像素点中,可以得到:

X＝WX (１５)
其中,X 是以列向量形式表示的重建图像,W 是一个稀疏的

权重系数矩阵.第i行中非零元素出现的位置对应着X 中第

i个像素点在二维图像中邻域的位置,非零元素的值对应的

是该像素点邻域的权重.

３　组稀疏框架下的超分辨率

对于图像的超分辨率重建问题,由高分辨率图像生成低

分辨率图像的模型可以表示为:Y＝SHX＋n,其中X 和Y 分

别表示原始的高分辨率图像和其对应生成的低分辨率图像.
为了避免符号重复,这里用S和H 分别表示生成过程中的下

采样和滤波操作;n表示生成过程中引入的０均值加性高斯

白噪声.超分辨率问题是低分辨率图像生成过程的逆过程,
它的目标是根据给定的低分辨率图像Y 来估计原始的超分

辨率图像X.由于低分辨率图像的生成过程受到下采样、滤
波和噪声等影响,一幅低分辨率图像可能对应着多幅不同的

高分辨率图像,因此图像的超分辨率问题是一个典型的逆问

题.为了求解该逆问题,需要引入一些关于高分辨率图像的先

验知识.在引入先验知识后,图像超分辨率问题的最大后验估

计(MaximumAPosteriorestimation,MAP)[１３]可以表示为:

X＝argmin
X

{‖Y－SHX‖２
２＋∑

Np

i＝１
λiri(X)} (１６)

其中,λi 是第i个先验约束项的权重系数,Np 是算法中引入

先验约束项的数量,ri(X)是引入的第i项先验约束项.首先

假定重构图像中的图像片满足组稀疏的性质,它对应的约束

项可以写成:

r１(X)＝∑
N

i＝１
‖RiX－Dαi‖２

２,s．t．‖αi‖２．０≺ε (１７)

然后引入几何对偶性质,作为另一个重构图像的先验知

识,它对应的约束项可以写成:

r２(X)＝‖(I－W)X‖２
２ (１８)

其中,I为单位矩阵,W 为权重系数矩阵.
最后,给出本文的基于组稀疏表示的图像超分辨率重建
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算法的成本函数的完整形式:

argmin
X

‖Y－SHX‖２
２＋λ∑

N

i＝１
‖RiX－Dαi‖２

２＋

β‖(I－W)X‖２
２

s．t．‖αi‖２．０≺ε,∀i

(１９)

３．１　字典学习

字典学习对基于组稀疏表示的图像超分辨率算法的性能

有极为重要的作用.从理想的重构高分辨率图像中抽取的图

像片和从低分辨率输入图像中抽取的图像片能够在同一个字

典下进行稀疏表示,根据图像自相似的性质可知,这一假设是

成立的.同时,因为高分辨率图像和它对应的低分辨率图像

有着极高的相似度,为了避免对外界数据的依赖,我们只用输

入图像来构建字典的训练数据集合,无需通过收集外界的高

分辨率图像来建立庞大的训练集合,从而省去了复杂耗时的

字典训练步骤.又因为输入图像和它的高分辨率图像的相似

度极高,所以用输入图像建立的字典质量是有保证的.另外,
图像除了有极强的自相似性质外,从小的局部观察可知,它还

存在大量的对称、旋转和镜像等结构.如图１所示,在蝴蝶的

图像中用不同的颜色框标出了对称结构的图像片,其实,蝴蝶

身体的左右两部分几乎是完全对称的.那么如何利用这些信

息来提高图像超分辨率重建的质量呢?
为了能够充分利用输入的低分辨率图像自身的一些结构

信息,对输入的低分辨率图像进行旋转、镜像等操作,并把得

到的结果也作为图像的训练样本图像.另外,Zontak等[１６]指

出图像在单独进行水平或垂直方向的下采样操作后,得到的

结果仍然有着很强的自相似性质,即输入图像中的图像片在

输入图像水平或垂直方向下采样的结果中仍然存在着大量的

重现.因此本文将训练集合中的图像做水平和垂直的下采样

操作,并把得到的结果同样并入到训练集合中.图２是由一

幅闹钟图像构成的训练图像集合.为了操作简单,同时避免

引入过多的噪声,输入图像的旋转只考虑９０°,１８０°和２７０°,其

他角度的旋转不做考虑.

图１　包含对称结构的图像“Butterfly”

Fig．１　“Butterfly”imageincludingsymmetricalstructures

图２　“闹钟”图像通过旋转、镜像等操作构造的训练集合

Fig．２　Trainingsetofimage“alarmclock”constructedbyrotation,mirrorandotheroperations

　　在构造完成训练样本图像集合后,在这些图像中抽取尺

寸为a×a的图像片.设定阈值σ,通过比较方差的方式剔除

掉内容平滑、信息量较少的图像片,最后建立图像片的训练集

合,并以矩阵的形式表示为:Z＝[z１,z２,􀆺,zN]∈Ra２×N ,其中

zi 是以列向量的形式表示的第i个图像片,N 为图像片集合

中样本的总数量.整个过程的目标是训练一个字典D＝[d１,

d２,􀆺,dm]∈Ra２×m 和一个稀疏系数矩阵Λ＝[α１,α２,􀆺,αn],
使得训练图像片矩阵Z 能够在字典D 下由稀疏系数矩阵Λ
表示,即Z＝DΛ,同时稀疏系数矩阵Λ 的每一个列向量αi 满

足组稀疏的性质.
首先,定义一个二值矩阵 M∈RM×M 来标记字典内原子间

的关系,其中第i行、第j列元素mij的值定义为:

mij＝
１, ‖di－dj‖≤θ
０, otherwise{ (２０)

其中,θ为用户指定的阈值.当字典中的原子di 和dj 的内容

相似且距离很小时,就会把它们分配到同一组,并用 mij＝１
来记录;反之,当字典中的原子di 和dj 的差异很大时,原子

di 和dj 未分配在同一组内,用mij＝０来标记.显然,矩阵 M
的主要意义在于记录字典D 的分组关系.在得到矩阵M 后,
可以做如下推导:

１
２∑

m

i＝１
　∑

m

j＝１
mij‖di－dj‖２

２

　＝∑
m

i＝１
dT

imiidi－∑
m

i＝１
　∑

m

j＝１
dT

imijdj

＝tr(DCDT)－tr(DMDT)

＝tr(DLDT) (２１)

其中,C是一个对角矩阵,对角线上第i个元素cii＝ ∑
m

j＝１
mij,

L＝C－M 是一个拉普拉斯矩阵,tr(􀅰)是对矩阵的迹操作.
式(２１)用于计算字典中组内原子差异的总和,当其取得最小

值时,可以保证字典中同一组内的原子尽可能相似,从而使得

组间的差异尽可能地被拉开.这一点对于组稀疏编码中字典

的学习是极为重要的.本文将式(２１)中的tr(DLDT)和组稀

疏的思想相结合,提出一种新的字典学习的方法,即:

argmin
D,{αi}N

i＝１

∑
N

i＝１
‖zi－Dαi‖２

２＋λtr(DLDT)

s．t．‖αi‖２,０≤τ,∀i
(２２)

其中,∑
N

i＝１
‖zi－Dαi‖２

２用于保证训练图像片集合中所有的图

像片{zi}N
i＝１ 都 能 在 字 典 D 下 由 对 应 的 系 数 {αi}N

i＝１ 表 示;

tr(DLDT)能够保证字典中的原子在组内尽可能相似,组间差

异尽可能大;λ是其对应的权重系数;‖αi‖２,０用来保证系数
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向量具有组稀疏的性质;τ是一个小的正数,用来控制组稀疏

的程度.将式(２２)写成矩阵的形式:

argmin
D,Λ

‖Z－DΛ‖２
F＋λtr(DLDT)

s．t．‖αi‖２,０≤τ,∀i
(２３)

其中,Z＝[z１,z２,􀆺,zN],Λ＝[α１,α２,􀆺,αN].
对于式(２３)的求解,本文采用迭代的策略,分为组稀疏编

码和字典更新两个步骤.在组稀疏编码阶段,固定字典D 不

变,组稀疏编码系数矩阵的求解公式为:

argmin
Λ

‖Z－DΛ‖２
F,s．t．‖αi‖２,０≤τ (２４)

采用组正交匹配追踪算法来求解式(２４).在字典更新步

骤,固定组稀疏编码系数矩阵,更新字典D 的问题写成:

argmin
Λ

‖Z－DΛ‖２
F＋λtr(DLDT) (２５)

对于式(２５)的求解,我们对D 求导,并令导数为０,可以

得到D 的求解表达式为:

D＝ZΛT(ΛΛT＋λL)－１ (２６)

３．２　迭代求解

在求解出字典后,开始求解算法的成本函数,即式(１９).
直接求解式(１９)并不容易,因为‖Y－SHX‖２

２和‖(I－W)

X‖２
２两项是以像素点为单位进行计算的,而∑

N

i＝１
‖RiX－Dαi‖２

２

是以图像片为单位进行计算的.为了使问题能够求解,采用

两步迭代策略.首先将 X 初始化为输入图像Y 的双三次上

采样版本Xb,然后固定X 不变,求解组稀疏系数集合{αi}N
i＝１,

此时的方程变为:

α
∧

i＝argmin
αi

‖RiX－Dαi‖,s．t．‖αi‖≤ε (２７)

式(２７)可以转化为式(１０)的形式,用正交匹配追踪算法

进行求解.在得到{αi}N
i＝１后,用式(４)重构出 X 的估计版本,

记作􀮃X.在第二步中,先用􀮃X 替换掉成本函数中的组稀疏系

数集合{αi}N
i＝１,然后由式(１４)计算、构造并更新 􀮃X 的权重系

数矩阵W,使得成本函数转化为:

argmin
X

‖Y－SHX‖２
２＋λ‖X－􀮃X‖２

２＋β‖(I－W)X‖２
２

(２８)
式(２８)可直接采用梯度下降法来求解,其中第(t＋１)次

的求解结果为:

Xt＋１＝Xt＋τ{HTST(Y－DHXt)－λ(Xt－􀮃X)－β(I－
W)T(I－W)XT} (２９)

字典学习的伪代码如算法１所示.
算法１　在线组稀疏表示的超分辨率字典学习

Input:smallimageY,groupsparsitylevelτ,iterativenumberIter,paＧ
rameterλ,grouppartitionG＝{G１,G２,􀆺,Gg}

Output:DictionaryD
１．ConstructthetrainingsetusingY;

２．FormulatethematrixWaccordingtoG;

３．CalculatethelaplacianmatrixL;

４．fori＝１∶Iterdo
５．　　Updatethegroupsparsecoefficientsmatrix;

６．　　Updatethedictionary;

７．endfor
８．returnD

４　实验与分析

为了证明组稀疏框架下图像的超分辨率重建算法的有效

性,本文将在一些指定的数据集上进行实验,并与一些经典、

前沿的算法作比较,以 PSNR和SSIM 为客观评价参数来评

价重建图像的质量.

４．１　实验设置

在该算法的实验中,首先对高分辨率图像进行滤波、下采

样操作,滤波器选择尺寸为７×７、标准差σ＝１．６的高斯低通

滤波器,下采样的倍数为s(s设定为与超分辨率放大的目标

倍数相同即可),然后把得到的结果作为输入的低分辨率图

像,用于算法的处理.对于彩色图像,首先将其转换到 YUV
空间;然后对人眼较为敏感的 Y通道采用相对复杂的超分辨

率算法,对人眼不敏感的颜色通道 U和 V直接采用高效的双

三次上采样的办法放大到目标倍数;最后,合并３个通道的结

果,并将其转换到 RGB空间,作为输入彩色图像的最终结果.
对于需要放大的低分辨率图像,先对这幅图像进行旋转、镜
像、水平下采样２倍、垂直下采样２倍等操作来构造组稀疏字

典的训练样本集合,下采样的方法选择双三次插值.然后有

重叠地将这些图像分割成７×７的图像片,相邻两个片有５行

像素重叠,并设定阈值为σ＝１０－５,通过与这些图像片的方差

做比较,滤除掉过于平滑、信息量较少的图像片,将剩余的图

像片作为组稀疏字典的训练样本集合.在训练组稀疏字典的

过程中,首先假定各组中的原子数量是相同的,每组子字典中

的原子个数设定为５;然后设定算法的迭代次数为４０,设定

式(１９)中的权重系数α＝０．５,β＝０．３,设定式(２２)中的控制组

稀疏程度的参数τ＝３.对于要求放大结果超过２倍的图像,
先对其放大２倍,然后把放大２倍的结果作为输入图像并用

该算法对其做进一步放大,直到达到目标倍数.整个算法的

流程如图３所示.

图３　基于组稀疏表示的图像超分辨率重建算法的流程图

Fig．３　FlowchartofimagesuperＧresolutionalgorithmbasedon

groupsparserepresentation

４．２　实验结果与分析

本节先对组稀疏方法建立字典的性能进行讨论.为了验

证这种方法建立的字典的性能,以经典的５１２×５１２的“lena”
图像为例进行字典训练.初始字典采用离散余弦变换基生

成,训练字典包括４９×１００和４９×２００两种大小,两种字典中

的分组分别为２０组和４０组,即默认每组子字典中包含５个

原子.采用均方根误差(RootMeanSquareError,RMSE)作
为评价指标,并用经典的字典学习方法 KＧSVD[１８]与之做比

较.如图４所示,图４(a)是尺寸为４９×１００的字典的比较结

果,图４(b)是尺寸为４９×２００的字典的比较结果.从中可以

看出,本文方法相较于 KＧSVD算法[１８]具有更快的收敛速度,
且对数据有更准确的描述能力.
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(a)包含１００个原子的字典比较 (b)包含２００个原子的字典比较

图４　包含１００及２００个原子的字典性能比较

Fig．４　Performancecomparisonbetweentwodictionariesincluding
１００atomsand２００atoms

从该算法的成本函数可知,基于组稀疏表示的图像超分

辨率重建算法同时使用了组稀疏约束和几何对偶性约束.为

了检验这两个约束项,首先设定β＝０,以检测组稀疏项对超

分辨率图像的放大能力,继而再重新设定λ＝０,以检测几何

对偶性先验的约束能力.根据前文的说明,这两种方式都容

易求解,此处不再说明.本文用图像处理领域常见的６幅图

像(如图５所示)来完成此实验,其中放大倍数为２.

图５　用于测试约束项超分辨率性能的６幅图像

Fig．５　SiximagesfortestingsuperＧresolutionperformance
ofconstraintedterm

实验中PSNR和SSIM 结果如表１所列,其中每个单元

格中上面的值为PSNR,下面的值为SSIM.从表１可知,分
别使用两种约束得到的结果仍好于双三次算法.因为该算法

迭代过程的初值选定为双三次的结果,所以这两种方法都能

够对图像的求解起到积极的作用.同时使用这两个先验约束

项后,图像的质量得到进一步提升,说明这两个先验约束项之

间并不矛盾,能够共同提高超分辨率图像的质量.

表１　不同约束项放大２倍的结果比较

Table１　Comparisonof２Ximageresultswithdifferentconstrained

termssparatly

图像 lena parrot peppers cＧman house girl

双三次
３２．１１
０．８０５

２３．０７
０．５１２

３４．２６
０．８９３

２４．７８
０．７５６

２５．０４
０．６８７

３１．３７
０．８５１

组稀疏
３２．３２
０．８８３

２３．２３
０．５６９

３４．６７
０．９１６

２５．０６
０．７８３

２５．２３
０．７０２

３１．９２
０．９１１

对偶性
３２．９１
０．８８１

２３．２６
０．５５８

３４．５７
０．９１４

２４．９６
０．７７０

２５．２７
０．７０３

３１．５０
０．８９２

两者同时
３２．６４
０．８９７

２３．５８
０．６０３

３６．１３
０．９２８

２５．２３
０．７８８

２５．６５
０．７３０

３１．５０
０．９１６

本文的组稀疏超分辨率重建算法在租稀疏理论的基础上

利用输入图像构造训练集合,以在线的方式训练字典.Yang

等[７Ｇ９]通过稀疏表示重建超分辨率图像(SparsecodingSuperＧ
Resolution,ScSR)的方法同样建立了字典的步骤,只是它以

大量外界数据集合作为训练集合,以一种更复杂的方式来完

成.以“lena”图像为例,分别用ScSR[９]和提出的组稀疏方法

将“lena”图像放大３倍,如图６(a)、图６(b)所示.观察发现,

ScSR[９]的结果较组稀疏的结果更模糊;同时从框出的对比显

著的帽子边缘和纹理丰富的头发两个小局部发现,在ScSR[９]

的结果中,这些人眼敏感的位置都出现了视觉能够观察到的

噪声,而在组稀疏算法的结果中观察不到明显的噪声.

　 (a)ScSR[９] (b)Ouralgorithm (c)NEDI[１] 　(d)Ouralgorithm

图６　ScSR、NEDI及本文方法的结果比较

Fig．６　ResultscomparisonofScSR,NEDIandtheproposedalgorithm

产生这种现象的原因可以解释为:Yang等[７Ｇ９]的基于稀

疏表示的超分辨率方法在求解稀疏系数的过程中,以一种近

似随机抽取的方式在字典中选择尽可能少的原子来拟合待超

分辨率的图像片,这一过程引入的原子中很可能存在与之差

异很大的原子,从而导致在拟合的过程中产生噪声.而基于

组稀疏的方法在训练字典的阶段对字典进行了分组,相似的

原子处在同一组内.对于待超分辨率的图像片,在求解系数

的过程中只“激活”少数与之结构相似的几组原子,即这几组

原子的系数可以不为零,其他位置的原子所对应的系数都为

零,这样可以保证参与拟合的原子都与待超分辨率的图像片

结构相似,可以在很大程度上避免引入噪声.
另外,本文方法中使用的几何对偶性先验来自于 NEDI

算法[１]的扩展.NEDI算法[１]假定图像满足静态高斯过程,
即图像中的每一个像素点都能由其周围的邻域通过线性加权

组合的方式来表示.同时,它还假定图像在一个小的局部范

围内所有像素点都具有相似的结构,即它们都有相同的加权

系数,可以表示为Cα＝y,其中y是这个小局部中的所有像素

点构成的列向量,C中的第i行元素是y 中第i个元素的邻域

集合,那么α就是这个小局部内所有像素点所共有的加权系

数.这样的假设本身是符合图像的特性的,然而这一想法只

考虑了图像的局部性质,忽略了小区域外部有着相似性质的

信息.若直接通过扩大小区域面积的方式来扩展计算样本,
则会引入诸多不满足上述性质的样本点,使得系数的求解不

准确,从 而 引 入 噪 声.图 ６(c)是 用 NEDI算 法[１]将 图 像

“parrot”放大４倍的结果,图６(d)是用提出的组稀疏算法将

“parrot”放大４倍的结果.观察图６(c)可以发现,NEDI算法

基本保持了图像的结构,但其边缘位置产生了明显的模糊和

噪声,而提出的方法由于在组稀疏项使用输入图像的全局自

相似、对称、镜像等结构信息,使得图像的边缘仍然锐利、
自然.

最后,在图像集 BSD５００中随机抽取１０幅图像,按照实

验参数说明设置参数值来进行实验,并选择 LLE[６],ScSR[９],

GPR[１４],Glasner[１５]和 ASDS[１０]进行比较.在放大３倍后,记
录超分辨率结果的PSNR和SSIM 值,每个单元格上面的值
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为PSNR,下面的值为SSIM,如表２所列.观察表２可以发

现,本文算法在大多数的图像上都取得了优于其它算法的

结果.

表２　BSD５００部分图像放大３倍的结果比较

Table２　Comparisionofthe３Xresultsselectedfromtraining

setBSD５００partialy

图像

名称 LLE[６] ScSR[９] GPR[１４] Glasner[１５] ASDS[１０] Our
algorithm

flower
２９．４１
０．８８４

３０．１６
０．８７２

２８．２９
０．８４９

２９．３８
０．８７６

３０．９１
０．８９１

３０．９６
０．８８７

hat
２９．７９
０．８４３

３０．１５
０．８５４

２８．１９
０．８２９

２９．９３
０．８６４

３０．９３
０．８７１

３１．５１
０．８８０

girl
３２．０３
０．７７２

３３．４１
０．８３１

３１．５１
０．７９２

３２．４７
０．８２１

３３．５４
０．８２４

３４．１７
０．８５２

butterfly
２５．０２
０．８６２

２５．１５
０．８５３

２３．４２
０．８４４

２６．３９
０．８９０

２７．３４
０．９０５

２７．９４
０．９１２

leaf
２３．８９
０．８３７

２４．６２
０．８４６

２１．６６
０．８１２

２５．９４
０．９１８

２６．７８
０．９０５

２７．２１
０．９１３

building
２４．５５
０．６７８

２４．８８
０．７１０

２２．９４
０．６７１

２４．６６
０．７２８

２５．５７
０．７４５

２５．９９
０．７５４

woman
２９．５７
０．８８４

３０．７２
０．８９６

２８．２０
０．８８７

３０．３７
０．９１５

３１．６３
０．９２２

３１．８３
０．９２５

wing
２７．１２
０．８２０

２７．４９
０．８３８

２５．５２
０．８１５

２７．８３
０．８６６

２８．８１
０．８７３

２９．１５
０．８７６

elephant
３０．７５
０．７７３

３０．７２
０．７８６

２９．１１
０．７５４

３０．３２
０．７８２

３１．１８
０．８０３

３１．６１
０．８１１

plant
３１．３７
０．８６４

３１．９４
０．８８５

２９．６６
０．８２７

３１．８６
０．８９６

３３．４７
０．９１０

３３．７２
０．９０９

这１０幅图像运行的平均时间如图７所示,基于组稀疏表

示的图像超分辨率重建算法的平均运行时间低于 LLE[６]和

GPR[１４],高于ScSR[９]和 ASDS[１０],与 Glasner[１５]的运行时间

相当.同时应注意的是,ScSR[９]和 ASDS[１０]需要耗费大量的

时间来计算一个通用的字典,而在运行时间的比较实验中,这
两种算法训练字典步骤所消耗的时间并未计算在内.

图７　各算法平均CPU消耗时间的比较

Fig．７　AverageCPUconsumingtimeofstateＧofＧtheＧartalgorithms

结束语　本文提出了一种基于组稀疏表示的在线图像超

分辨率重建算法.它通过输入图像以在线的方式建立字典,
以输入图像的双三次结果作为超分辨率图像的初值,结合以

图像片为约束对象的组稀疏先验和以像素点为单位的几何对

偶性先验,以迭代的方式求解最终的超分辨率图像.实验表

明,这种方法的放大结果不会在边缘或纹理区域产生显著的

模糊和噪声,其得到的评价参数PSNR 和SSIM 也高于参与

比较的基于字典的或基于自相似性质的超分辨率算法.
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